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Esta série de livros-texto foi iniciada em 1951 pelo falecido 
Dr. James L. Meriam. Naquela época, estes livros represen- 
taram uma transformacao revolucionaria no ensino de meca- 
nica para a graduacéo. Eles se tornaram os livros-texto defi- 
nitivos pelas décadas seguintes, como também modelos para 
outros textos de engenharia mecdnica, que surgiram poste- 
riormente. Publicada com titulos ligeiramente diferentes an- 
teriores as primeiras edigdes de 1978, esta série de livros-texto 
sempre se caracterizou pela organizacdo légica e pela apre- 
sentac&o clara e rigorosa da teoria, com exemplos instrutivos 
e uma rica exposigéo de problemas da vida real, todos com 
ilustracdes de alto padréo. Além das versées em unidades do 
sistema americano, os livros foram publicados em versdes 
com o Sistema Internacional — SI e foram traduzidos para 
muitos idiomas. Coletivamente, esses textos representam 
uma referéncia internacional para graduacéo em mecAnica. 

As inovagées e contribuigées do Dr. Meriam (1917-2000) 
no campo da engenharia mecdnica nfo podem ser sobres- 
timadas. Foi um dos principais educadores de engenharia 
da segunda metade do século XX, obteve seu bacharelado 
em engenharia, seu mestrado em engenharia e seu douto- 
rado na Yale University. Cedo, teve experiéncia industrial 
na Pratt and Whitney Aircraft e na General Electric Com- 
pany. Durante a Segunda Guerra Mundial serviu na Guarda 
Costeira americana. Foi Professor da University of Califor- 
nia, em Berkeley, Decano de engenharia na Duke Univer- 
sity, Professor da California Polytechnic State University, 
em San Luis Obispo, e Professor visitante na University of 
California, em Santa Barbara. Aposentou-se, finalmente, em 
1990. O Professor Meriam sempre se dedicou ao ensino e isso 
foi reconhecido por seus alunos em todos os lugares que ele 
lecionou. Em 1963, em Berkeley, foi o primeiro a receber o 
Outstanding Faculty Award da Tau Beta Pi, concedido prin- 
cipalmente devido 4 exceléncia no ensino. Em 1978, recebeu 
o Distinguished Educator Award for Outstanding Service to 
Engineering Mechanics Education da American Society for 
Engineering Education (ASEE) e, em 1992, recebeu 0 Ben- 
jamin Garver Lamme Award, que é 0 prémio nacional anual 
mais importante da ASEE. 

O Dr. L. Glenn Kraige, co-autor da série Mecdénica para 
Engenharia desde 0 inicio dos anos 1980, também deu con- 
tribuicées significativas para a educacdo em mecanica. O Dr. 
Kraige obteve seu bacharelado, seu mestrado e seu doutorado 
em ciéncias na University of Virginia, com énfase em enge- 
nharia aeroespacial e, atualmente, é Professor de Mecanica 
e Ciéncia para Engenharia na Virginia Polytechnic Institute 
and State University. Em meados dos anos 1970, tive 0 pra- 
zer de presidir a banca de pés-graduacéo do Professor Kraige 
e tenho particular orgulho do fato de ele ter sido o primeiro 
dentre as minhas trés dtizias de orientados de doutorado. O 
Professor Kraige foi convidado pelo Professor Meriam a se 
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juntar a ele e, com isso, garantir que o legado de exceléncia 
na autoria de livros-texto de Meriam fosse levado adiante 
para futuras geragées. Nas duas tltimas décadas e meia, 
essa equipe altamente bem-sucedida teve um impacto glo- 
bal e enorme na educacio de varias geracées de engenheiros. 
Além de sua pesquisa e publicacées amplamente reconhe- 
cidas no campo de dindmica aeroespacial, o Professor Kraige 
dedicou sua atengdo ao ensino da mecanica tanto em niveis 
introdutérios quanto avangados. Sua exceléncia no ensino tem 
sido largamente reconhecida eo levou a receber prémios de en- 
sino em niveis de departamento, faculdade, universidade, es- 
tado, regiao e pafs. Esses prémios incluem o Francis J. Maher 
Award por exceléncia em educaciio no Department of Engi- 
neering Science and Mechanics, o Wine Award por exceléncia 
em ensino universitdrio e o Outstanding Educator Award do 
State Council of Higher Education for the Commonwealth of : 
Virginia. Em 1996, a Divisio de Mecénica da ASEE concedeu- 
Ihe o Archie Higdon Distinguished Educator Award. A Carne- 
gie Foundation for the Advancement of Teaching e o Council 
for Advancement and Support of Education conferiram-lhe a 
distincao de Professor do Ano da Virginia em 1997. Em seus 
ensinamentos, o Professor Kraige valoriza o desenvolvimento 
da capacidade analitica, juntamente com o aprofundamen- 
to do discernimento fisico e bom senso de engenharia. Des- 
de 0 infcio dos anos 1980, trabalhou no projeto de softwares 
para computadores pessoais, para melhorar o processo de 
ensino/aprendizagem em estdtica, dinamica, resisténcia dos 
materiais e dreas especializadas de dindmica e vibragées. 
A Sexta Edig&éo de Mecdnica para Engenharia continua 
com o mesmo alto padrao das edicdes anteriores e acrescenta 
novos recursos de ajuda e estimulo aos estudantes. Contém 
um vasto conjunto de problemas interessantes e instrutivos. 
Os professores e estudantes que tiverem o privilégio de en- 
sinar ou estudar usando 0 livro Mecdnica para Engenharia, 
dos Professores Meriam e Kraige, se beneficiardo de varias 
décadas de dedicagao de dois educadores altamente compe- 
tentes. Seguindo o padrdo das edicées anteriores, este livro- 
texto enfatiza a aplicacado da teoria em situagdes reais de en- 
genharia e, nessa importante tarefa, continua a ser o melhor. 


A Vuhin 


John L. Junkins 

Distinguished Professor de Engenharia Aeroespacial 
Titular da Cétedra George J. Eppright de Ensino em Enge- 
nharia 

Texas A&M University 

College Station, Texas 


A mecfnica é tanto um fundamento quanto uma estru- 
tura para a maior parte dos ramos da engenharia. Muitos 
dos temas em 4reas como engenharia civil, mecdnica, aero- 
espacial e agronémica e, obviamente, a mecfnica em si se 
baseiam em tépicos de estatica e dindmica. Mesmo em uma 
area tal como engenharia elétrica, os profissionais, em uma 
situacdo pratica, ao considerar os componentes elétricos de 
um dispositivo robético ou um processo de fabricagao, podem 
ter que lidar primeiramente com a mecdnica envolvida. 

Assim, a seqiténcia da mecanica é crucial em curriculos de 
engenharia. Essa seqiiéncia nfo é apenas necessdria por si 
s6, mas os cursos de mecdnica para engenharia também ser- 
vem para solidificar a compreens&o do estudante em outros 
temas importantes, incluindo matematica aplicada, fisica e 
representagdo grafica. Além disso, estes cursos servem como 
ambientes excelentes para reforgar a habilidade de solucio- 
nar problemas. 


FiLosoria 
HOE ee en cc nn nn mae 

O objetivo fundamental do estudo da mecdnica na enge- 
nharia é desenvolver a capacidade de prever os efeitos de 
forcas e movimentos ao desempenhar as fungées criativas de 
projeto de engenharia. Esta capacidade requer mais do que 
o simples conhecimento dos princfpios fisicos e matematicos 
da mecAnica; também é requerida a habilidade de visualizar 
configuracées fisicas em termos de materiais reais, restrigdes 
verdadeiras e limitacées praticas que norteiam o comporta- 
mento de mdquinas e estruturas. Um dos principais obje- 
tivos em um curso de mecdnica é ajudar o estudante a de- 
senvolver esta habilidade para visualizar, o que é essencial 
para a formulacéo dos problemas. De fato, a construgdo de 
um modelo matematico significativo é freqiientemente uma 
experiéncia mais importante do que sua solugao. O progresso 
mdximo é alcangado quando os principios e suas limitacées 
sAo aprendidos em conjunto, dentro do contexto da aplicagao 
em engenharia. 

Na apresentacaéo da mecdnica existe uma tendéncia fre- 
qiiente de usar principalmente problemas como um veiculo 
para ilustrar a teoria, em vez de desenvolver a teoria com 0 
objetivo de resolver problemas. Quando a primeira viséo é 
predominante, os problemas tendem a ficar exageradamen- 
te idealizados e sem relacéo com a engenharia, fazendo com 
que os exercicios se tornem macantes, académicos e desinte- 
ressantes, Este enfoque priva o estudante da valiosa experi- 
éncia na formulacéo de problemas e, portanto, de descobrir a 
necessidade e 0 significado da teoria. O segundo tipo de visao 
oferece, sem duvida, o motivo mais forte para o aprendizado 
da teoria, e leva a um melhor equilibrio entre teoria e apli- 
cagéo. N&o se pode enfatizar em excesso 0 papel crucial re- 
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presentado pelo interesse e objetivo como a motivacao mais 
forte possivel para o aprendizado. 

Além disso, como educadores em mec4nica, deveriamos 
reforgar a compreensdo de que, na melhor das hipéteses, a 
teoria s6 pode se aproximar do mundo real da mecdnica ao 
invés da viséo de que o mundo real se aproxima da teoria. 
Esta diferenga em filosofia 6, na verdade, bdsica e distingue 
aengenharia da mecfnica da ciéncia da mecanica. 

Ao longo das tiltimas décadas ocorreram diversas tendén- 
cias inadequadas no ensino de engenharia. Primeiramente, 
a énfase nos significados geométrico e fisico dos pré-requisi- 
tos matematicos parece haver diminuido. Em segundo lugar, 
houve uma redugio significativa e mesmo a eliminagdo do 
ensino de gr4ficos que, no passado, realgavam a visualizagao 
e a representacdo de problemas em mecdnica. Em terceiro 
lugar, com a evolugdo do nivel matematico de nosso trata- 
mento da mecanica, ocorreu uma tendéncia de permitir que 
a manipulagéo da notagao em operacées vetoriais mascaras- 
se ou substituisse a visualizacéo geométrica. A mecanica é, 
inerentemente, um assunto que depende da percepgao geo- 
métrica e fisica e deveriamos aumentar nossos esforgos para 
desenvolver esta habilidade. 

Uma nota especial sobre o uso de computadores se faz ne- 
cessdria. A experiéncia na formulagéo de problemas, em que 
0 raciocinio e o julgamento séo desenvolvidos, é muitissimo 
mais importante para o estudante do que o exercicio de ma- 
nipulacdo para chegar a solugéo. Por esta razao, o uso do com- 
putador deve ser cuidadosamente controlado. Atualmente, 6 
melhor usar lapis e papel para construir diagramas de corpo 
livre e formular as equagées que regem o problema. Por outro 
lado, existem situagdes nas quais a solucdo das equacées que 
regem o problema pode ser mais bem obtida e apresentada 
com o uso do computador. Problemas para resolu¢éo com au- 
xilio do computador devem ser genuinos no sentido de que 
existe uma condicao de projeto ou de criticalidade a ser encon- 
trada, em vez de problemas “bragais” nos quais algum para- 
metro é variado sem outra razao aparente do que forgar 0 uso 
artificial do computador. Esses pensamentos foram mantidos 
em mente durante o desenvolvimento dos problemas a serem 
resolvidos com 0 auxilio do computador na Sexta Edicao. Para 
reservar tempo adequado para a formulacao de problemas, 
sugere-se passar ao estudante apenas um niimero limitado 
de problemas para resolugéo com auzxilio de computador. 

Como em edicées anteriores, esta Sexta Hdicaéo de Mecd- 
nica para Engenharia esta escrita com a filosofia anterior 
em mente. Ela é direcionada prioritariamente para o primei- 
ro curso de engenharia em mec4nica, normalmente ensinado 
no segundo ano de estudo. Mecdénica para Engenharia esta 
escrito em um estilo ao mesmo tempo conciso e amigdvel. A 
énfase principal é em princfpios e métodos bdsicos no lugar 
de um sem-nimero de casos especiais. Um grande esforco foi 
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feito para mostrar tanto a coesdo das relativamente poucas 
idéias fundamentais como a grande variedade de problemas 
que estas poucas idéias irao resolver. 


Caracteristicas PEDAGOGICAS 
Pans NE 
A estrutura basica deste livro-texto consiste em uma se- 
¢&o que trata rigorosamente do assunto especifico em ques- 
tao, com um ou mais Exemplos, que sao seguidos por um gru- 
po de Problemas. Ha uma Revis4o do Capitulo, ao final dele, 
que resume os principais pontos, seguida de um conjunto de 
Problemas de Revisao. 


Problemas 


Os 121 Exemplos aparecem sobre um fundo sombreado. 
As solugées de problemas tipicos de dindmica séo apresen- 
tadas em detalhe. Além disso, notas explicativas e de alerta 
(Sugestées Uteis) sao numeradas e relacionadas & apresen- 
tacdo principal. 

Existem 1.569 exercicios, dos quais aproximadamente 
40% sio novos na Sexta Edic&o. Os conjuntos de problemas 
sdo divididos em Problemas Introdutérios e Problemas Repre- 
sentativos. A primeira secdo consiste em problemas simples e 
sem dificuldades, destinados a ajudar o estudante a ganhar 
confianga com o novo assunto, enquanto a maioria dos pro- 
blemas da segunda seco é de dificuldade e extensio médias, 
Os problemas esto geralmente organizados em ordem de di- 
ficuldade crescente. Exercicios mais dificeis aparecem préxi- 
mos ao final dos Problemas Representativos e sio marcados 
com 0 simbolo ». Problemas para Resolugéo com o Auxilio do 
Computador, marcados com um asterisco, aparecem em uma 
segéo especial na conclusao dos Problemas de Reviséo ao final 
de cada capitulo. Sao dadas as respostas para todos os pro- 
blemas de nimero impar e para todos os problemas dificeis. 

As unidades SI sao usadas em todo 0 livro, exceto em um 
ntmero limitado de dreas introdutérias nas quais as unida- 
des do sistema americano s4o mencionadas com o propésito 
de generalizagdo e de comparag&o com as unidades SI. 

Uma caracteristica notavel da Sexta Edic&o, como de 
todas as edigdes anteriores, é a riqueza de problemas inte- 
ressantes e importantes que sao aplicdveis a projetos de en- 
genharia. Independente de serem ou nao diretamente identi- 
ficados como tal, virtualmente todos os problemas lidam com 
princfpios e procedimentos inerentes ao projeto e andlise de 
estruturas de engenharia e de sistemas mecanicos. 


ilustracdes 


Todos os elementos fundamentais de ilustracées técnicas, 
que tém sido uma parte essencial desta série de livros-texto 
em Mecénica para Engenharia, foram mantidos. O autor de- 
seja reafirmar a convicgéio de que um alto padrao de ilustra- 
c&o 6 fundamental para qualquer trabalho escrito no campo 
da mecanica. 


Novas Caracteristicas desta Edicao 


Embora mantendo as caracteristicas especiais de todas as 
edicdes anteriores, incorporamos estas melhorias: 


¢ A énfase principal nas equagées de trabalho-energia e 
impulso-quantidade de movimento esta agora na for- 
ma da ordem no tempo, tanto para particulas no Capi- 
tulo 3 quanto para corpos rigidos no Capitulo 6. 


* Nova énfase foi colocada nos diagramas de impulso- 
quantidade de movimento em trés partes, tanto para 
particulas quanto para corpos rigidos. Estes diagra- 
mas esto bem integrados com a forma da ordem no 
tempo das equacgées de impulso-quantidade de movi- 
mento. 

¢ Todas as segdes teéricas foram reexaminadas para ma- 
ximizar o rigor, a clareza, a legibilidade e o nivel de 
simplicidade. 

« Areas com Conceitos-chave foram especialmente mar- 
cadas e destacadas na apresentacéo da teoria. 

e As Revisdes dos Capitulos foram destacadas e contém 
resumos dispostos em itens. 

¢ Aproximadamente 40% dos problemas sao novos nessa 
Sexta Edicao. Todos os problemas novos foram resolvi- 
dos independentemente para assegurar um alto grau 
de precisao. 

* Novos Exemplos foram adicionados, incluindo aqueles 
com solucées a serem obtidas com auxflio docomputador. 

¢ Todos os Exemplos sdo destacados com um fundo som- 
breado para rdpida identificagao. 

¢ Fotografias foram adicionadas aos capitulos com o ob- 
jetivo de fornecer uma conexdo complementar com si- 
tuacdes reais, nas quais a dindmica desempenha um 
papel principal. 


Orcanizacio 


Pasaiceehenshh hai ny 
A divisao légica entre dindmica da ‘particula (Parte De: 
dinamica de corpo rigido (Parte IL) foi preservada, com cada 


‘parte tratando a cinematica antes da cinética. Este arranjo 


promove um progresso rdépido e profundo em dindmica de 
corpo rigido com o auxflio prévio de uma introdugao abran- 
gente a dinamica de particulas. 

No Capitulo 1, sdo estabelecidos os conceitos fundamen- 
tais necessdrios para o estudo de dinamica. 

O Capitulo 2 trata da cinematica do movimento da parti- 
cula em diferentes sistemas de coordenadas, assim como os 
tépicos de movimento relativo e restringido. 

O Capitulo 3, sobre cinética da particula, se concentra nos 
trés métodos basicos: forga-massa-aceleracéo (Segéio A), tra- 
balho-energia (Secao B) e impulso-quantidade de movimento 
(Sedo C). Os tépicos especiais sobre impacto, movimento de 
forca central e movimento relativo estéo reunidos em uma 
secdo especial de aplicagdes (Segiio D) e servem como mate- 
rial opcional a ser abordado de acordo com a preferéncia do 
professor e tempo disponivel. Com esta organizac&o, a aten- 
cao do estudante é mais fortemente focalizada sobre as trés 
abordagens bdsicas para cinética. 

O Capitulo 4, sobre sistemas de particulas, 6 uma exten- 
sao dos principios do movimento para uma unica particula 
e desenvolve as relagées gerais que so fundamentais para 
a compreenséo moderna da dinamica. Este capitulo também 
inclui os tépicos de fluxo de massa constante e de massa va- 
ridvel, que podem ser considerados como material opcional. 

No Capitulo 5 sobre a cinemAética de corpos rigidos em 
movimento plano, em que as equagées de velocidade relativa 
e aceleraca&o relativa sfio encontradas, a énfase é colocada 
juntamente na solucdo pela geometria vetorial e na solugao 
pela Algebra vetorial. Esta dupla abordagem serve para re- 
forcar o significado da matematica vetorial. 

No Capitulo 6 sobre a cinética de corpos rigidos, é dada 
uma grande énfase as. equacées basicas que governam todas 
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as categorias de movimento plano. Enfase especial também 
foi dada A formacdo da equivaléncia direta entre forcas e 
bindrios reais aplicados e suas m@ e Ia resultantes. Desta 
forma, a versatilidade do principio da quantidade de movi- 
mento é enfatizada, e o estudante é encorajado a pensar dire- 
tamente em termos de efeitos dinamicos resultantes. 

O Capitulo 7, que pode ser tratado como opcional, fornece 
uma introducdo basica 4 dinamica em trés dimensdes que é 
suficiente para resolver muitos dos problemas mais comuns 
de espaco-movimento. Para os estudantes que mais tarde 
prosseguirem em trabalhos mais avangados na dindmica, o 
Capitulo 7 forneceraé uma base sdlida. O movimento giroseé- 
pico com precessdo estacionaria é tratado de duas maneiras. 
A primeira abordagem faz uso da analogia entre a relagdo de 
vetores de forca e quantidade de movimento linear e a rela- 
¢do de vetores de momento e quantidade de movimento an- 
gular. Com este tratamento, 0 estudante pode compreender o 
fenédmeno giroscépico de precessdo estaciondria e manipular 
a maior parte dos problemas de engenharia sobre giroscd- 
pios sem um estudo detalhado da dinamica tridimensional. 
A segunda abordagem emprega as equacées mais gerais de 
quantidade de movimento para rotagio tridimensional em 
que todas as componentes da quantidade de movimento sao 
levadas em consideragio. 

O Capitulo 8 é dedicado ao tépico de vibragées. Este ca- 
pitulo inteiro de cobertura sera particularmente util para 
estudantes de engenharia cuja tnica exposicdo a vibracdes 
sera adquirida no curso bdsico de dinfmica. 

Momentos e produtos de inércia de massa so apresenta- 
dos no Apéndice B. O Apéndice C contém uma breve revisio 
de tépicos selecionados de matematica elementar, bem como 
algumas técnicas numéricas que o estudante deve estar pre- 
parado para usar nos problemas resolvidos com auxilio do 
computador. Tabelas tteis de constantes fisicas, centréides e 
momentos de inércia esto inclufdas no Apéndice D. 


SUPLEMENTOS PARA Proressores E ESTUDANTES 
THETA 

Encontram-se disponfveis no site da LTC, wwwiltceditora. 
com.br, materiais suplementares. Para baixar esses mate- 
riais, na pagina do livro, clique na aba Suplementos. Vocé 
ser4 automaticamente direcionado ao portal de relaciona- 
mentos e receberd instrugdes de como proceder. 
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Cortesia da NASA 


O foguete Delta Il, com o rover de Marte “Spirit” a bordo, partindo do Cabo Canaveral em 10 de junho de 2003. A espaconave foi submetida as 
leis do movimento enquanto passava através da atmosfera da Terra como parte de seu veiculo de lancamento, 
imediacoes de Marte, entrou na atmosfera marciana ¢, finalmente, aterrissou na superficie de Marte. 
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1/1 Historia © Apticacdes Mopernas 


Dinamica é 0 ramo da mecAnica que trata do movimento 
dos corpos sob a agao de forcas. O estudo da dindmica na 
engenharia usualmente segue o estudo da estatica, que trata 
dos efeitos das forcas sobre os corpos em repouso. A dindmica 
tem duas partes distintas: cinemdtica, que 6 o estudo do mo- 
vimento sem referéncia as forcas que causam 0 movimento, e 
cinética, que relaciona a acdo das forcas sobre os corpos aos 
movimentos resultantes. Uma compreensdo aprofundada de 
dinamica ira fornecer uma das ferramentas mais tteis e po- 
derosas para andlise em engenharia. 


Historia da Dinamica 


A dindmica 6 um assunto relativamente recente compa- 
rado com a estatica. O inicio de uma compreensao racional 
da dinamica é atribufdo a Galileu (1564-1642), que fez ob- 
servagées cuidadosas a respeito de corpos em queda livre, 
movimento em um plano inclinado, e movimento do péndulo. 
Foi em grande medida o responsdvel por trazer um enfoque 
cientifico para a investigagéio de problemas fisicos. Galileu 
sempre foi vitima de severas criticas por recusar-se a aceitar 


Galifeu Galilei 


Retrato de Galileu Galilei (1564-1642) (cteo sobre tela), 
Sustermans, Justus (1597-1681) (escola de)/Galeria 
Palatina, Florenca, Itélia/Bridgemnan Art Library 
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as crencas estabelecidas de sua época, tais como as filosofias 
de Aristételes que afirmavam, por exemplo, que corpos pe- 
sados caem mais rapidamente do que corpos leves. A falta 
de meios precisos para a medig&o do tempo foi uma grande 
desvantagem para Galileu, e outros desenvolvimentos im- 
portantes em dinamica aguardaram a invencdo do relégio de 
péndulo por Huygens em 1657. 

Newton (1642-1727), guiado pelo trabalho de Galileu, foi 
capaz de elaborar uma formulacao precisa das leis do movi- 
mento e, conseqiientemente, colocar a dinamica sobre uma 
base sélida. O famoso trabalho de Newton foi publicado na 
primeira edigéo do seu Principia,* que é geralmente reco- 
nhecido como uma das maiores entre todas as contribuigées 
registradas para o conhecimento. Além de enunciar as leis 
que governam o movimento de uma particula, Newton foi 
o primeiro a formular corretamente a lei da gravitacdo uni- 
versal. Apesar de a sua descricgéo matematica estar correta, 
ele achava que 0 conceito de transmiss&o remota da forca 
gravitacional sem o auxilio de um meio era uma idéia absur- 
da. Apés a época de Newton, contribuigées importantes para 
a mecanica foram feitas por Euler, D’Alembert, Lagrange, 
Laplace, Poinsot, Coriolis, Einstein e outros. 


Mao robotica 


*As formulagées originais de Sir Isaac Newton podem ser encontradas na tra- 
dugao do seu Principia (1687), revisada por F. Cajori, University of California 
Press, 1934, 
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Aplicacées da Dindmica 

Desde que maquinas e estruturas passaram a operar em 
altas velocidades e com aceleracdes considerdveis tornou-se 
necessario realizar cdlculos baseados nos principios da di- 
ndAmica em vez dos principios da estatica. O rapido desen- 
volvimento tecnolégico nos dias atuais requer uma aplicacdo 
crescente dos principios da mecdnica, em particular da dina- 
mica. Estes principios sAo basicos para a andlise e projeto de 
estruturas em movimento, para estruturas estaticas sujeitas 
a cargas de impacto, para dispositivos robdticos, para siste- 
mas de controle automatico, para foguetes, misseis, e espa- 
conaves, para veiculos de transporte terrestre e aéreo, para 
balistica de elétrons em dispositivos elétricos, e para equipa- 
mentos de todos os tipos tais como turbinas, bombas, moto- 
res alternativos, guindastes, mdquinas ferramentas etc. 

Estudantes com interesses em uma ou mais destas e mui- 
tas outras atividades irao precisar constantemente aplicar 
os principios fundamentais da dindmica. 


1/2 Conceitos BAsicos 
oe SA Ch A A 

Os conceitos basicos de mec4nica foram apresentados na 
Seco 1/2 do Vol. 1 Estdtica. Eles sao resumidos a seguir jun- 
tamente com comentarios adicionais de especial relevancia 
para o estudo da dinamica. 

Espago 6 a regiao geométrica ocupada pelos corpos. A po- 
sigéo no espaco é determinada em relagao a algum sistema 
de referéncia geométrico por meio de medidas lineares e an- 
gulares. O sistema de referéncia basico para as leis da meca- 
nica newtoniana 6 0 sistema inercial primario ou referencial 
astronémico, que é um conjunto imagindrio de eixos retangu- 
lares que se supée néo ter translagéo ou rotagaio no espago. 
Medicées mostram que as leis da mecdnica newtoniana sao 
validas para este sistema de referéncia enquanto todas as 
velocidades envolvidas forem despreziveis comparadas com 
a velocidade da luz, que é 300 000 km/s ou 186 000 milhas/s. 
Medicies feitas em relacao a esta referéncia sao ditas abso- 
lutas, e este sistema de referéncia pode ser considerado “fixo” 
no espago. 

Um sistema de referéncia preso 4 superficie da Terra tem 
um movimento relativamente complicado no sistema prima- 
rio, e uma correc&o nas equacées bdsicas da mecanica deve 
ser aplicada para medidas feitas em relagdo ao referencial 
da Terra. No cdlculo de trajetérias de foguetes e de véos espa- 
ciais, por exemplo, o movimento absoluto da Terra torna-se 
um paradmetro importante. Para a maioria dos problemas de 
engenharia envolverido mdquinas e estruturas que perma- 
necem na superficie da Terra, as correcées sAo extremamen- 
te pequenas e podem ser desprezadas. Para estes problemas 
as leis da mecénica podem ser aplicadas diretamente com 
medidas feitas em relacdo & Terra, e em um sentido pratico 
tais medidas serao consideradas absolutas. 

Tempo é uma medida da sucessao de eventos e 6 conside- 
rada uma quantidade absoluta em mecanica newtoniana. 

Massa é a medida quantitativa da inércia ou resisténcia 
& mudanga no movimento de um corpo. Massa também pode 
ser considerada como a quantidade de matéria em um corpo, 
bem como a propriedade que da origem a atragéo gravita- 
cional. 


Forea é a acdo vetorial de um corpo sobre outro. As pro- 
priedades das forcas foram tratadas minucidsamente no Vol. 
1 Estdtica. 

Uma particula é um corpo de dimensées despreziveis. 
Quando as dimensées de um corpo sao irrelevantes para a 
descric&o do seu movimento ou da agéo das forgas sobre ele, 
o corpo pode ser tratado como uma particula. Um avido, por 
exemplo, pode ser tratado como uma particula para a descri- 
co do trajeto de seu véo. 

Um corpo rigido 6 um corpo cujas mudangas na for- 
ma sao despreziveis comparadas com as dimensées gerais 
do corpo ou com as mudangas na posicéo do corpo como um 
todo. Como um exemplo da hipdtese de rigidez, 0 pequeno 
movimento de flexao da ponta da asa de um aeroplano voan- 
do através de ar turbulento néo tem, claramente, nenhuma 
conseqiiéncia para a descricéo do movimento do aeroplano 
como um todo ao longo do seu trajeto de véo. Para este propé- 
sito, entao, o tratamento do aeroplano como um corpo rigido 
é uma aproximacao aceitavel. Por outro lado, se precisarmos 
examinar as tensdes internas na estrutura da asa devido as 
variagées das cargas dinamicas, ento as caracteristicas de 
deformacdo da estrutura teriam que ser analisadas, e, para 
este propésito, o aeroplano jé nao poderia ser considerado 
um corpo rigido. 

Vetor e escalar sio quantidades que foram tratadas 
extensivamente no Vol. 1 Estdtica, e sua diferenga deve ser 
perfeitamente clara neste momento. Quantidades escalares 


so impressas em tipo itdlico, e vetores sio apresentados em * 


negrito. Assim, V denota o médulo escalar do vetor V. E im- 
portante que usemos uma marca de identificagdo, tal como 
um sublinhado V, em todos os vetores manuscritos para to- 
mar o lugar da indicac&o em negrito na impressdo. Para dois 
vetores nao paralelos lembre-se, por exemplo, de que V; + V2 
eV, + V, tém dois significados completamente diferentes. 

Presumimos que vocé esté familiarizado com a geometria 
e a Algebra de vetores por meio do estudo anterior de es- 
tatica e matematica. Os estudantes que precisarem revisar 
estes tépicos irdo encontrar um breve resumo dos mesmos 
no Apéndice C, juntamente com outras relagées matematicas 
que encontram uso freqiiente em mecfnica. A experiéncia 
tem mostrado que a geometria da mecdnica freqiientemente 
é uma fonte de dificuldade para os alunos. A mecanica pela 
sua propria natureza é geométrica, e os estudantes deverao 
ter isto em mente enquanto revéem a sua matematica. Além 
da Algebra vetorial, a dinamica requer o uso do cdlculo veto- 
rial, e os elementos essenciais deste tema serfo desenvolvi- 
dos no texto 4 medida que forem necessdrios. 

A dinamica envolve o uso freqiiente de derivadas no tem- 
po tanto de vetores quanto de escalares. Como uma notaciio 
abreviada, um ponto sobre um simbolo sera freqiientemente 
utilizado para indicar uma derivada com respeito ao tempo. 
Assim, % significa dx/dt e % representa d?x/dé?. 


1/3 Lets pe Newton 

A LAR 
- As trés leis do movimento de Newton, apresentadas na 

Seciio 1/4 do Vol. 1 Estdtica, sao reapresentadas a seguir de- 

vido ao seu significado especial para a dindmica. Em termi- 

nologia moderna elas s&o: 


ast 


Lei I, Uma particula permanece em repouso ou continua 
ase mover com velocidade uniforme (em uma linha reta com 
uma velocidade constante) se néo houver forcas fora de equi- 
librio agindo sobre ela. 

Lei IL A aceleragaio de uma particula é proporcional a 
forca resultante agindo sobre ela e tem a mesma direcao e 
sentido desta forcga.* 

Lei HI. As forcas de acdo e reagdo entre corpos interagin- 
do s&o iguais em médulo, opostas no sentido, e colineares. 


Estas leis foram verificadas por incontaveis medigées fi- 
sicas. As duas primeiras leis valem para medidas realizadas 
em um sistema de referéncia absoluto, mas esto sujeitas a 
alguma corregéo quando o movimento é medido em relacdo 
a um sistema de referéncia que possui aceleracdo, como um 
fixado 4 superficie da Terra. 

A segunda lei de Newton constitui a base para a maior 
parte da andlise em dindmica. Para uma partfcula de massa 
m submetida a uma forca resultante F, a lei pode ser apre- 
sentada como 


(W/)) 


onde a é a aceleragao resultante medida em um referencial 
no acelerado. 

A primeira lei de Newton 6 uma conseqiiéncia da segunda 
lei em vista de nao existir acelerag&éo quando a forca 6 zero, 
e, assim, a particula ou estd em 'repouso ou est se movendo 
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com velocidade constante. A terceira lei constitui o principio 
da agéio e reac&o com o qual vocé deve estar bastante fami- 
liarizado a partir de seu estudo de estatica. 


1/4 Untpapes 
itm 


O Sistema Internacional de unidades métricas (SI) é de- 
finido e utilizado no Vol. 2 Dinémica. Em certas areas intro- 
dutérias, unidades do sistema americano sfo mencionadas 
para fins de comparagao e completude. A conversdo numéri- 
ca de um sistema para o outro seré muitas vezes necessdria 
na pratica de engenharia ainda por alguns anos. Para se fa- 
miliarizar com cada sistema, é necessario pensar diretamen- 
te naquele sistema. A familiaridade nao pode ser alcancada 
simplesmente pela conversdio de resultados numéricos do 
outro sistema. : 

Tabelas definindo as unidades SI e fornecendo conversées 
numéricas entre unidades habituais do sistema americano 
e as unidades SI esto incluidas no inicio do livro. Diagra- 
mas comparando grandezas selecionadas em unidades SI e 
no sistema americano usual est&o inclufdos no final do li- 
vro para facilitar a conversdo e para ajudar a formar uma 
compreensaéo do tamanho relativo das unidades em ambos 
os sistemas. . 

As quatro grandezas fundamentais da mecdnica, e suas 
unidades e simbolos, estéo resumidas na tabela a seguir: 


UNIDADES USUAIS 
sSiMBOLO UNIDADES SI DO SISTEMA AMERICANO 

GRANDEZA DIMENSIONAL UNIDADE S{MBOLO UNIDADE SIMBOLO 
Massa M aca quilograma kg slug - 
Comprimento L We base metro m pé ft 
rT T a Unidades a 

‘empo segundo s de bade segundo 8 
Forga F newton N libra lb 


Como apresentado na tabela, no SI as unidades para 
massa, comprimento e tempo s&éo tomadas como unidades 
de base, e as unidades para forga s&o derivadas a partir da 
segunda lei do movimento de Newton, Eq. 1/1. No sistema 
usual americano as unidades para forca, comprimento e 
tempo s&o as unidades de base, e as unidades para massa 
sao obtidas a partir da segunda lei. 

O SI é denominado-um sistema absoluto porque o padrao 
para a unidade de base quilograma (um cilindro de platina 
iridiada guardado no Bureau Internacional de Pesos e Me- 
didas préximo de Paris, Franca) é independente da atracao 
gravitacional da Terra. Por outro lado, o sistema usual ame- 
ricano 6 chamado de sistema gravitacional porque o padrao 
para a unidade de base libra (o peso de uma massa-padrao 


*Para alguns, é preferivel interpretar a segunda lei de Newton com o sentido 
de que a forga resultante agindo sobre uma particula é proporcional & taxa de 
variacao no tempo da quantidade de movimento da partfcula e que esta varia- 
ao se da na diregdo e sentido da forca. Ambas as formulacées s&o igualmente 
corretas quando aplicadas a uma particula de massa constante. 


localizada ao nivel do mar e a uma latitude de 45°) precisa 
da presenga do campo gravitacional da Terra, Esta distingdo 
é fundamental entre os dois sistemas de unidades. 

Em unidades SI, por defini¢éo, um newton 6 a forga que 
dard a um quilograma de massa uma aceleracéo de um me- 
tro por segundo ao quadrado. No sistema usual americano 
uma massa de 32,1740 libras (1 slug) teré uma aceleracio 
de um pé por segundo ao quadrado quando submetida a uma 
forga de uma libra. Desta forma, para cada sistema temos a 
partir da Eq. 1/1 


UNIDADES USUAIS 
DO SISTEMA AMERICANO 


(1 Tb) = (1 slug)(1 ft/s”) 
slug = Ib - s/ft 


UNIDADES SI 


(LN) =(1 kgX(1 m/s”) 
N=kg- m/s? 


Em unidades SI, 0 quilograma deve ser utilizado exclusi- 
vamente como uma unidade de massa e nunca de forca. Infe- 
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nearer cata CNPC eect SNP RA Pret APSE TS, 


iS, Franca 


Cortesia do Bureau Internacional de Pesos e Medi 


G 
O quilograma-padrao 


lizmente, no sistema gravitacional MKS (metro, quilograma, 
segundo), que tem sido usado em alguns paises ha muitos 
anos, 0 quilograma tem sido comumente utilizado tanto como 
uma unidade de forga quanto como uma unidade de massa. 

Em unidades usuais do sistema americano, a libra infe- 
lizmente 6 utilizada tanto como uma unidade de forga (lbf) 
como uma unidade de massa (Ibm). A utilizagéo da unidade 
Ibm prevalece especialmente na especificagao das proprie- 
dades térmicas de liquidos e gases. A lbm 6 a quantidade de 
massa que pesa 1 lbf em condigées normais (a uma latitude 
de 45° e ao nivel do mar). Para evitar a confusao que seria 
causada pelo uso de duas unidades para massa (slug e Ibm), 
neste livro-texto usaremos quase exclusivamente a unida- 
de slug para massa. Esta pratica torna a dindmica muito 
mais simples do que se a lbm fosse utilizada. Além disso, esta 
abordagem nos permite utilizar o simbolo Ib para represen- 
tar sempre a libra-for¢a. 

Grandezas adicionais utilizadas em mecanica e suas uni- 
dades de base equivalentes serdo definidas & medida que fo- 
rem introduzidas nos capitulos que se seguem. No entanto, 
para facilidade de referéncia, estas grandezas sdo listadas 
em um s6 lugar em uma tabela no inicio do livro. 

Organizagées profissionais estabeleceram orientagées de- 
talhadas para o uso consistente das unidades SI, e estas 
orientagées foram seguidas em todo o livro. As mais essen- 
ciais estéo resumidas no inicio do livro, e vocé deve observar 
atentamente estas regras. 


1/5 GravitacAo 


Alei de Newton para a gravitagao, que descreve a atracdo 
mitua entre os corpos, é 


(1/2) 


onde F = a forca de atracdo mitua entre duas particulas 
G =uma constante universal chamada de constante de 
gravitagéo 
my, My = as massas das duas particulas 
r= adist4ncia entre os centros das particulas 


O valor da constante gravitacional obtido a partir de dados 
experimentais é G = 6,673(10) m/(kg - s). Exceto para 
algumas aplicagdes espaciais, a nica forga gravitacional de 
médulo consideravel em engenharia é a forca devida 4 atra- 
¢4o da Terra. Foi apresentado no Vol. 1 Estdtica, por exem- 
plo, que cada uma de duas esferas de ferro com 100 mm de 
didmetro é atraida para a Terra com uma forga gravitacional 
de 37,1 N, que 6 chamada de peso, mas a forga de atragéo mt- 
tua entre elas, se estas est&o apenas se tocando, é somente 
0,000 000 095 1 N. 

Devido a atracdo gravitacional ou peso de um corpo ser 
uma forca, deve sempre ser expressa em unidades de forga, 
newtons (N) em unidades SI e libra-forga (Ib) em unidades 
usuais no sistema americano. Para evitar confusdo, a pala- 
vra “peso” neste livro sera restrita para designar a forga de 
atracdo gravitacional. 


Efeito da Altitude 


A forca de atragao gravitacional da Terra sobre um corpo 
depende da posicao do corpo em relagéo 4 Terra. Se a Ter- 
ra fosse uma esfera homogénea perfeita, um corpo com uma 
massa de exatamente 1 kg seria atraido para a Terra por 
uma forga de 9,825 N sobre a superficie da Terra, 9,822 N 
a uma altitude de 1 km, 9,523 N a uma altitude de 100 km, 
7,340 N a uma altitude de 1000 km, e 2,456 N a uma altitude 
igual A do raio médio da Terra, 6371 km. Entao a variagao 
na atracéo gravitacional de foguetes de altitude elevada e de 
naves espaciais se torna de importancia fundamental. 

Todo objeto que cai no vacuo a uma dada altura perto da 
superficie da Terra ter a mesma aceleragéo g, indeperiden- 
temente da sua massa. Este resultado pode ser obtido pela 
combinacao das Eqs. 1/1 e 1/2 e cancelando o termo que re- 
presenta a massa do objeto caindo. Esta combinagao fornece 


onde mr 6 a massa da Terra e R é 0 raio da Terra.* A massa 
mp eo raio médio R da Terra foram encontrados por meio 
de medigées experimentais como sendo 5,976(10%) kg e 
6,371(10°) m, respectivamente. Estes valores, juntamente 
com o valor de G citado anteriormente, quando substituidos 
na expresséo para g, resultam em um valor médio de g = 
9,825 m/s”. 

A variagio de g com a altitude é facilmente determinada 
a partir da lei gravitacional. Se gj representa a aceleragéo 
absoluta devida a gravidade ao nivel do mar, 0 valor absoluto 
auma altitude h é 

R? 
&=8o (R+he 

onde R é 0 raio da Terra. 


Efeito da Rotacao da Terra 


A aceleragéo devida & gravidade quando determinada a 
partir da lei da gravitacéo 6 a acelerag&éo que poderia ser 


*Pode ser provado que a Terra, quando considerada como uma esfera com uma 
distribuigao simétrica de massa em torno do seu centro, pode ser considerada 
uma particula com toda a sua massa concentrada em seu centro. 


| 


medida a partir de um conjunto de eixos cuja origem esta no 
centro da Terra, mas que nao gira com a Terra. Com relagao 
a estes eixos “fixos”, entao, este valor pode ser denominado o 
valor absoluto de g. Devido a rotacao da Terra, a aceleracao 
de um corpo em queda livre medida a partir de uma posicdo 
fixada na superficie da Terra é ligeiramente menor do que o 
valor absoluto. 

Valores precisos da aceleragao gravitacional quando me- 
didos em relagao a superficie da Terra levam em considera- 
¢4o o fato de que a Terra é um esferdide oblato girando com 
achatamento nos pdlos. Estes valores podem ser calculados 
com um elevado grau de precisdo a partir da Férmula Inter- 
nacional da Gravidade de 1980, que é 


g = 9,780 327(1 + 0,005 279 sen? y + 0,000 023 sent y + ...) 


onde y é a latitude e g é expressa em metros por segundo ao 
quadrado. A formula é baseada em um modelo elipsoidal da 
Terra e também leva em consideragio 0 efeito da rotacao 
da Terra. 

A aceleraco absoluta devida 4 gravidade, tal como a de- 
terminada para a Terra sem estar girando, pode ser calcula- 
da a partir dos valores relativos com uma boa aproximacdo 
acrescentando 3,382(107*) cosy m/s”, que elimina 0 efeito da 
rotac&o da Terra. A variacao de ambos os valores, absoluto e 
relativo, de g com a latitude é apresentada na Fig. 1/1 para 
condicédes ao nivel do mar.* 


Valor-Padrao de g 


O valor-padrao que foi adotado internacionalmente para 
a aceleracao gravitacional referente 4 Terra girando ao nivel 
do mar e a uma latitude de 45° 6 9,806 65 m/s? ou 32,1740 ft/s?, 
Este valor difere muito pouco do que é obtido pelo cdleulo da 
Formula Internacional da Gravidade para y = 45°. A razéo 
para a pequena diferenga 6 que a Terra nao é exatamente 
elipsoidal, como assumido no desenvolvimento da Férmula 
Internacional da Gravidade. 


9,840 + 32,28 
le 
9,880 Relativo a Terra sem rotagao. + 32,26 
ae 132,24 
9,820 32,22 
= t 32,20 | 
“a 9,810 ;—~ 1 32,18 8 
i | | [32,16 3 
25 9,800 i . 
32,14 
9,790 abe 32,12 
Relativo 4 Terra com rotacéo_| 2.1 
9,780 {Férmula Internacional ae 10 
: da Gravidade) (32,08 
32,06 
9,705 30 60 90 
(Equador) (Pélos) 


Latitude, graus 


Figura 1/1 


*Vocé sera capaz de obter estas relacdes para uma Terra esférica apés estudar 
© movimento relative no Capitulo 3. 
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A proximidade de grandes massas de terra e as variagoes 
na massa especifica da crosta da Terra também influenciam 
o valor local de g por uma quantidade pequena, mas detec- 
tavel. Em quase todas as aplicagdes de engenharia préximas 
da superficie da Terra, podemos desprezar a diferenca entre 
os valores absoluto e relativo da aceleragdo gravitacional, e 
os efeitos das variagdes locais. Os valores de 9,81 m/s? em 
unidades SI e 32,2 ft/s? nas unidades usuais do sistema ame- 
ricano sao utilizados para o valor de g ao nivel do mar. 


Peso Aparente 


A atragao gravitacional da Terra sobre um corpo de massa 
m pode ser calculada a partir dos resultados de um experi- 
mento gravitacional simples. O corpo é deixado cair livre- 
mente no vacuo, e sua aceleracao absoluta é medida. Se a 
forga de atragao gravitacional ou peso verdadeiro do corpo é 
W, entao, porque o corpo cai com uma aceleracao absoluta g, 
a Eq. 1/1 fornece 


(1/3) 


O peso aparente de um corpo como o determinado por uma 
balanga de molas, calibrada para ler a forca correta e fixada 
na superficie da Terra, sera ligeiramente inferior ao seu peso 
verdadeiro. A diferenga é devida a rotacdo da Terra. A razio 
entre o peso aparente e a acelerag&o aparente ou relativa 
devida 4 gravidade conduz ainda ao valor correto da massa. 
O peso aparente e a aceleracao relativa devida A gravidade 
so, naturalmente, as quantidades que séo medidas nos ex- 
perimentos realizados na superficie da Terra. 


1/6 Dimensdes 
hte hres 

Uma determinada dimensdo, tal como o comprimento, 
pode ser expressa em um numero de unidades diferentes tais 
como metros, milfmetros, ou quilémetros. Deste modo, uma 
dimenséo é diferente de uma unidade. O princtpio da homo- 
geneidade dimensional afirma que todas as relacées fisicas 
devem ser dimensionalmente homogéneas; isto é, as dimen- 
sdes de todos os termos em uma equagéo devem ser as mes- 
mas. f usual se utilizar os simbolos L, M, T e F para repre- 
sentar comprimento, massa, tempo, e fora, respectivamente. 
Em unidades SI forga é uma grandeza derivada ea partir da 
Eq. 1/1 tem as dimensées de massa vezes aceleracdo ou 


F= ML/T? 


Uma utilidade importante do principio da homogeneida- 
de dimensional é verificar a exatiddo dimensional de alguma 
relagao fisica derivada. Podemos derivar a seguinte expres- 
s&o para a velocidade v de um corpo de massa m que é mo- 
vido a partir do repouso de uma distancia horizontal x por 
uma forca F: 


ea) 
Fx = gmv’ 


onde o $ 6 um coeficiente adimensional resultante da in- 
tegracao. Esta equagao é dimensionalmente correta porque 
a substituigdo de L, M e T fornece 


(MET }[L} = (MILT? 
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erent eserves r= ET TT 


A homogeneidade dimensional é uma condi¢do necessaria 
para a exatidao de uma relag&o fisica, mas nao é suficiente, 
uma vez que é possivel construir uma equagao que é dimen- 
sionalmente correta, mas ndo representa uma relagéo corre- 
ta. Vocé deve fazer uma verificacio dimensional na resposta 
para todos os problemas cuja solucao seja realizada em uma 
forma simbélica. 


1/7 Sotucho bE Prosremas em DinAMmIcA 
TC A ST, 

O estudo da dindmica diz respeito a compreensao e des- 
cricéo dos movimentos dos corpos. Essa descrigdo, que é em 
grande parte matematica, permite que sejam feitas previ- 
sées do comportamento dindmico. Um processo de raciocinio 
duplo é necessdrio na formulacao desta descrigao. ¥ necessa- 
rio pensar em termos tanto da situagaio fisica quanto da cor- 
respondente descrigéo matematica. Esta mudanga repetida 
de pensamento entre a fisica e a matematica é necessdria na 
andlise de todo problema. 

Uma das maiores dificuldades encontradas pelos alunos é 
a incapacidade de fazer esta transicdo livremente. Vocé deve 
reconhecer que a formulacéo matematica de um problema 
fisico representa uma descrigio ideal e restritiva, ou mode- 
lo, que aproxima, mas nunca coincide completamente’com a 
situacdo fisica real. 

Na Secao 1/8 do Vol. 1 Estdtica discutimos amplamente a 
abordagem para a resolucio de problemas em estatica. Assu- 
mimos por esta razdo, que vocé esta familiarizado com esta 
abordagem, que resumiremos aqui enquanto aplicada para 
dindmica. 


Aproximacao em Modelos Matematicos 


A construcado de um modelo mateméatico idealizado para 
um determinado problema de engenharia sempre requer a 


Pog OS-c, Método de Abordagem 
é Me 


4. Formule o problema: 


(6), Exponha o resultado desejado. 


o problema:a ma 


() Faca seus céleulos, 


(e) : Tenha ¢erteza de que:vocé a’ 


f) : Certifique-se' dé ‘que: suas: 
comum ete, 
(g) Tire conclusées. 


Um: método.efetivo de-abordagem.é essencial na solugao de problemas dé dindmica, assimi como 
para todos os § problemas de éngenharia. O desenvolvimento de bons habitos na formulagiio de proble- 
mas e na representagao de suas solugdes serd um bem inestimavel. Cada solugéo deve ter seguimento 
com uma seqiiéncia légica de passos desde a hipdtese até a conclusao. A seguinte seqtiéncia de passos 
: é util na construcéo de solugées para os problemas. 


(a) Determine os dados fornecidos. 


(c) Especifique as suas hipsteses ¢ e aproximagées. 


“(@) Desenhe quaisquet -diagramas necessdrios e inclua coordenadas que sejam apropriadas. para 


(6). Declare os princ{pios dominatites a serem aplicados 4 sua solucdo. 


(d)* Certifique-se dé que seus sfleilos sAo consistentes com a precisio justificada pelos dados. 


ou unidades consistentes em todos os seus cdlculos. 
Spostas so razodveis em termos de mddulos, diregées, senso 


realizagdo de aproximagées. Algumas dessas aproximagées 
podem ser matematicas, enquanto outras serao fisicas. Por 
exemplo, muitas vezes 6 necessdrio desprezar pequenas dis- 
tancias, Angulos, ou forcas em comparagao com grandes dis- 
tancias, 4ngulos, ou forcas. Se a mudanga na velocidade de 
um corpo com o tempo é aproximadamente uniforme, ent&o 
uma hipétese de aceleragéo constante pode ser corrobora- 
da. Um intervalo de movimento que no pode ser facilmente 
descrito em sua totalidade é freqiientemente dividido em 
pequenos incrementos, cada um dos quais pode ser aproxi- 
mado. 

Como outro exemplo, o efeito de frenagem do atrito no 
mancal sobre o movimento de uma maquina pode muitas ve- 
zes ser desprezado se as forcas de atrito sio pequenas em 
comparacéo com as outras forgas aplicadas. No entanto, es- 
tas mesmas forcas de atrito nfo podem ser desprezadas se 0 
objetivo da investigagao é o de determinar a redugao na efici- 
éncia da maquina devido ao processo de atrito. Deste modo, 
o tipo de hipéteses aplicado depende de qual informagao é 
desejada e da precisdo necessaria. 

Vocé deve estar constantemente alerta para as varias 
hipdteses requeridas na formulacao de problemas reais. A 
capacidade de compreender e fazer uso das hipdteses ade- 
quadas ao formular e resolver problemas de engenharia é, 
sem duvida, uma das mais importantes caracteristicas: de 
um engenheiro bem-sucedido. 


Aliado ao desenvolvimento dos princfpios e ferramentas * 
analiticas necessdrios para a dindmica moderna, um dos | 


principais objetivos deste livro 6 o de proporcionar muitas 
oportunidades para desenvolver a capacidade de formular 
bons modelos matemdticos. Uma forte énfase é colocada so- 
bre uma vasta gama de problemas praticos que ndo somente 
exigem que vocé aplique a teoria, mas que também forgam 
vocé a construir hipéteses relevantes. 


légica e disciplina. 


Aplicacdo de Principios Basicos 

O tema da dindmica é surpreendentemente baseado em 
poucos conceitos e principios fundamentais que, no entanto, 
podem ser estendidos e aplicados sobre uma ampla gama de 
condigées. O estudo da dindmica é valioso em parte porque 
ele fornece experiéncia no raciocinio a partir de fundamen- 
tos. Esta experiéncia nao pode ser obtida apenas por memo- 
rizagdo das equagées da cinematica e da dinamica que des- 
crevem os varios movimentos. Ela deve ser obtida por meio 
da exposi¢aéo a uma grande variedade de situagées-problema 
que pedem a escolha, uso, e extensdo de principios basicos 
para satisfazer as condicdes dadas. 

Na descricéo das relagdes entre forcas e os movimentos 
que estas produzem, é essencial definir claramente o siste- 
ma ao qual um principio sera aplicado. Algumas vezes uma 
unica particula ou um corpo rigido é 0 sistema a ser isolado, 
enquanto em outros momentos dois ou mais corpos tomados 
em conjunto constituem o sistema. 

A definigao do sistema a ser analisado torna-se clara 
construindo o seu diagrama de corpo livre. Este diagrama 
consiste em um contorno fechado da fronteira externa do sis- 
tema. Todos os corpos que estao em contato e exercem forcas 
sobre o sistema, mas nao séo uma parte deste, sAo removidos 
e substituidos por vetores representando as forcas que es- 
tes exercem sobre o sistema isolado. Desta maneira,fazemos 
uma distingao clara entre a ag&o e a reacdo de cada forga, e 
todas as forgas sobre e externas ao sistema sdo levadas em 
consideragdo. Assumimos que vocé est4 familiarizado com a 
técnica de desenho de diagramas de corpo livre de seu estudo 
anterior em estatica. 


Solucées Numéricas contra Simbdlicas 


Ao aplicar as leis da dinamica, podemos usar valores 
{ numéricos das quantidades envolvidas, ou podemos usar 
simbolos algébricos e deixar a resposta como uma férmula. 
Quando valores numéricos sao utilizados, os médulos de to- 
das as quantidades expressas em suas unidades particulares 
sAo evidentes em cada estagio do cdlculo. Esta abordagem é 
Util quando precisamos conhecer o médulo de cada termo. 
A solugdo simbélica, no entanto, tem varias vantagens so- 
bre a solugaéo numérica: 


1, O uso de simbolos ajuda a concentrar a atenco sobre a 
conexdo entre a situagéio fisica e a sua descricfo mate- 
matica associada. 


“Este capitulo introduziu os conceitos, definigées, e unida- 
des utilizadas em 'dindmica, e deu uma visdo geral da abor- 
dagem utilizada para formular e resolver problemas em di- 


A organizacio do seu trabalho deve ser clara e ordenada. Isso ajudard 0 seu processo de pensamen- 
to e permitird que outros compreendam o seu trabalho. A disciplina de fazer um trabalho ordenado 
ird ajudd-lo a desenvolver a competéncia na formulagdo e andlise de problemas. Os problemas que 
parecem complicados 4 primeira vista freqiientemente se tornam claros quando sdo abordados com 
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2. Uma solugéo simbélica permite que se faca uma verifi- 
cagao dimensional em cada etapa, ao passo que a homo- 
geneidade dimensional nao pode ser verificada quando 
apenas valores numéricos sAo utilizados. 


3. Podemos usar uma soluc&o simbélica repetidamente para 
a obtencdo de respostas para o mesmo problema com di- 
ferentes unidades ou diferentes valores numéricos. 


Portanto, facilidade com ambas as formas de solugéio é es- 
sencial, e vocé deve praticar cada uma nos problemas pro- 
postos. 

No caso de solucées numéricas, repetimos do Vol. 1 Es- 
tdética nossa convengdo para a apresentacio dos resultados. 
Todos os dados fornecidos s&o considerados exatos, e 0s re- 
sultados séo geralmente apresentados com trés algarismos 
significativos, a menos que o primeiro digito seja um, neste 
caso quatro algarismos significativos sio apresentados. 


Métodos de Solucado 


Solugées para as varias equagdes da dinamica podem ser 
obtidas em uma de trés maneiras. 


1. Obter uma solugéo matematica direta calculada & mao, 
usando ou simbolos algébricos ou valores numéricos. Po- 
demos resolver a grande maioria dos problemas desta 
forma. ; 

2. Obter.solugées grdficas para certos problemas, tais como 
a determinagéio de velocidades e aceleragées de corpos 
rigidos em movimento relativo em duas dimensées. 

3. Resolver o problema por computador. Uma série de pro- 
blemas no Vol. 2 Dinémica é assinalada como Problemas 
para Resolugdo com Auxilio do Computador. Eles apa- 
recem no final do conjunto Problemas de Revisao e fo- 
ram selecionados para ilustrar o tipo de problema para 
o qual a solugao por computador oferece uma vantagem 
clara. 


A escolha do método mais conveniente de solugado é um 
aspecto importante da experiéncia a ser adquirida a partir 
dos problemas propostos. Ressaltamos, contudo, que a expe- 
riéncia mais importante no aprendizado de mecdnica resi- 
de na formulagao de problemas, em distingdo a sua solugdo 
apenas. 


-namica, Agora que vocé terminou este capitulo, vocé deve ser 


capaz de fazer o seguinte: 
1. Ennciar as leis do movimento de Newton. 


2.Realizar cdlculos usando 0 SI e unidades usuais:do siste- 
ma americano. 
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3. Expressar a lei da gravitacéo e calcular o pesode um ob- 5. Aplicar o principio da homogeneidade dimensional para 
jeto. uma relacdo fisica dada. 


4. Discutir os efeitos da altitude e da rotagdo da Terra sobre 6. Descrever a metodologia utilizada para formular e resol- 
a aceleracdo devida & gravidade. ver problemas em dinamica. 


ites, LLC 


Cortesia de Scaled Compo: 


SpaceShipOne tornou-se a primeira nave espacial tripulada privada a ultrapassar uma 
altitude de 100 quilémetros. Esta facanha foi realizada duas vezes em um periodo de 
14 dias em 2004, % 


Exemplo 1/1 


O médulo de carga util de um énibus espacial tem uma massa de 
50 kg e repousa sobre a superficie da Terra a uma latitude de 45° norte. 


(a) Determine o peso do médulo no nivel da superficie tanto em newtons 
como em libras, e a sua massa em slugs. 

(b) Agora suponha que o médulo é levado para uma altitude de 300 qui- 
lémetros acima da superficie da Terra e 14 liberado sem velocidade 
em relagdo ao centro da Terra. Determine o seu peso nestas condigées 
tanto em newtons como em libras. 

(c) Finalmente, suponha que 0 médulo é fixado no interior do comparti- 
mento de carga de um énibus espacial. O énibus esta em uma 6rbita 
circular a uma altitude de 300 quilémetros acima da superficie da Terra. Determine 
o peso do médulo tanto em newtons como em libras sob estas condigées. 


Para o valor da aceleracéo da gravidade no nivel da superficie em relagéo a Terra 
girando, use g = 9,80665 m/s” (32,1740 ft/s”). Para o valor absoluto considerando a Terra 
sem. estar girando, use g = 9,825 m/s? (32,234 ft/s’), Arredonde todas as respostas utili- 
zando as regras deste livro-texto. 


Sugestées Uteis 


@ Nossa calculadora indica um resultado de 

490,3825... newtons. Usando as regras de 
@® [W=mg} W = (50 kg)\(9,80665 m/s?) = 490 N Resp. apresentagéo de algarismos significativos 
utilizadas neste livro, arredondamos.o re- 
sultado escrito para trés algarismos signifi- 
cativos, ou 490 newtons. Tivesse o resultado 
numérico iniciado com o digito 1, terfamos 
arredondado a resposta apresentada para 
quatro algarismos significativos. 


Solugdo. (a) A partir da relagéo 1/3, temos 


Aqui usamos a aceleragéo da gravidade em relagéo a Terra girando, porque esta é a con- 
dicdo do médulo na parte (a). Note que estamos usando mais algarismos significativos 
na aceleracdo da gravidade do que seré normalmente necessdrio neste livro (9,81 m/s? 
e 32,2 ft/s? normalmente serdo suficientes). 


We 


A partir da tabela de converséo de fatores no infcio do livro, vemos que 4,4482 
newtons é igual a 1 libra. Portanto, o peso do médulo em newtons 6 


= ib jf _ 

W=490N [2x x 110,2 tb Resp. 
Finalmente, a sua massa em slugs é 

[W = mgl m=W = _H02t _ 3 43 stags Resp. 


& ~ 32,1740 ft/s? 


Como um outro caminho para o ultimo resultado, podemos converter de quilogra- 
mas para slugs. Mais uma vez utilizando a tabela no inicio do livro, temos 


1slug 
ast] = 3,43 slugs 


m= 50kg [ 
(Nota sobre lb forga, lb massa e slug: recordamos que 1 Ibm é a quantidade de massa 
que sob condigées normais tem um peso de 1 lb forca. Raramente nos referimos A uni- 
dade de massa no sistema americano Ibm nesta série de livros-texto, preferivelmente 
utilizamos o slug para massa. A utilizacio exclusiva do slug, melhor do que o uso desne- 
cessdrio de duas unidades para massa, ira demonstrar ser eficaz e simples em unidades 
no sistema americano.) 


(6) Comegamos calculando a aceleragdo da gravidade absoluta (relativa a Terra sem 
estar girando) a uma altitude de 300 quilémetros. 


R? 63712 | ? 
= 2) -——— = 9,825) ——“"—__ | = 8,96 
[« Rs al ee last + S00) ms 


O peso a uma altitude de 300 quilometros é entao 


W,, = mg, = 50(8,96) = 448 N Resp. 

Agora convertemos W,, para a unidade de libras. 
W, = 448 | 4b.) = 100,71 Resp. 
‘ 4,4482 N , ‘ 


Como uma solugdo alternativa para a parte (b), podemos usar a lei de Newton da 
gravitagdo universal. Em unidades SI, 


lr 3 Sma) ies Gmym _ [6,673(10-")](5,976(10"4)1[50) 
7 * (RR +hP ((6371 + 800)(1000)]” 
= 448 N 


que coincide com os nossos resultados anteriores. Observamos que o peso do médulo 
quando a uma altitude de 300 km é cerca de 90% do seu peso no nivel da superficie 
—ndo é sem peso, Estudaremos os efeitos deste peso sobre o movimento do médulo no 
Capitulo 3. 


(c) O peso de um objeto (a forca de atragdo gravitacional) nao depende do movimento 
do objeto. Conseqiientemente as respostas para a parte (c) sfio as mesmas daquelas na 
parte (0). 


W,, = 448 N ou 100,7 tb Resp. 


Este Exemplo serviu para eliminar certas concepgdes erréneas freqiientemente em- 
pregadas ¢ persistentes. Em primeiro lugar, s6 porque um corpo é elevado a uma altitu- 
de tipica de um 6nibus espacial, este nao se torna sem peso. Isto 6 verdade quer 0 corpo 
seja liberado sem velocidade em relacio ao centro da Terra, esteja dentro do énibus 
espacial em érbita, ou esteja na sua prépria trajetéria arbitraria. Em segundo lugar, a 
aceleragéo da gravidade nao é zero em tais altitudes. A inica forma de reduzir tanto a 
aceleragdo da gravidade quanto o peso correspondente de um corpo a zero é levar este 
corpo a uma distancia infinita da Terra. 


Introducado a Dindmica 11 


@ Uma boa pratica em conversao de unidades 
é multiplicar por um fator tal como [1 Ib / 
4,4482 NJ], que tem um valor de 1, pois o 
numerador e o denominador s&o equivalen- 
tes. Certifique-se de que 0 cancelamento de 
unidades deixa ficar as unidades desejadas 
~ aqui as unidades de N s4o canceladas, dei- 
xando a unidade desejada de lb. 


@® Note que estamos utilizando um resultado 
calculado anteriormente (110,2 Ib). Temos 
que ter certeza de que quando um numero 
calculado é necessdrio em cAlculos posterio- 
res, este é obtido na caleuladora com a sua 
precisio maxima (110,2316...). Se neces- 
sdrio, os numeros devem ser armazenados 
em um registro de meméria na calculado- 
ra e extraidos sempre que necessdrio. Nao 
podemos simplesmente digitar 110,2 em 
nossa calculadora, e proceder a divisao por 
32,1740 -- esta pratica resultara em perda 
de precisio numérica. Algumas pessoas 
gostam de colocar uma pequena indicagao 
do registro de meméria utilizado na mar- 
gem direita do papel, diretamente ao lado 
do nimero armazenado. 


| 
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PROBLEMAS 


(Consulte a Tabela D/2 no Apéndice D para valores relevantes do 
sistema solar.) 


1/1 Para o carro com 1600 kg, determine (a) seu peso em newtons, 
(b) a sua massa em slugs e (c) 0 seu peso em libras. 
Resp. (a) W = 15 700N 
(b) m = 109,6 slugs 
(c) W = 3530 Ib 


m = 1600 kg 


Problema 1/1 


1/2 Sea massa de um homem 6 90 kg, determine 0 seu peso em 
newtons e calcule a sua massa correspondente em slugs. 


1/3 Para os vetores V; e V, dados, determine V, + V2, V) + Vor 

Vi — Va, Vy x Vo, V2 x V1 eV; - Vp. Considere que os vetores sejam 
adimensionais. 

Resp. V; + V_ = 27, V, + V2 = 61 + 19,39) 

Vi, — Vp = 18i ~ 1,899), V, x Ve = 178,7k 

V_x Vy =-178,7k, Vy» V2 = 21,5 


Vo= 12 


60° 


y 
f 
{ 
| V,=15 
I 
! 
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Problema 1/3 


1/4 Amassa de uma dizia de magis é 2 kg. Determine o peso mé- 
dio de uma ma¢f em ambas as unidades SI e do sistema america- 
no. No presente caso, qudo aplicdvel é a “regra pratica” de que uma 
macd média pesa 1 N? 


1/5 Considere duas esferas de ferro, cada uma com didmetro de 
100 mm, que estado apenas se tocando. A que distancia r do centro 
da Terra a forga de atracéio mUtua entre as esferas em contato sera 
igual a forca exercida pela Terra sobre uma das esferas? 

Resp. r = 1,258(108) km 


1/6 As trés esferas com 100 mm de diametro construidas com 
diferentes metais estado localizadas nos vértices de um triangulo 
equildtero no espaco profundo. Determine a resultante R das forgas 
gravitacionais que as esferas de alum{nio e de ferro fundido exercem 
sobre a esfera de cobre. 


Problema 1/6 


1/7 Um dnibus espacial esta em uma érbita circular a uma altitu- 
de de 250 km. Caleule o valor absoluto de g nesta altitude e determi- 
ne o peso correspondente de um passageiro do énibus que pesa 880 
N quando em pé sobre a superficie da Terra a uma latitude de 45°. 
Os termos “zero-g” e “sem peso”, que sao algumas vezes utilizados 
para descrever condigdes a bordo de uma nave espacial orbital, sao 
corretos no sentido absoluto? 

. Resp. g;, = 9,10 m/s", W), = 816 N 


1/8 A que altitude A acima do pélo norte o peso de um objeto é 
reduzido para 10% do seu valor na superficie terrestre? Assuma a 
Terra esférica com raio R e expresse h em termos de R. 


1/9 Calcule a aceleragiio devida & gravidade em relagéo 4 Terra 

girando e o valor absoluto se a Terra nao estivesse girando, para 

uma posicdo ao nivel do mar em uma latitude norte ou sul de 45°. 
Compare seus resultados com os valores da Fig. 1/1. 

Resp. 8,0) = 9,806 m/s” 

Babs = 9,823 m/s? 


1/10 Determine o peso absoluto e o peso em relagdo & Terra giran- 
do de um homem de 90 kg, se ele esté de pé sobre a superficie da 
Terra a uma latitude de 40°. 


1/11 Um alpinista tem uma massa de 80 kg. Determine sua perda 
de peso absoluto ao ir desde o pé do Monte Everest. a uma altitude 
de 2440 metros até o seu topo a uma altitude de 8848 m. O Monte 
Everest tem uma latitude de 28° N, ¢ o raio médio da Terra é 6371 km. 
Consulte a Fig. 1/1 caso necessdrio. 

Resp. AW = 1,576 N 


1/12 Calcule a distancia d a partir do centro do Sol na qual uma 
particula experimenta atragées iguais da Terra e do Sol. A particula 
esta restrita a linha que une os centros da Terra e do Sol. Justifique 
as duas solucgées fisicamente. 


Problema 1/12 


introducdo 4 Dindmica 13 
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1/13 Determine a razao Ry da forga exercida pelo Sol sobre a Lua 
por aquela exercida pela Terra sobre a Lua para a posicao A da Lua. 
Repita para Lua na posicdo B. 

Resp. Ry = 2,19, Rp = 2,21 


Problema 1/13 


1/14 0 coeficiente de arrasto C, de um automével é determinado 
a partir da expressAo 


A 


on = 
$ pus 


onde A é a forca de arrasto determinada experimentalmente em um 
ttinel de vento, p é a massa especffica do ar, v 6 a velocidade do ar no 
ttinel de vento, e S é a drea da secdo transversal do carro introduzido 
no fluxo de ar. Determine as dimensées de Cy. 


ae 
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Mesmo que este carro mantenha uma velocidade constante ao longo da estrada sinuosa, este acelera lateralmente, e esta aceleracdo deve ser 
considerada no projeto do carro, seus pneus, e da prdpria pista. 
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DESCRICAO DO CAPITULO 


2/1 Introducdo 

2/2 Movimento Retilineo 

2/3 Movimento Curvilineo Plano 

2/4 Coordenadas Retangulares (x-y) 

2/5 Coordenadas Normal e Tangencial (n-t) 
2/1 IntRopucGAo 


Cinemdtica é 0 ramo da dindmica que descreve 0 movi- 
mento dos corpos sem referéncia as forgas que causam o 
movimento ou so geradas como resultado do movimento. A 
cinematica é muitas vezes descrita como a “geometria do mo- 
vimento”, Algumas aplicacées da cinematica em engenharia 
incluem 0 projeto de cames, engrenagens, mecanismos, e ou- 
tros elementos de maquina para controlar ou produzir certos 
movimentos desejados, e 0 cdlculo de trajetérias de véo para 
avides, foguetes e naves espaciais. Um conhecimento pratico 
completo de cinematica é um pré-requisito para cinética, que 
€ 0 estudo das relagées entre 0 movimento e as forgas corres- 
pondentes que causam ou acompanham o movimento. 


Movimento de uma Particula 


Comecamos o nosso estudo da cinemAtica discutindo ini- 
cialmente neste capitulo os movimentos de pontos ou parti- 
culas. Uma particula é um corpo cujas dimensées fisicas sao 
tao pequenas em comparacdo com o raio de curvatura de sua 
trajetéria que podemos tratar o movimento de uma particula 
como o de um ponto. Por exemplo, a envergadura da asa de 
um avido de transporte a jato voando entre Los Angeles e 
Nova York nao tem nenhuma importancia em comparacio 
com o raio de curvatura do seu trajeto de véo, e, portanto, 
o tratamento do avido como uma particula ou ponto é uma 
aproximacdo aceitavel. 

Podemos descrever 0 movimento de uma particula de 
varias maneiras, e a escolha da forma mais conveniente ou 
apropriada depende muito da experiéncia e de como os dados 
sao fornecidos. Vamos adquirir uma visdo geral dos vdrios 
métodos desenvolvidos neste capitulo recorrendo a Fig. 2/1, 
que mostra uma particula P se deslocando ao longo de uma 
trajet6ria genérica no espago. Se a particula esta confinada 
a uma determinada trajetoria, tal como acontece com uma 
conta deslizando ao longo de um arame fixo, 0 seu movimen- 
to € dito com restricGo. Se nao ha guias fisicas, o movimento 
é dito sem restrigéo. Uma pequena pedra presa na ponta de 
um fio e rodopiando em um cfrculo é submetida a um movi- 
mento com restricéo até que o fio se rompa, apés este instan- 
te o seu movimento é sem restricdo. 


CINEMATICA 
DE PARTICULAS 


2/6 
2/7 
2/8 
2/9 


Coordenadas Polares (r-@) 

Movimento Curvilineo Espacial 

Movimento Relativo (Eixos com Transla¢ao) 
Movimento Restrito de Particulas Conectadas 
2/10 Revisdo do Capitulo 


Figura 2/1 


Escolha de Coordenadas 


A posi¢éo de uma particula P em qualquer instante ¢ pode 
ser descrita especificando suas coordenadas retangulares’ x, 
y, 2, suas coordenadas cilindricas r, @,2, ou suas coordenadas 
esféricas, R, 0, b. O movimento de P também pode ser descri- 
to por medidas ao longo da tangente t e da normal n A curva. 
A diregéo de n se encontra no plano local da curva.” Estas 
duas tltimas medidas so chamadas varidveis de trajetéria. 

O movimento de particulas (ou de corpos rigidos) pode ser 
descrito utilizando coordenadas medidas a partir de eixos 
de referéncia fixos (andlise de movimento absoluto) ou uti- 
lizando coordenadas medidas a partir de eixos de referéncia 
méveis (andlise de movimento relativo). Ambas as descrigdes 
serao desenvolvidas e aplicadas nas segdes que se seguem. 


*Freqiientemente chamadas de coordenadas Cartesianas, nome em homena- 
gem a René Descartes (1596-1650), um matemAtico francés que foi um dos 
criadores da geometria analitica. 

**Este plano é chamado de plano osculador, que vem da palavra latina oscu- 
lari que significa “beijar”. O plano que contém P e os dois pontos A e B, um 
de cada lado de P, torna-se o plano osculador conforme as distancias entre os 
pontos se aproximam de zero. 
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Com esta descrigao conceitual da representagao do. movi- 
mento de uma particula em mente, restringimos nossa aten- 
¢éo na primeira parte deste capitulo para o caso do movi- 
mento plano onde todos os movimentos acontecem ou podem 
ser representados como ocorrendo em um unico plano. Uma 
grande parte dos movimentos de mdquinas e de estruturas 
em engenharia pode ser representada como movimento pla- 
no. Posteriormente, no Capitulo 7, uma introdug&o ao mo- 
vimento tridimensional é apresentada. Comegaremos nossa 
discussaio de movimento plano com 0 movimento retilineo, 
que 6 um movimento ao longo de uma linha reta, e segui- 
remos com uma descrigéo do movimento ao longo de uma 
curva plana. 


2/2 Movimento Retiineo 


Considere uma particula P se movendo ao longo de uma 
linha reta, Fig. 2/2. A posicdo de P em qualquer instante de 
tempo ¢ pode ser determinada por sua distancia s medida a 
partir de algum ponto conveniente de referéncia O fixo sobre 
a linha. No tempo t + A¢ a particula se moveu para P’esua 
coordenada passou a ser s + As. A variagao na coordenada de 
posi¢do durante o intervalo At é chamada de deslocamento 
As da particula. O deslocamento seria negativo se a particula 
se movesse no sentido negativo de s. 


Figura 2/2 


Velocidade e Aceleracao 


A velocidade média da particula durante o intervalo At é 
dada pelo deslocamento dividido pelo intervalo de tempo ou 
Umea = As/A¢. Conforme Af torna-se menor e no limite se apro- 
xima de zero, a velocidade média se aproxima da velocidade 


instantd: i 6u = lim 48 
instantanea da particula, que é Bim, a OU 


(2/1) 


Desta forma, a velocidade 6 a taxa de variacéio no tempo da 
coordenada de posigao s. A velocidade é positiva ou negativa 
em funcao do deslocamento correspondente ser positivo ou 
negativo. : 

A aceleracdo média da particula durante o intervalo At éa 


(2/2) 


A aceleracio 6 positiva ou negativa dependendo se a veloci- 
dade esté aumentando ou diminuindo. Note que a aceleragdo 
sera positiva se a particula tiver uma velocidade negativa 


que est se tornando menos negativa. Se a particula esta 
diminuindo a velocidade, diz-se que a particula esta desace- 
lerando. 

Velocidade e aceleragdo sao na verdade grandezas veto- 
riais, como sera visto para 0 movimento curvilineo come- 
cando com a Segéio 2/3. Para um movimento retilineo nesta 
segdo, onde a direg#o do movimento é dada pela trajetéria 
em linha reta, o sentido do vetor ao longo do trajeto é deseri- 
to por um sinal de mais ou menos. No nosso tratamento do 
movimento curvilineo, vamos levar em conta as mudangas 
na diregdo dos vetores velocidade e aceleragao, bem como as 
alteracgées no seu médulo. 

Eliminando o tempo dt entre a Eq. 2/1 e a primeira das 
equagées Eqs. 2/2, obtemos uma equagao diferencial relacio- 
nando deslocamento, velocidade e aceleragdo.” Esta equacaio é 


‘udu. = ads) ou 


As Eqs. 2/1, 2/2 e 2/3 sio as equagoes diferenciais para 0 
movimento retilineo de uma particula. Problemas em movi- 
mento retilineo envolvendo variacées finitas nas varidveis de 


$.ds'=8-ds (2/3) 


movimento sao resolvidos pela integracao destas equagées 
diferenciais basicas. A coordenada de posig&o s, a velocidade 
v ea aceleracio a sio grandezas algébricas, de modo que 
seus sinais, positivo ou negativo, devem ser cuidadosamente 
observados. Note que os sentidos positivos para v e a sao os 
mesmos do sentido positivo para s. 


Jim Curmmings/Taxi/Getty Images 


Este velocista sera submetido a uma acele- 
racdo retilinea até que atinja a sua veloci- 
dade final. 


*Grandezas diferenciais podem ser multiplicadas e divididas exatamente da 
mesma maneira que outras grandezas algébricas. 
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Interpretacdes Graficas 


A interpretac&o das equagées diferenciais que governam 
o movimento retilineo é consideravelmente esclarecida pela 
representacao das relagées entre s, v, a et graficamente. A 
Fig. 2/8a 6 um grafico esquemético da variacéio de s com ¢ 
desde o tempo f, até tg para um dado movimento retilineo. Ao 
construir a tangente 4 curva em qualquer instante de tempo 
t, obtém-se a inclinagdo, que é a velocidade uv = ds/dt. Assim, 
a velocidade pode ser determinada em todos os pontos sobre 
a curva e representada contra o tempo correspondente como 
mostrado na Fig. 2/3b. Do mesmo modo, a inclinacdo du/dt da 
curva v-t em qualquer instante fornece a aceleragaéo naquele 
instante, e a curva a-t pode entdo ser representada como na 
Fig. 2/3¢. 

Observamos da Fig. 2/3b que a drea sob a curva v-t du- 
rante o intervalo dt é v dt, que pela Eq. 2/1 é 0 deslocamento 
ds, Conseqtientemente, o deslocamento da particula durante 
o intervalo de ¢, a t, é a area correspondente sob a curva, 
que é 


Sq ty 
J ds = | vdt ou sy —s, = (Area sob a curva v-t) 
8, ty 


Do mesmo modo, a partir da Fig. 2/8¢ vemos que a drea sob 
a curva a-t durante o intervalo dt é a dt, que, a partir da 


{a} 


(b) 


©) 


ey > pe dt ty 
Figura 2/3 


primeira das Eqs. 2/2, é dv. Assim, a variacéo de velocidade 
entre t, e t 6 a drea correspondente sob a curva, que é 


va fy 
| dv = | adt ou v2, — v1 = (drea sob a curva a-t) 
vy ty 


Note duas relagées graficas adicionais. Quando a acelera- 
cdo a é representada como uma fungéo da coordenada de po- 
sicdo s, Fig. 2/4a, a area sob a curva durante um deslocamen- 
to ds éa ds, que, a partir da Eq. 2/3, 6 v du = d(v¥/2). Assim, a 
area sob a curva entre as coordenadas de posicdo s, € so é 


v» 89 
if vdv= i ads ou diu,? — v,”) = (area sob a curva a-s) 
by 5 


Quando a velocidade v é representada como uma fungéo da 
coordenada de posicdo s, Fig. 2/4b, a inclinacao da curva em 
qualquer ponto A é du/ds. Ao construir a normal AB a curva 
neste ponto, vemos pelos triangulos semelhantes que CB/v = 
du/ds. Assim, a partir da Eq. 2/3, CB = v(dv/ds) = a, a acelera- 
c&o. E necessdrio que os eixos da velocidade e da coordenada 
de posicaéo tenham a mesma escala numérica a fim de que a 
aceleracdo lida sobre a escala da coordenada de posic&io em 
metros, por exemplo, represente a aceleracéo real em metros 
por segundo ao quadrado. 

As representagses graficas descritas sao titeis nao somen- 
te na visualizagao das relagdes entre as diversas grandezas 
de movimento, mas também na obtengdio de resultados apro- 
ximados por integrac&o ou diferenciagao grafica. O ultimo 
caso ocorre quando uma falta de conhecimento sobre a rela- 
gio matematica impede a sua expressio como uma fungdo 
matematica explicita que pode ser integrada ou diferenciada. 
Dados experimentais e movimentos que envolvem relagées 
descontinuas entre as varidveis sao muitas vezes analisados 
graficamente. 


(a) 


(b} 
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renciagéo matematica ou grafica com relagao a t fornece a velocidade v e a aceleracio a. Em muitos 
problemas, no entanto, a relacdo funcional entre a coordenada de posigéo e o tempo 6 desconhecida, e 
temos que determind-la por integragao sucessiva a partir da aceleragao. A aceleragdo é determinada | 
pelas forgas que agem sobre os corpos em movimento e é calculada a partir das equagées da cinética 
discutidas em capitulos subseqiientes. Dependendo da natureza das forgas, a aceleracdo pode ser 
especificada como uma fungio do tempo, velocidade, ou coordenada de posigao, ou como uma fungéio 
combinada destas grandezas. O procedimento para integracao da equacéo diferencial em cada caso 6 
indicado a seguir. 


(a) Aceleracao Constante. Quando a é constante, a primeira das Eqs. 2/2 e 2/3 pode ser integrada 


diretamente. Para simplificar com s = so, v = ug e ¢ = 0 designados no inicio do intervalo e, em seguida, 
P! 0: ‘0 gni : 
para um intervalo de tempo ¢ as equacées integradas resultam 


v 7 
[ a= dt ou v= uy + at 
u 


0 0 
v 3 

i vdv=a] ds ou v2 = 9? + 2als — so) 
v9 So 


A substituigdo da expressdo integrada para v na Eq, 2/1 e a integracaéo com respeito a ¢ fornece 
s é 1 
[o-=f (vg + at) dt ou —- § = 89 + Ut + gad” 
8 0 


Estas relagées sao necessariamente restritas para o caso especial onde a aceleragéo é constante. O8: 
limites de integragéo dependem das condigées inicial e final, que para um dado problema podem ser 
diferentes dos utilizados aqui. Pode ser mais conveniente, por exemplo, iniciar a integracéo em algum | 
instante especificado ¢,, e nao no instante ¢ = 0, 


Cuidado: As equagées anteriores foram integradas apenas para aceleragio 


eonstante. Um erro comum é usar estas equagées para problemas envolvendo 
aceleracao varidvel, onde estas no se aplicam. 


(b) Aceleracdo Dada como uma Funcao do Tempo, a= f(t). A substituicdo da fungéo na primeira 


das Eqs. 2/2 fornece f(t) = du/dt. A multiplicagao por dt separa as varidveis e permite a integracdo. 
Deste modo, 


ia dv= [10 dt ou v= Ug + [0 dt 
U9 


A partir desta expressio integrada para v como uma fungéo de ¢, a coordenada de posigdo s é obtida 
por meio da integracgdo da Hq. 2/1, que, por sua vez, sera 


8 7 7 
[a= va ou saa tf ode 
59 0 0 


Se a integral indefinida 6 empregada, as condigées nas extremidades sao utilizadas para estabelecer 
as constantes de integragao. Os resultados sao idénticos aos obtidos por meio da integral definida. 
Se desejado, o deslocamento s pode ser obtido por uma solucio direta da equagéio diferencial de 
segunda ordem § = f(t) obtida pela substituigdo de f(¢) na segunda das Eqs. 2/2. 


(¢) Aceleracgao Dada como uma Funcdo da Velocidade, a = f(v). A substituigéo da funcdo na 
primeira das Eqs. 2/2 fornece f(v) = du/dt, que permite a separacio das varidveis e a integragéo. Deste 
modo, 


é 7 
3 ={ av 
i= Jf Figen 
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Este resultado fornece ¢ como uma fungao de v. Entéo serd necessario resolver para.v como uma: 
g&o de ¢ de modo que a Eq. 2/1 possa ser integrada para obter a coordenada de. posi¢&o s com 
ot fungdo de t. 

Outra abordagem consiste em substituir a funcdo a = f(v) na primeira das Eqs. 2/3, forne 
uv du = f(v) ds. As varidveis podem agora ser separadas e a equacéo ieee na forma, 


i 
i 
i} 
t 


’udv . "vdv av. 
— = 4 + 
vp fo) i ds ou $= 8 f Fo) 


Note que esta equagéio fornece s em termos de v sem referéncia explicita at. 


(d) Aceleracdo Dada como uma Funcdo do Deslocamento, a = : Hs): Substituindo a fancdon na 
Eq. 2/3 e integrando se obtém a forma 


v s ps 
i vdv= | f(s) ds ou pt = yg 2 ic das 
Ug Sq So 


Em seguida resolvemos para v obtendo v = g(s), uma fungiio de.s, Agora podemos. ‘substitair ds/dt por 
v, separar as variaveis, e integrar na forma 


“ds _ {* = f° ds. 
a h® ou ‘| go : 


o que fornece ¢ como uma fung&o de s. Por tiltimo, podemos'ré 
de t. 

Em cada um dos casos anteriores, quando a aceleragao ; 
cional, a possibilidade de resolver as equacoes por integracaa 
da fungado. Em casos em que a integragao 6 demasiadam 
métodos graficos, numéricos, ou computacionais pode ser wi 


Exemplo 2/1 


38 


Acoordenada de posigao de uma particula que esta confinada a se mover ao longo de sm 
uma linha reta é dada por s = 2¢° — 24t + 6, onde s 6 medido em metros a partir de uma 
origem conveniente e ¢ é em segundos, Determine (a) o tempo necessério para a parti- 
cula aleancar uma velocidade de 72 m/s a partir de sua condigdo inicial em ¢ = 0, (b) a 
aceleracéio.da particula quando v = 30 m/s, e (c) o deslocamento da particula durante o 
intervalodet=1satéi=4s. 


Sofugdo. A velocidade e a aceleracdo sao obtidas por meio da diferenciacdo sucessiva 
de s com relagao ao tempo. Deste modo, 


[v= 8] v = 6? — 24 m/s 
{a = 0] . a = 12¢ m/s? 
(a) Substituindo v = 72 m/s na expressiio para v obtemos 72 = 612 — 24, a partir da qual 


@.t= +48.A raiz negativa descreve uma solugéo matematica para t antes do infcio do 
movimento, portanto, esta raiz nao é de interesse fisico. Assim, o resultado desejado é 


t=4s Resp. 


Sugesties Uteis 


@ Fique atento para a escolha apropriada do 
sinal quando tomar uma raiz quadrada. 
Quando a situagdo exige uma tinica respos- 

H ta, a raiz positiva nem sempre é aquela que 

vocé precisa. 


| 
} 
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(b) Substituindo v = 30 m/s na expressao para v obtemos 30 = 62? — 24, a partir da qual 
a raiz positiva 6 ¢ = 3 s, e a aceleracao correspondente 6 


@ = 12(8) = 36 m/s? Resp. 


(c} O deslocamento durante o intervalo especificado 6 


As = 84-8; ou 
As = [2(48) — 24(4) + 6] — £2(13) — 24(1) + 6] Resp. 
= 54m 


que representa o avanco da particula ao longo do eixo s desde a posic&éo que 
esta ocupava em ¢ = 1s até a sua posicéo emt = 4s. 

Para ajudar a visualizar 0 movimento, os valores de s, v e a sio represen- 
tados contra o tempo ¢ como mostrado na figura. Devido ao fato de a drea sob 
a curva v-t representar 0 deslocamento, vemos que o deslocamento de ¢ = 1s 
parat=4s éa 4rea positiva As, , menos a drea negativa As,_». 


Exemplo 2/2 


Uma particula se move ao longo do eixo x com uma velocidade inicial v, = 50 m/s na 
origem quando ¢ = 0, Nos primeiros 4 segundos ela nao tem aceleragio, e posteriormen 
te sofre a agdo de uma forca que a retarda e lhe confere uma aceleragdo constante a, = 
-10 m/s”. Calcule a velocidade e a coordenada‘x da particula para as condigdes emt = 8s 
et= 128 e encontre a maxima coordenada positiva x alcangada pela particula. 


Solugdao. A velocidade da particula apés ¢ = 4 s é calculada a partir de 


[[ a= foat| [oa 10 [ae u, = 90 — 10¢ m/s 


e é representada como mostrado na figura. Nos instantes de tempo especifica- 
dos, as velocidades sao 


t=85, 1, = 90 — 10(8) = 10 m/s 
t=12s, vz = 90 ~ 10(12) = —380 m/s Resp. 


A coordenada x da particula em qualquer instante de tempo superior a 4 segundos 6 a 
distancia percorrida durante os 4 primeiros segundos mais a distancia percorrida apés 
a descontinuidade na aceleragao ter ocorrido. Deste modo, 


a 
[fae= [oa x= 504) + { (90 ~ 100) de = —6¢2 + 90% ~ 80m 
4 


Para os dois instantes de ‘tempo especificados, 
t= 8s, x = —5(8) + 90(8) — 80 = 320 m 
t=12s, x = —5(12?) + 90(12) — 80 = 280 m Resp. 


A coordenada x para ¢ = 12 s 6 menor do que aquela para = 8 s uma vez que o movimen- 
to é na direcéo negativa de x apds t = 9 s. A maxima coordenada positiva de x 6, entao, 
o valor de x.parat = 9s que é 


Xméx = ~5(97) + 90(9) — 80 = 825 m Resp. 


Estes deslocamentos sao vistos como as dreas positivas Ifquidas sob o grafico v-t até os 
valores de ¢ em questao. 


@ Observe atentamente a distingdo entre s 
em itdlico para a coordenada de posigao es 
sem itdlico para segundos. 


@® Note a partir dos graficos que os valores 
para v sio as inclinacdes (4) da curva s-t 
e que os valores para a sido as inclinacdes 
(®) da curva v-t. Sugestdo: Integre v dt para 
cada um dos dois intervalos e verifique a 
resposta para As. Mostre que a distancia to- 
tal percorrida durante 0 intervalo ¢ = 1s até 
t=4sé74m, + 


aestentannnsnetuonaniaennaenemmmementmaenaeseeaamenermmermmnerrmmmmenentnctate pein err reece 


Sugestées Uteis 


@ Aprenda a ser flexivel com simbolos. A coor- 
denada de posigao x é téo valida quanto s. 


@® Note que integramos para um tempo ¢ ge- 
nérico e. em seguida substitufmos valores 
especificos. , 


&, mls 


® Mostre que a distancia total percorrida pela 
particula nos 12 s é de 370 m. 


everest PEt NE RRsat 


Exemplo 2/3 


O cursor montado entre molas se move em uma guia horizontal com atrito despre- 
zivel e tem uma velocidade vg no sentido s quando cruza a posigao central em que s = 
0 e£=0. As duas molas em conjunto exercem uma forca para retardar 0 movimento 
do cursor, o que lhe confere uma aceleragao proporcional ao deslocamento, mas com 
sentido oposto e igual a a = ~k’s, onde k é constante. (A constante é arbitrariamente 
elevada ao quadrado para conveniéncia futura no formato das expresses.) Determine 
as expressdes para 0 deslocamento s e a velocidade v como fungao do tempo ¢. 
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www : hs 


Solucdo f. Uma vez que a aceleracdo é especificada em termos do deslocamento, a 
relacdo diferencial v du = a ds pode ser integrada. Deste modo, 
2 22 
vi _ _kis* C 


J vdu = i —k’s ds + C, uma.constante, ou igh rg 


Quando s = 0, v = vp, de tal forma que C, = v9/2, ¢ a velocidade resulta 

v = + Ju,” — bs” 
O sinal positivo do radical é usado quando v € positiva (no sentido positivo de s). Esta 
ultima expressdo pode ser integrada substituindo v = ds/dt. Deste modo, 


_ks 


= | dt + C, uma constante, ou i sen =t+C, 


ds. 
| fon? ~ hs? 
Com a condic¢&o de que ¢ = 0 quando s = 0, a constante de intégracao se torna C, = 0,e 
podemos resolver a equacao para s de modo que 


Ug 


Yo 
s = 7 sen kt Resp. 
A velocidade é u = &, que resulta 
v = Ug cos kt Resp. 


Solugao H. Uma vez que a = 3, a relagao pode ser escrita de imediato como 
5 + hs =0 


Esta é uma equacdo diferencial ordindria linear de segunda ordem cuja solugéo é bem 
conhecida e é 


s = Asen Kt + B cos Kt 


onde A, B e K sao constantes. A substituigéo desta expressio na equagao diferencial 
mostra que esta satisfaz a equacdo, desde que K = k. A velocidade é uv = 8, que resulta 


v = Ak cos kt ~ Bk sen kt 
A condigdo inicial v = vg quando t = 0 requer que A = up/k, e a condi¢éo s = 0 quando ¢ = 
0 fornece B = 0. Assim, a solugéio é 


vo 
s=-— sen kt e 


% v = ug cos kt Resp. 


Exemplo 2/4 


Um cargueiro se desloca a uma velocidade de 8 nés quando seus motores séo para- 
dos subitamente. Se séo necessdrios 10 minutos para o cargueiro reduzir a sua veloci- 
dade para 4 nés, determine e faca um gr4fico para a distancia s em milhas maritimas 
deslocada pelo navio e a sua velocidade v em nés como fung&o do tempo ¢ durante este 
intervalo. A desaceleragiio do navio é proporcional ao quadrado da sua velocidade, de 
modo que a =—ku?. 


Sugestdes Uteis 


@ Utilizamos uma integral indefinida aqui e 
calculamos a constante de integracao. Para 
praticar, obtenha os mesmos resultados 
usando a integral definida com os limites 
apropriados. 


@ Mais uma vez tente aqui a integral definida 
como anteriormente. 


® Este movimento é chamado movimento har- 
ménico simples e é caracteristico de todas as 
oscilagées onde a forca restauradora, e con- 
seqtientemente a aceleragiio, é proporcional 
ao deslocamento, mas de sinal oposto. 


Sugestées Uteis 


@ Lembre-se de que um né é a velocidade de 
uma milha maritima (1852 m).por hora. 
Trabalhe diretamente nas unidades de mi- 
thas maritimas e horas. 
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Solugdo. As velocidades e o tempo sdo dados, de modo que podemos substituir a ex- 
pressao para a aceleracéo diretamente na definigéo basica a = du/di e integrar. Deste 
modo, 


do du ° dv k 
—byt=W What W__p{ at 
a ve au? 0 
Ley eee x 8 
pt grt 1 + Bke 


Agora substitufmos os limites finais de v = 4 nése¢ = x = g hora e obtemos 


8 3 en 8 
4=_—*___ = 2 mithal y= Resp. 
1+ Bae) “4 OTe oe) . 
A velocidade 6 representada contra o tempo como mostrado na figura. 6 
A distancia é obtida pela substituigéo da expressdo para v na definicio v = ds/dt e a Ps] 
integrando. Deste modo, ‘S Ah ea 
8. ds ‘sa f° 4 ‘ 
“= — == + , 2 Jremnsnrnrmeme tones 
1+@ dt ol +6 [jas sagin + 6) Resp 
A distancia s também é.representada contra o tempo como mostrado na figura, e vemos 9% 2 4 6 8 10 
que o navio se moveu através de uma disténcia s = $ In (1 + 8) = 4 In 2 = 0,924 milha , min 
maritima durante os 10 minutos. 1,0 
@ 0,8 
a 
‘ og 
i” 
Q 0,4 
& 
z 0,2 
s 0 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


Os Problemas 2/1 até 2/7 tratam o movimento de uma particula que 
se desloca ao longo do eixo s mostrado na figura. 


t t [ef 1 +s, fioum 
-1 0 1 2 3 


Problemas 2/1-2/7 


2/1 Avelocidade de uma particula 6 dada por v = 25é? — 80¢ — 200, 
onde v 6 em metros por segundo e ¢ 6 em segundos. Represente gra- 
ficamente a velocidade v e a aceleracgaéo a contra 0 tempo para os 
primeiros 6 segundos de movimento e calcule o valor da velocidade 
quando a é zero. 4 

Resp. v = -264 m/s 


2/2 Aposicao de uma particula é dada por s = 2t° — 402? + 200t — 50, 
onde s 6 em metros e t 6 em segundos. Represente graficamente a 
posig&o, velocidade, e aceleragao como funcées do tempo para os pri- 
meiros 12 segundos de movimento. Determine o instante em que a 
velocidade é zero. 


2/3 Avelocidade de uma particula que se desloca ao longo do eixo s 
é dada por v = 2 —4¢ + 5¢5”, onde ¢ 6 em segundos ev 6 em metros por 
segundo. Calcule a posigio s, a velocidade v, e a aceleragao a quando 
t=3s.A particula esta na posigao sy = 3 m quando ¢ = 0. 

Resp. s = 22,2 m, v = 15,98 m/s, a = 8,99 m/s* 


@ Escolhemos integrar para um valor gené- 
rico de v e seu tempo ¢ correspondente de 


forma que obtemos a variagao de v com ¢. 


0 2 4 6 8 10 
t, min 


2/4 O deslocamento de uma particula que se move ao longo do eixo 
s 6 dado por s = (~2 + 3t)e-°-5, onde s 6 em metros e ¢ 6 em segundos. 
Represente graficamente o deslocamento, a velocidade e a acelera- 
¢ao contra o tempo para os primeiros 20 segundos de movimento. 
Determine 0 instante em que a aceleragéo é zero. 


2/5 ‘A aceleracéo de uma particula 6 dada por a = 2¢— 10, onde a 6 

em metros por segundo ao quadrado e ¢ 6 em segundos. Determine a 

velocidade e o deslocamento como fungies do tempo. O deslocamento 
inicial em ¢ = 0 6 s, =-4 m, e a velocidade inicial é vy = 3 m/s. 
Resp. v = 3 ~ 10¢ + #7 (m/s) 

s= 44 9-52 +30 (mn) 


2/6 A aceleracdo de uma particula 6 dada por a = —ks?, onde a 6 
em metros por segundo ao quadrado, & 6 uma constante, e s 6 em 
metros. Determine a velocidade da particula como uma fungéo de 
sua posicdo s. Avalie sua expressfo para s = 5 msek =0,1 m7 seas 
condigées iniciais no instante t = 0 sao sy = 3 m e vg = 10 m/s. 


2/7 A aceleracdo de uma particula que esta se movendo ao longo 
de uma linha reta é dada por a = -kvv, onde a é em metros por se- 
gundo ao quadrado, & é uma constante, e v 6 a velocidade em metros 
por segundo. Determine a velocidade como func&o tanto do tempo t 
como da posi¢ao s. Avalie suas expressées parat=2seems=3m 
se k = 0,2 ms #2 ¢ as condigées iniciais no instante ¢ = 0 so sy = 1 
me v9 = 7 m/s, 
Resp. v = Ug! — 5kt)?, v = [ug — 3h(s - sgl 
v = 5,98 m/semi=25,v = 6,85m/sems=3m 
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2/8 A velocidade de uma particula que se desloca em linha reta 
esta diminuindo, a uma taxa de 3 m/s por metro de deslocamento, 
em um instante quando a velocidade é 10 m/s. Determine a acelera- 
cdo a da particula neste instante. 


2/9 Dados experimentais para 0 movimento de uma particula ao 
longo de uma linha reta forneceram medidas dos valores da velo- 
cidade v para varias coordenadas de posigéo s. Uma curva suave é 
desenhada passando pelos pontos como se pode ver no grafico. De- 
termine a aceleragao da particula quando s = 20 m. 

Resp. a = 1,2 mi/s* 


s,m 


Problema 2/9 


2/10 Uma bola é lancada verticalmente para cima com uma veloci- 
dade de 30 m/s na borda de um penhasco com 60 m. Calcule a altura 
h para a qual a bola se eleva e 0 tempo total ¢ apés a liberagdo para 
a bola alcangar o fundo do penhasco. Despreze a resisténcia do ar e 
considere a aceleragdo para baixo como 9,81 m/s®, 


a 
| 


) 
I 
i 
j 
i 
| 


Problema 2/10 


2/11 Um foguete é disparado verticalmente para cima do repouso. 
Se este foi projetado para manter uma aceleracdo constante para 
cima de 1,5g, calcule o tempo ¢ necess4rio para alcangar uma altitu- 
de de 30 km e sua velocidade nesta posigao. 

Resp. t = 63,9 s, v = 940 m/s 


2/12 Um carro p4ra completamente a partir de uma velocidade 
inicial de 80 km/h em uma distancia de 30 m. Com a mesma acele- 
racao constante, qual seria a distancia s de parada a partir de uma 
velocidade inicial de 110 km/h? 


2/13 Calcule a aceleragdo constante a em gs que a catapulta de 
um porta-avides deve fornecer para produzir uma velocidade de lan- 
gamento de 300 km/h em uma distancia de 100 m. Suponha que o 
porta-avides esta ancorado. 

Resp. a = 3,54g 


2/14 Para testar os efeitos de “auséncia de peso” por curtos peri- 
odos de tempo, uma instalagéo de teste foi projetada para acelerar 
um volume de teste verticalmente para cima de A para B por meio 
de um pistao acionado a gas e que permite subir e descer de B para 
C para B sob condigdes de queda livre. A camara de ensaio consiste 
em um poco profundo que é evacuado para eliminar qualquer re- 
sisténcia aprecidvel do ar. Se uma acelerac&o constante de 40g de 
A para B é fornecida pelo pistao e se o tempo total de teste para a 
condicéo de “auséncia de peso” de B para C para B é de 10s, calcule 
a altura h de trabalho requerida pela camara. Retornando para B,o 
volume de teste é recuperado em uma cesta cheia com aglomerados 
de poliestireno inserida na linha de queda. 


Volume de teste 


Pistao 
acelerador 
e cilindro 


Instalagao de teste “zero-g” 


Problema 2/14 


2/15 O piloto de um avido de transporte a jato leva os motores 
a plena poténcia de decolagem antes de liberar os freios enquanto 
a aeronave esta parada sobre a pista. O empuxo do jato permane- 
ce constante, e a aeronave tem uma aceleragéo quase constante de 
0,4g. Se a velocidade de decolagem é 200 km/h, calcule a distancia s 
eo tempo ¢ do repouso até a decolagem. 

Resp. s = 393 m, ¢ = 14,16 8 


2/16 Um aviao a jato com uma velocidade de pouso de 200 km/h 
tem um mdximo de 600 m de pista disponivel apés tocar o solo no 
qual deve reduzir sua velocidade para 30 km/h. Calcule a aceleragao 
média a requerida da aeronave durante a frenagem. 


2/17 Uma particula viajando em uma linha reta encontra uma for- 
ca que a retarda e provoca a redugdo de sua velocidade segundo v = 
20e~! m/s, onde ¢ 6 o tempo em segundos durante o qual a forca age. 
Determine a acelerac&o a da particula quando t = 10 s e encontre a 
distancia correspondente s que a particula se deslocou durante o 
intervalo de 10 segundos. Faga um grafico de v em fungiio de ¢ para 
os primeiros 10 segundos. 

Resp, a = -0,736 m/s”, s = 126,4 m 


{ 
| 
| 
| 
| 
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2/18 Nos estagios finais de um pouso na Lua, o médule lunar desce 
sob retropropulsdo de seu motor de descida até A = 5 m da superficie 
lunar onde tem uma velocidade para baixo de 2 m/s. Se o motor de 
descida é cortado abruptamente neste ponto, determine a velocidade 
de impacto do trem de pouso com a Lua. A gravidade lunar é 3 da 
gravidade da Terra. 


Problema 2/18 


2/19 Uma particula se move ao longo da direc&o s com aceleracio 
constante. O deslocamento, medido a partir de uma posicao apro- 
priada, 6 de 2 m no instante de tempo ¢ = 0 e 6 zero quando t = 10s. 
Se a velocidade da particula 6 momentaneamente zero quando ¢ = 6 
s, determine a aceleracdo a e a velocidade v quando? = 10s. 

Resp. a = 0,2 m/s”, v = 0,8 m/s 


Problemas Representativos 


2/20 Oelevador principal A da Torre CN em Toronto sobe cerca de 
350 m e na maior parte de seu curso tem uma velocidade constante 
de 22 km/h. Suponha que tanto a aceleracéio quanto a desaceleracio 
tenham médulo constante de tg e determine o tempo de duragao ¢ 
do curso do elevador. 


Problema 2/20 


2/21 Uma particula oscila ao longo de uma linha reta com uma velo- 
cidade variando senoidalmente em milimetros por segundo dada por 
v=16 sen 7/6, onde t 6 em segundos. Se o deslocamento da particula 
é de 8 mm quando ¢ = 0, determine 0 seu deslocamento maximo syasy 
e represente graficamente s contra t para um ciclo completo. 

Resp. 84, = 69,1 mm 


2/22 Um veiculo entra em uma seco de teste de uma estrada reta 
em s = 0 com uma velocidade de 40 km/h. Em seguida sofre uma 
aceleragado que varia com o deslocamento como mostrado na figura. 
Determine a velocidade v do vefculo quando este passa pela posicio 
s=0,2 km. 


a, m/s” 
| 
| 

0,81 

| 

| 

| 

| 


0,4 


0 “OL 0,2 
Problema 2/22 


2/23 Pequenas bolas de ago caem do repouso através da abertura 
em A a uma taxa constante de duas por segundo. Encontre a separa- 
go vertical h de duas bolas consecutivas quando a mais baixa tiver 
caido 8 metros. Despreze a resisténcia do ar. 

Resp. h = 2,61 m 


Problema 2/23 


2/24 Uma forga de desaceleragéo atua sobre uma particula que 
inicialmente se desloca com uma velocidade de 100 m/s e fornece 
uma desaceleragéo como a registrada pela leitura do osciloscépio 
mostrado na figura. Determine a velocidade aproximada da particu- 
Jaemt=4seemt=8s. 


Desaceleracgao 


Tempo ¢, s 


Problema 2/24 


i 
i 
| 
| 
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2/25 Uma menina rola uma bola para cima em um plano inclinado 
e deixa esta retornar para ela. Para o angulo @ e a bola em questdo, 
a aceleragéo da bola ao longo da inclinacdo é constante em 0,25g, 
dirigida para baixo no plano inclinado. Se a bola é liberada com uma 
velocidade de 4 m/s, determine a distancia s em que esta se move 
para cima no plano inclinado antes de inverter o seu sentido e o 
tempo total ¢ necessdrio para a bola retornar & mao da crianga. 
Resp. s = 3,26 m, t = 3,26s 


Problema 2/25 


2/26 Um corpo se move em uma linha reta com uma velocidade 
cujo quadrado diminui linearmente com o deslocamento entre dois 
pontos A e B, que estao afastados 300 m como mostrado na figura. 
Determine o deslocamento As do corpo durante os tiltimos 2 segun- 
dos antes da chegada em B. 


v?, (m/s)? 


2500 


Problema 2/26 


2/27 A mola de 350 mm 6 comprimida para um comprimento de 
200 mm, quando é liberada a partir do repouso e acelera o bloco 
deslizante A. A aceleracio tem um valor inicial de 130 m/s? e em 
seguida diminui linearmente com 0 movimento x do bloco, chegando 
a zero quando a mola recupera o seu comprimento original de 350 
mun. Calcule o tempo ¢ para o bloco ir até (a) 75 mm e (b) 150 mm. 
Resp. (a) t = 0,0356 s, (6) t = 0,0534 s 


Problema 2/27 


2/28 Uma motocicleta parte do repouso com uma aceleracdo ini- 
cial de 3 m/s” e a acelerag&o ent4o varia com a distancia s como mos- 
trado na figura. Determine a velocidade v da motocicleta quando s = 
200 m. Determine também 0 valor da derivada ee neste ponto. 


0 100 200 
$,m 
Problema 2/28 


2/29 Ocarro esta viajando com uma velocidade constante up = 100 
km/h na parte horizontal da estrada. Quando o plano inclinado a 6% 
(tan @= 6/100) é encontrado, o condutor nao altera a posigéo do pedal 
do acelerador e conseqiientemente o carro desacelera a uma taxa 
constante g sen 6. Determine a velocidade do carro (a) 10 segundos 
apés passar pelo ponto A e (b) quando s = 100 m. 

Resp. (a) v = 21,9 m/s, (6) v = 25,6 m/s 


Problema 2/29 


2/30 Uma particula se movendo ao longo do sentido positivo de 
x com uma velocidade inicial de 12 m/s é submetida a uma forga 
retardadora que lhe dé uma aceleragdo negativa a qual varia linear- 
mente com o tempo para os primeiros 4 segundos como mostrado na 
figura. Para os préximos 5 segundos a forga é constante e a acelera- 
gao também permanece constante. Faga um grafico da velocidade da 
particula durante os 9 segundos e especifique o seu valor em ¢ = 4s. 
Encontre também a distancia Ax percorrida pela particula desde sua 
posigdo em ¢ = 0 até o ponto em que esta inverte sua diregéo. 


0 ‘ 4,8 
i 
I 
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Problema 2/30 


2/31 Um corpo que se move em uma linha reta entre dois pontos 
AeB afastados de uma distancia de 50 m tem uma velocidade cujo 
quadrado aumenta linearmente com a distancia percorrida, como 
mostra o grafico. Determine o deslocamento As do corpo durante os 
ultimos 2 segundos antes da chegada em B. 

Resp. As = 11,6 m 


s,m 
Problema 2/31 


26 Capitulo 2 


eae —— = 7 


2/32, Um policial motociclista parte do repouso em A dois segun- 
dos depois que um carro, corrende a uma velocidade constante de 
120 km/h, passa pelo ponto A. Se o patrulheiro acelera a uma taxa 
de 6 m/s até que atinja a sua velocidade maxima admissivel de 150 
km/h, que ele mantém, calcule a distancia s do ponto A para o pento 
em que ele ultrapassa o carro. 


Problema 2/32 


2/33 Um velocista atinge sua velocidade maxima v,,,, em 2,5 segun- 
dos partindo do repouso com aceleragéo constante. Mantém entao 
esta velocidade e termina os 100 metros no tempo total de 10,40 se- 
gundos. Determine sua velocidade maxima j,g.. 

Resp. Umax = 10,93 m/s 


100 m 


Problema 2/33 


2/34 Uma cépsula impulsionada a vacuo para um sistema de 
transporte tubular de alta velocidade do futuro esta sendo projetada 
para operagéo entre duas estagdes A e B, que esto distantes 10 
km. Se a aceleragéo e a desaceleragéo devem ter uma limitacdo no 
médulo de 0,6g e se as velocidades devem ser restritas a 400 km/h, 
determine 0 tempo minimo ¢ para a cdpsula realizar uma viagem 
de 10 km. 


10 km 


Problema 2/34 


2/35 O corpo caindo com velocidade Up colide e mantém contato 
com a plataforma apoiada por um jogo de molas. A aceleragao do cor- 
po apés 0 impacto é a = g—cy, onde c é uma constante positiva ey é 
medido a partir da posicdo original da plataforma. Se a compressao 
maxima das molas é observada como y,,, determine a constante ec. 


U9? + 2% mn 


Resp. c= 7 
Im 


TEL 


Problema 2/35 


2/36 A particula 1 é submetida a uma aceleracao a = ~kv, a parti- 
cula 2 é submetida a a = Kt, e a particula 3 6 submetida a a =-As. 
Todas as trés particulas partem da origem s = 0 com uma velocidade 
inicial vp = 10 m/s no instante ¢ = 0, e o médulo de & 6 0,1 para todas 
as trés particulas (note que as unidades de k variam de caso para 
caso). Represente graficamente a posicdo, a velocidade e a acelera- 
¢éo contra o tempo para cada particula durante o intervalo 0 =< 
t= 10s, 


2/37 Um veiculo auto-impulsionado de massa m cujo motor forne- 
ce uma poténcia constante P tem uma aceleracdo a = P/(mv) onde 
toda resisténcia devida ao atrito é desprezada, Determine expres- 
sdes para a distAncia s percorrida e o tempo ¢ correspondente exigido * 
pelo veiculo para aumentar a sua velocidade de v, até Dg. 


Resp. s = a (ug8 — v3) 


t 2 


= op (v9” — v4”) 
2/38 Um determinado lago é proposto como uma 4rea de aterris- 
sagem para grandes avides a jato. A velocidade de aterrissagem de 
160 km/h no contato com a agua deve ser reduzida para 30 kmv/h 
em uma distancia de 400 m. Se a desaceleragdo é proporcional ao 
quadrado da velocidade da aeronave através da 4gua, a = —Kv?, en- 
contre o valor do parametro de projeto K, que indica a proporeiio do 
tamanho e da forma das pds do trem de aterrissagem que sulcam 
através da 4gua. Encontre também o tempo ¢ decorrido durante o 
intervalo especificado, 


2/39 Uma particula se movendo ao longo de uma linha reta desa- 4 
celera de acordo com a = —kv, onde k 6 uma constante e v 6 a veloci- ,_ 
dade. Se a sua velocidade inicial no instante ¢ = 0 6 vy = 4 m/s e a sua 
velocidade no instante ¢ = 2 s 6 v = 1 m/s, determine o tempo Te a 
distancia correspondente D para que a velocidade da particula seja 
reduzida para um décimo de seu valor inicial. 

Resp. T = 3,32 s, D = 5,19 m 


2/40 O cone caindo com uma velocidade ug atinge ¢ penetra 0 bloco 
de material de embalagem. A aceleragéio do cone apés o impacto 6 
a=g~cy*, onde c 6 uma constante positiva e y €a distancia de pe- 
netragdo. Se a profundidade de penetracéio maxima observada 6 de 
Ym: determine a constante c. 


Problema 2/40 


2/41 A resisténcia aerodindmica ao movimento de um carro 6 
aproximadamente proporcional ao quadrado da sua velocidade. A 
resisténcia adicional ao atrito é constante, de modo que a acelerac&o 
do carro quando em ponto morto pode ser escrita a = —C, — Cyv?, 
onde C, e C, sio constantes que dependem da configuragdo mecani- 
ca do carro. Se o carro tem uma velocidade inicial vy quando 0 motor 
é desengrenado, derive uma expressdo para a distancia D necessaria 
para o carro mover-se em ponto morto até parar. 
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2/42 Calcule a velocidade de impacto de um corpo liberado a partir 
do repouso a uma altitude A = 800 km. (a) Suponha uma aceleracao 
gravitacional constante gy = 9,81 m/s” e (b) considere a variacao de 
g com a altitude (veja a Segdo 1/5). Despreze os efeitos do arrasto 
atmosférico. 


Problema 2/42 


2/43 Calcule a velocidade de impacto de um corpo A que é liberado 
a partir do repouso a uma altitude h = 1200 km acima da superficie 
da lua. (a) Suponha inicialmente uma aceleragdo gravitacional cons- 
tante jo = 1,620 m/s” e (b) entao considere a variagdo de g; com a 
altitude (veja a Segdo 1/5), 

Resp. (a) v = 1972 m/s, (b) v = 1517 m/s 


Problema 2/43 


2/44 O movimento horizontal do émbolo e do eixo é dificultado pela 
resisténcia ao movimento do disco através do banho de éleo. Se a 
velocidade do émbolo é vy na posigéo A onde x = 0 e¢ = 0, e se a desa- 
celeragao 6 proporcional a v de modo que a = —ku, derive expressées 
para a velocidade v e coordenada de posi¢éo x em termos do tempo ¢. 
Expresse também v em termos de x. 


Problema 2/44 


2/45 Um pequeno objeto é liberado a partir do repouso em um tan- 
que de éleo. A aceleracéio de descida do objeto é g — ku, onde g 6a 
aceleracdo constante devida a gravidade, k 6 uma constante que de- 
pende da viscosidade do dleo e da forma do objeto, e v é a velocidade 
do objeto para baixo. Derive expressées para a velocidade vu e para a 
queda vertical y como fungdes do tempo ¢ apés a liberacdo. 


Resp. v = g (L-e*) 
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2/46 Em sua corrida para decolagem, um aviao parte do repouso e 
acelera de acordo com a = ay — ku”, onde ay é a aceleracdo constante 
resultante do empuxo do motor e —ku? 6 a aceleracéo devido ao ar- 
rasto aerodindmico. Se ag = 2 m/s”, k = 0,00004 m7, e v é expresso 
em metros por segundo, determine o comprimento de projeto da pis- 
ta necessdrio para 0 avido atingir a velocidade de decolagem de 250 
km/h se 0 termo de arrasto é (a) excluido e (b) inclufdo. 


tes ey v= 250 km/h 


Problema 2/46 


2/47 Um projétil de teste 6 disparado horizontalmente em um li- 
quido viscoso com uma velocidade de vg. A forga de desaceleragiio é 
proporcional ao quadrado da velocidade, de modo que a aceleragio 
torna-se a = ~kv*, Derive expressées para a distancia D percorrida 
no liquido e o correspondente tempo ¢ necessario para reduzir a velo- 
cidade para v9/2. Despreze qualquer movimento vertical. 

1 


Resp, D = 0,693/k, t = lug 


Problema 2/47 


2/48 Um carro parte do repouso e acelera a uma taxa constante 
até atingir 100 km/h em uma distancia de 60 m, momento em que 
é desengrenado. O carro entao diminui para uma velocidade de 50 
km/h em uma distancia adicional de 120 m com uma desaceleracdo 
que 6 proporcional 4 sua velocidade. Encontre o tempo ¢ para 0 carro 
para viajar 180 m. 


2/49 Com uma boa aproximacao a pressdo atrés de uma bala de 
espingarda varia inversamente com a posi¢ao do ponto x ao longo do 
cano. Assim, a aceleragéo da bala pode ser escrita como a = k/x, onde 
k 6 uma constante. Se a bala parte do repouso em x = 7,5 mm e se 
a velocidade de safda da bala é de 600 m/s no final dos 750 mm do 
cano, calcule a aceleragéo da bala quando esta passa o ponto médio 
do cano em x = 375 mm. 


tm [I 750 rama 


Problema 2/49 


Resp. a = 104,2 km/s* 


600 m/s 
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2/50 O motorista de um carro, que esta inicialmente em repouso 
no topo A de uma ladeira, libera os freios e desce em ponto morto 
com uma aceleracgdo em metros por segundo ao quadrado dada por 
a = 0,981 — 0,018v?, onde v é a velocidade em metros por segundo. 
Determine a velocidade vg na base B da ladeira. 


Problema 2/50 


2/51 Quando o efeito de arrasto aerodinamico é incluido, a ace- 
leracao y de uma bola de beisebol movendo-se verticalmente para 
cima 6 a, =~ g — kv®, enquanto a aceleragéo quando a bola esté em 
movimento descendente é a, = ~g + kv*, onde k é uma constante po- 
sitiva e v é a velocidade em metros por segundo. Se a bola 6 lancada 
para cima. a 30 m/s aproximadamente a partir do solo, calcule a sua 
altura maxima / e sua velocidade uv, quando colide com o solo. Adote 
k como 0,006 m™ e assuma que g é constante, 

Resp, h = 36,5 m, vy = 24,1 m/s 


ae Sk See eS 


—--8 
we 
3 
5 
——> ---- > -- 


Problema 2/51 


2/52 Para a bola de beisebol do Prob. 2/51 atirada para cima com 
uma velocidade inicial de 30 m/s, determine o tempo ¢, do solo até o 
Apice e o tempo ¢, do Apice até o solo. 


2/53 A aceleragio do piloto de drag race é modelada como a@ = ¢ — 


. ¢gv®, onde o termo v? leva em consideragio o arrasto aerodinamico 


e onde ¢, cy sao constantes positivas. Se c. 6 conhecido (a partir 
de testes no ttinel de vento) como 1,64(10~+) m-, determine ce, sea 
velocidade final é 305 km/h. Uma drag race é uma corrida em pista 
reta de 400 m que inicia do repouso. 

Resp. c, = 9,57 m/s” 


Problema 2/53 


2/54 Use o valor de c, citado na resposta do Prob. 2/53 e determine 
o tempo ¢ necess4rio para o piloto de drag race descrito naquele pro- 
blema completar os 400 m da corrida. 


2/55 Ocombustivel de um modelo de foguete 6 queimado tao rapida- 
mente que se pode assumir que o foguete adquire a sua velocidade de 
queima total de 120 m/s enquanto continua essencialmente no nivel 
do solo. O foguete entéo continua sem propulsdo verticalmente para 
cima até o 4pice da trajetéria. Com a inclusdo do arrasto aerodinamico, 
a aceleracao na direcdo y durante este movimento é ay =-g- 0,0005v?, 
onde as unidades sAo metros e segundos. No 4pice um para-quedas se 
abre do cone do nariz, e o foguete rapidamente adquire uma velocida- 
de de descida constante de 4 m/s. Estime o tempo de véo ¢. 

Resp. t = 147,75 


Problema 2/55 


2/56 Os pavimentos de um edificio alto sio uniformemente es- 
pacados de 3 metros de altura. Uma bola A 6 deixada cair da po- 
sigéo mostrada do telhado. Determine os tempos necessdrios para 
que esta passe os 3 metros do primeiro, décimo e centésimo andares 
(contados a partir do topo). Despreze o arrasto aerodinamico. 


Problema 2/56 
2/57 Repita o Prob. 2/56, porém agora inclua os efeitos do arrasto 
aerodinamico. As forgas de arrasto provocam uma componente de 
aceleracao em m/s? de 0,016v? na diregio oposta ao vetor velocidade, 
onde v éem m/s. 


Resp. t, = 0,788 s, t1) = 0,1567 s 
tioo = 0,1212 s 


2/58 Uma particula que se desloca ao longo do eixo x é submetida 
a uma forga de aceleragdio que aumenta linearmente com o tempo 
e uma forcga de desaceleracéo que aumenta diretamente com o des- 
locamento. A aceleragao resultante 6 a = Kt ~ k®x, onde K e k sao 
constantes positivas e onde ambos x e v = x sao zero quando o tempo 
t = 0. Determine o deslocamento x como uma funcio de £. 
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2/59 Um carro A viaja a uma velocidade constante de 100 km/h. 
Quando na posicdo mostrada no instante de tempo ¢ = 0, 0 carro B 
tem uma velocidade de 40 km/h e acelera a uma taxa constante de 
O,lg ao longo de sua trajetéria até que atinja uma velocidade de 100 
ku/h, depois do que viaja em uma velocidade constante. Qual é a 
posicdio em regime permanente do carro A com relagao ao carro B? 
Resp. A a frente de B por 198,7 m 


Problema 2/59 


2/3. Movimento Curvitineo PLANO 

Vamos agora tratar o movimento de uma particula ao 
longo de uma trajetéria curva que permanece em um tinico 
plano. Este movimento 6 um caso especial de um movimento 
tridimensional mais geral introduzido na Segio 2/1 e ilustra- 
do na Fig. 2/1. Se fizermos o plano de movimento ser o plano 
x-y, por exemplo, entdo as coordenadas z e ¢ da Fig. 2/1 serao 
ambas zero, e R torna-se 0 mesmo que r. Como mencionado 
anteriormente, a grande maioria dos movimentos de pontos 
ou particulas encontrados na pratica de engenharia pode ser 
representada como movimento plano. 

Antes de prosseguir com a descrigéo do movimento plano 
curvilineo em um sistema de coordenadas especffico, vamos 
primeiro utilizar a andélise vetorial para descrever 0 movi- 
mento, uma vez que os resultados serfio independentes de 
um sistema de coordenadas particular. O que se segue nesta 
secdo constitui um dos conceitos mais basicos em dindmica, 
isto 6, a derivada no tempo de um vetor. Muitas andlises em 
dinamica utilizam a taxa de variacdo no tempo de grandezas 
vetoriais, Vocé esta, portanto, bem advertido para dominar 
este assunto desde 0 inicio, pois terd oportunidades freqiien- 
tes de utilizd-lo. 

Considere agora‘o movimento continuo de uma particu- 
la ao longo de uma curva plana como representado na Fig. 
2/5. No instante de tempo ¢ a particula esta na posigéo A, 
que 6 localizada pelo vetor posigdo r medido a partir de al- 
guma origem fixa conveniente O. Se tanto o médulo quanto 
a direcdo de r sdo conhecidos no instante ¢, ent&o a posigao 
da particula 6 completamente especificada. No instante ¢ + 
At, a particula esta em A’, localizada pelo vetor posigéo 
r + Ar. Notamos, naturalmente, que esta combinagao 6 uma 
adicéio vetorial e nado uma adigdo escalar. O deslocamento da 
particula durante o intervalo de tempo At é 0 vetor Ar que 
representa a variagéo vetorial da posigao e é evidentemen- 
te independente da escolha da origem. Se uma origem fosse 


2/60 Repita o Prob. 2/59, salvo que o carro B, em vez de possuir 
uma aceleragdo constante, agora acelera conforme mostrado no gra- 
fico a seguir. O instante de tempo f, 6 0 momento em que a veloci- 
dade do carro B atinge 100 km/h. Depois do tempo é,, a velocidade 
permanece constante. Compare o seu resultado com o indicado para 
o Prob. 2/59. 


Problema 2/60 
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Figura 2/5 


escolhida em alguma localizacao diferente, o vetor posicao r 
teria de ser alterado, mas Ar seria inalterado. A distancia 
efetivamente percorrida pela particula que se move ao longo 
da trajetéria de A até A’ é 0 comprimento escalar As medido 
ao longo da trajetéria. Assim, distinguimos entre o vetor des- 
locamento Ar e a distancia escalar As. 


Velocidade 


A velocidade média da particula entre A e A’ é definida 
COMO Vingq = Ar/At, que 6 um vetor cuja diregdo é aquela de Ar 
e cujo médulo é o médulo de Ar dividido por At. A velocidade 
escalar média de uma particula entre A e A’ é 0 quociente 
escalar As/At. Evidentemente, o médulo da velocidade mé- 
dia e a velocidade escalar média se aproximam um do outro 
conforme o intervalo At diminui e A e A’ tornam-se mais pré- 
ximos. 

A velocidade instanténea v da particula é definida como o 
valor limite da velocidade média quando o intervalo de tem- 
po tende a zero. Deste modo, 


= lim AE 
ae 
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Observamos que a direcdo de Ar se aproxima da tangente a 
trajetéria quando At tende a zero e, portanto, a velocidade v 
é sempre um vetor tangente a trajetéria. 

Estendemos agora a definicdo basica de derivada de uma 
grandeza escalar para incluir uma grandeza vetorial e es- 
crevemos 


(2/4) 


A derivada de um vetor é ela prépria um vetor que possui 
tanto um médulo quanto.uma diregdo. O médulo de v 6 cha- 
mado de velocidade escalar e é 0 escalar 


‘vada pode ser escrito em qualquer uma da rias formas 
|dr/dt| = |t[ = 8 = |v] =v e representa o modulo da velo- 
cidade, ou a velocidade escalar, da particula. Por outro Iado,~ 
a derivada do médulo é escrita d|x |/dt = dr/dt =, e repre- 


senta a taxa em que 0  comprimento ‘do vetor po r esta 


variando. Assim, estas duas derivadas tém dois significados ’ 


completamente diferentes, e devemos ser extremamente cui- 
dadosos para diferencid-los em nosso raciocinio e em nossa 
notagao. Por esta e outras razées, vocé 6 estimulado a adotar 
uma notag4o consistente para a manipulacdéo manuscrita de 
todas as grandezas vetoriais para distingui-las das grande- 
zas escalares. Pela simplicidade o sublinhado v é recomen- 
dado. Outros simbolos manuscritos tais como 0, v e d séio 
utilizados algumas vezes. 

Com 0 conceito de velocidade estabelecido como um vetor, 
voltamos a Fig. 2/5 e identificamos a velocidade da particula 
em A pelo vetor tangente v e a velocidade em A’ pela tangen- 
te em v’. Evidentemente, existe uma variagdo vetorial na ve- 
locidade durante o intervalo de tempo dt. A velocidade v em 
A adicionada (vetorialmente) 4 variagéo Av deve ser igual 
& velocidade em A’, entiio podemos escrever v’ — v = Av. A 
inspegéo do diagrama vetorial mostra que Av depende tanto 


da variagéo 0 no médulo (comprimento) d de v quanto da vari 


fandamentais da derivada de um vetor. 


Aceleracao 


A aceleragdo média da particula entre A e A’ é definida 
como Av/A?, que é um vetor cuja diregdo 6 aquela de Av. O 
médulo desta aceleragio média é 0 médulo de Av dividido 
por At. 

A aceleracéo instanténea a da particula é definida como o 
valor limite da aceleragéo média quando 0 intervalo de tem- 
po tende a zero. Deste modo, 


Av 
~ AB At 


Pela definigéo de derivada, por conseguinte, escrevemos 


(25) 


Quando o intervalo At torna-se menor e tende a zero, a dire- 
gao da variagdo Av se aproxima da variagao diferencial dv 


e, conseqiientemente, de a. A aceleragao a, en 


efeitos tanto da variagao no médulo de v “quanto da varia- 


c&o na direcdo de v. E evidente que, em geral, a di 


aceleragao de uma particula em movime 
é nem tangente A trajetéria e nem normal & trajetoria. Ob- 


servamos, entretanto, que a componente da ac 


normal a trajetéria aponta em diregéo ao centro de curvatu- 
ra da trajetéria. 


Visualizacao do Movimento 


Outra abordagem para a visualizagéo da aceleracdo 6 
apresentada na Fig. 2/6, onde os vetores de posigéo para 
trés posigées arbitrdrias sobre a trajetéria da particula sao 
apresentados com propésito ilustrativo. Existe um vetor ve- 
locidade tangente a trajetéria correspondente a cada vetor 
posigéo, e a relagao é v = r. Se estes vetores velocidade agora 
séo desenhados a partir de algum ponto arbitrdrio C, uma 
curva, chamada hodégrafa, é formada. As derivadas destes 
vetores velocidade seréio os vetores aceleragéo a = ¥ que sao 
tangentes a hodégrafa. Vemos que a aceleragdo tem a mesma 
relacgdo com a velocidade que a velocidade tem com 0 vetor 
posicao. 

A representagéo geométrica das derivadas do vetor po- 
sigéo x e do vetor velocidade v na Fig. 2/5 pode ser usada 
para descrever a derivada de qualquer vetor com respeito 
a ¢ ou com respeito a qualquer outra varidvel escalar. Agora 
que utilizamos as definigdes de velocidade e aceleragao para 
introduzir o conceito de derivada de um vetor, é importante 
estabelecer as regras para a diferenciagéo de grandezas ve- 
toriais. Estas regras so as mesmas para a diferenciagdo de 
grandezas escalares, exceto para o caso do produto vetorial 
onde a ordem dos termos deve ser preservada. Estas regras 
estao contempladas na Segéo C/7 do Apéndice C e devem ser 
revisadas neste momento. 

Trés diferentes sistemas de coordenadas séo comumente 
usados para descrever as relagées vetoriais para 0 movimen- 
to curvilineo de uma partfcula em um plano: coordenadas re- 
tangulares, coordenadas normal e tangencial, e coordenadas 
polares. Uma importante ligéo a ser aprendida a partir do 
estudo destes sistemas de coordenadas é a escolha apropria- 
da de um sistema de referéncia para um determinado pro- 
blema. Esta escolha 6 usualmente revelada pela maneira na 
qual o movimento é gerado ou pela forma com que os dados 
sejam especificados. Cada um dos trés sistemas de coordena- 
das sera agora desenvolvido e ilustrado. 
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Figura 2/6 
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2/4 Coorpenapas Retancutares (x-y) 


Este sistema de coordenadas é particularmente util para 
a descrigao de movimentos onde as componentes x e y da 
aceleracdéo sAo geradas ou determinadas independentemen- 
te. O movimento curvilfneo resultante é entao obtido pela 
combinac&o vetorial das componentes x e y do vetor posi¢do, 
velocidade e aceleracio. 


Representacao Vetorial 


A trajetoria da particula na Fig. 2/5 é mostrada novamen- 
te na Fig. 2/7 juntamente com os eixos x e y. O vetor posigao 
r, a velocidade v, e a aceleragdo a da particula como desen- 
volvido na Secio 2/3 sao representados na Fig. 2/7 juntamen- 
te com as suas componentes x e y. Com a ajuda dos vetores 
unitdrios i e j, podemos escrever os vetores r, v e a em ter- 
mos de suas componentes x ey. Deste modo, 

N 


(2/6) 


A medida que diferenciamos em relagao ao tempo, observa- 
mos que as derivadas no tempo dos vetores unitdrios so 
zero porque o seu médulo e diregao permanecem constantes. 
Os valores escalares das componentes de v e a sao simples- 
mente v, = %, vy = 7 € a, = 0, = 4, a, =v, = ¥. (Como desenhado 
na Fig. 2/7,a, 6no sentido negativo de x, de forma que X seria 
um nitimero negativo.) 

Conforme observado anteriormente, a diregéo da veloci- 
dade é sempre tangente a trajetéria, e a partir da figura é 
evidente que 


v, 
y 
Party? v= ju +2  tane= F 
x 


a =a, + a,? 


Se o Angulo 6 6 medido no sentido anti-horario a partir do 
eixo do x até v para a configuracdo dos eixos mostrada, entao 
podemos também observar que dy/dx = tan 0 = v,/u,. 

Se as coordenadas x ey sao conhecidas independentemen- 
te como funcées do tempo, x = f,(t) e y = fa(¢), entdo para 
qualquer valor do tempo podemos combiné-las para obter r. 
Do mesmo modo, combinamos suas primeiras derivadas x e 
y para obter v e suas segundas derivadas x e ¥ para obter a. 
Por outro lado, se as componentes a, e a, da aceleragdo sao 


Trajetéria 


Figura 2/7 


dadas como fungdes do tempo, podemos integrar cada uma 
delas separadamente em relagéio ao tempo, uma vez para 
obter v, e v, € novamente para obter x = f(t) ey = f,{t). A 
eliminagdo do tempo ¢ entre estas duas tiltimas equagdes pa- 
ramétricas resulta na equacéo da trajetéria curva y = f(x). 

A partir da discuss&o apresentada podemos ver que a 
representac&o em coordenadas retangulares do movimento 
curvilineo é apenas a superposigdo das componentes de dois 
movimentos retilineos simultaéneos nas direcées x e y. Por- 
tanto, tudo o que foi coberto na Sec&o 2/2 sobre movimento 
retilineo pode ser aplicado separadamente para 0 movimen- 
to x e para o movimento y. 


Movimento de um Projétil 


Uma aplicacao importante da teoria cinematica bidimen- 
sional é o problema do movimento de um projétil. Para um 
primeiro tratamento do assunto, desprezamos 0 arrasto aero- 
dinamico e a curvatura e rotacéo da Terra, e vamos supor 
que a variacdo de altitude é suficientemente pequena de 
modo que a aceleracéo devida & gravidade pode ser conside- 
rada constante. Com estas hipdteses, as coordenadas retan- 
gulares sdo convenientes para a andlise da trajetéria. 

Para os eixos mostrados na Fig. 2/8, as componentes da 
acelerac&o sao 


a,=0 a, =-g 


A integracdo destas aceleragdes segue os resultados obtidos 
anteriormente na Secdo 2/2a para aceleracdo constante e 
fornece 


Uz = Uxdo vy = Wy)o — Bt 
Y= Io + (Yt — Fal? 


v2 = (vy)? — 2gly - ¥o) 


x = xy + (Udot 


Em todas estas expressdes, 0 subscrito zero denota condi- 
Ges iniciais, freqiientemente tomadas como aquelas no lan- 
camento onde, para o caso ilustrado, x9 = yo = 0. Note que a 
grandeza g é tomada como positiva ao longo deste texto. 
Podemos ver que os movimentos x e y séo independentes 


para as condigées simples do projétil em consideragao. Aeli-. 


minacdo do tempo ¢ entre as equagées para o deslocamento x 


locidade ao quadrado (por exemplo), entao os movimentos x 


ey seriam acoplados (interdependentes), e a trajetéria nao 


seria parabdlica, 


(u,)q = vp cos 8 


Figura 2/8 
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Quando o movimento do projétil envolve grandes veloci- 
dades e altitudes elevadas, para a obtencao de resultados 
precisos devemos levar em conta a forma do projétil, a varia- 


go de g com a altitude, a variacdo da massa especifica do ar normalmente necesséria. 


Herman Eisenbeiss/Photo Researchers, Inc. 


Esta fotografia estroboscépica de uma bola de pingue-pongue pulando sugere 


nao sé a natureza parabdlica da trajetéria, mas também o fato de que a veloci- 
dade é menor perto do dpice. 


Exemplo 2/5 


” 0 movimento curvilineo de uma particula ¢ definido por v, = 50 — 16¢ ey = 100-422, 
onde uv, 6 emi metros por segundo, y 6em metros, e¢ 6 em segundos. Também é conhecido 


“que x"='0-quando ¢ = 0. Faga um grafico da trajetéria da particula e determine a sua 


velocidade e aceleragiio quando a posicao y = 0 é atingida. 


Solugado. A coordenada x éobtida pela integragiio da expressiio para uv, @ a componente 
x da‘aceleragao.6 obtida por meio da diferenciagao de v,. Assim, 


[fees fue)” fia = i (50-161) de x = 50t~ 8m 


la, = 8] a = ¢ (60-16) a, = ~16 m/s? 
As componentes y da velocidade e da aceleracao sao 


[y= 91 vy = 2 (100 - 4) v, = Be mis 


lay = o,) a, = 2 (-81) a, = —8 m/s? 


Caleulamos agora os valores correspondentes de x e y para varios valores de ¢ e re- 
Presentamos no grafico de x contra y para obter a trajetéria como mostrado na figura. 
Quando y = 0,0 = 100 - 422, entao t = 5 s. Para este valor do tempo, temos 


v, = 50 — 16(5) = —30 m/s 

vy = —8(5) = —40 m/s 

v= ¥(—30)? + (=40)? = 50 mis 
a= (O16) + (-8)? = 17,89 m/s? 


0 20 40 4 60 80 
x, m 
Trajetéria Trajetéria 
i / 
/ / 
y la 
/ 


v= 50 mis 


2 
3 
4 
t=58 / 


tv, =-40 m/s 


com a altitude, e a rotagdo da Terra. Estes fatores introdu- 
zem uma considerdvel complexidade nas equagées do movi- 
mento, e a integragdo numérica das equacées.de aceleraciio é 


@ 
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As componentes de velocidade e aceleracdo e suas resultantes séo mostradas nos dia- 
gramas isolados para o ponto A, onde y = 0. Assim, para esta condigéo podemos escre- 
ver 


v = ~380i — 40j m/s Resp. 


a = ~16i — 8j m/s? Resp. 


Exemplo 2/6 


Um foguete gastou todo o seu combustivel quando atinge a posicéo A, onde tem 
uma velocidade de u em um Angulo 6 com relagdo & horizontal. Entdo inicia um v6o 
sem propulsao e atinge uma altura maxima adicional A na posicéo B apés viajar uma 
distancia horizontal s.a partir de A. Determine as expressdes para h e s, 0 tempo ¢ de 
véo de A para B, e a equagdo da trajetéria. Para o intervalo em questao, suponha uma 
Terra plana com uma aceleracdo gravitacional g constante e despreze qualquer resis- 
téncia atmosférica. 


Solugdo. Uma vez que todas as componentes do movimento podem ser expressas dire- 
tamente em termos de coordenadas horizontal e vertical, um conjunto de eixos retan- 
gulares x-y seré empregado. Desprezando a resisténcia atmosférica, a,= 0 ea, = ~g,e@ 
o movimento resultante é uma superposi¢&o direta de dois movimentos retilineos com 
aceleragao constante, Deste modo, 


, : 
{dx = v, dt] x= wcos dt x = ut cos é 
0 
vy t 
[du, = a, dt] es du, = i (—g) dt vy, =u sen 6~ gt 
t 
[dy = vy de] y= ff (u sen 0~gt)dt  y=ut sen 6 ~ het 


A posigéo B é alcancada quando v, = 0, o que ocorre para 0 = u sen @~ gt ou 
, t = (wsen dig Resp. 


A substitui¢do deste valor para o tempo na expressao para y fornece a maxima altitude 
adicional 


2 2 sen? 
=u (48802) sens by (u8en4) p = Hosen? 6 Resp. 
A distancia horizontal 6 dada por 
2 
s=u (ueene <5 2) cos 6 g = Usen ae on 20 Resp. 


que nitidamente 6 um mdximo-quando @ = 45°, A equaciio da trajetéria 6 obtida por 
meio da eliminagao de t a partir das expressdes de x ey, o que fornece 


2 


x" 
y=xtane— a sec” 6 Resp. 


Esta equacao descreve a parabola vertical como indicada na figura. 


Sugestao Util 


Observamos que o vetor velocidade situa-se ao 
longo da tangente & trajetéria como deveria, 
mas que o vetor aceleragdo nao 6 tangente A 
trajetéria. Note especialfnente que o vetor ace- 
leragéo tem uma componente que aponta em 
diregdo ao interior da trajet6ria curva. Conclu- 
imos do nosso diagrama na Fig. 2/5 que é im- 
possivel para a aceleragéo ter uma componente 
que aponte em direcdo ao exterior da curva. 
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Sugestées Uteis 


@ Note que este problema é simplesmente a 
descrigado do movimento de um projétil des- 
prezando a resisténcia atmosférica. 


@ Vemos que a distancia total e o tempo de 
véo para um projétil disparado acima de um 
plano horizontal seria o dobro dos respecti- 
vos valores de s e ¢ fornecidos aqui. 


@® Sea resisténcia atmosférica fosse levada em 
consideracao, a dependéncia das componen- 
tes da aceleragdo sobre a velocidade teria de 
ser estabelecida antes que uma integracdo 
das equagées pudesse ser realizada. Isto se 
tornaria um problema muito mais dificil. 
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PROBLEMAS 


(Nos problemas seguintes onde um movimento como ode um projétil 
no ar for considerado, despreze a resisténcia do ar, salvo indicagao 
em contrario e utilize g = 9,81 m/s”) 


Problemas Introdutérios 


2/61 No instante ¢ = 10 s, a velocidade de uma particula que se 
desloca no plano x-y 6 v = + 0,1i + 2j m/s. No instante t = 10,1 s, sua 
velocidade torna-se —0,li + 1,8j m/s. Determine o médulo agg de 
sua aceleragéo média durante este intervalo e o angulo 6 dado pela 
aceleracéo média com 0 eixo positivo x. 

Resp. dea = 2,83 m/s”, 0 = 225° 


2/62 Uma particula que se move em um movimento curvilineo tem 
coordenadas em milimetros que variam com o tempo ¢ em segundos 
de-acordo.com.x-=.342.—4t.ey.= 4? — 423, Determine os médulos da 
velocidade v e aceleracio a ¢ os Angulos que estes vetores fazem com 
o eixo x quando t= 2s. 


2/63 Uma particula que se desloca em movimento bidimensional 
tem coordenadas em milimetros dadas por x = ¢? - 4¢+ 20ey =3 
sen 2, onde ¢ 6 0 tempo em segundos. Determine os médulos da 
velocidade v e aceleragdo a e o Angulo @ entre estes dois vetores no 
instante t = 3s. 
Resp. v = 6,10 mm/s, a = 3,90 mm/s” 
@ = 11,67° 


2/64 Para um determinado intervalo de movimento 0 pino A é for- 
gado a se deslocar na ranhura fixa parabdlica pelo braco horizontal 
com encaixe que é elevado na diregdo y a uma taxa constante de 30 
mm/s. Todas as medidas s4o’em milimetros e segundos. Calcule a 
velocidade v e aceleragao a do pino A quando x = 60 mm. 


Problema 2/64 


2/65 A particula P se desloca ao longo da ranbura curva, uma par- 
te desta 6 mostrada. Sua distancia em metros medida ao longo da 
ranhura é dada por s = 77/4, onde ¢ é em segundos. A particula esta 
em A quando t = 2,00 se em B quando ¢ = 2,20 s. Determine o médulo 
Opeq da aceleragdo média de P entre A e B. Também exprima a acele- 
ragéio como um vetor a,gq usando vetores unitarios i e j. 
Resp. @meq = 2,76 m/s" 
Armed = 2,261 — 1,580j m/s? 


Problema 2/65 


2/66 Os movimentos x e y das guias A e B com ranhuras em an- 
gulo reto controlam 0 movimento curvilineo do pino P de conexdo, 
que desliza nas duas ranhuras. Por um curto intervalo de tempo, os 
movimentos sao regidos por x = 20 + ie ey=15- ie, onde x ey so 
em milimetros e t 6 em segundos. Calcule o médulo da velocidade v 
e aceleragdo a do pino para ¢ = 2s. Desenhe a diregiio da trajetéria e 
indique a sua curvatura para esse instante. 


Problema 2/66 


2/67 O vetor posicao de um ponto que se move no plano x-y é dado 
por 


onde r 6 expresso em metros e ¢ é expresso em segundos. Determine 
o Angulo entre a velocidade v e a aceleragaéo a quando (a) =2se 
(6)t=3s. 

Resp. (a) @ = 14,47°, (6) 0 = 0 


2/68 As coordenadas retangulares de uma particula que se deslo- 
ca no plano x-y s&o dadas por x = 3 cos 4¢ ey = 2 sen 4¢, onde o tempo 
t 6 expresso em segundos e x ¢ y sdo expressos em metros. Desenhe 
a posigao r, a velocidade v, e a aceleracéo a no instante ¢ = 1,4 se 
determine os dngulos 6 entre ve ae 6, entre re a. 


2/69 Umatileta de salto em distancia atinge a sua tébua de salto A 
com uma velocidade horizontal de 10 m/s. Determine a componente 
vertical da velocidade v, do seu centro de gravidade na decolagem 
para este fazer o salto mostrado. Qual é a ascens&o vertical h do seu 
centro de gravidade? 

Resp. vy = 3,68 m/s, h = 0,690 m 
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Problema 2/69 


2/70 Se o cano da espingarda mostrada aponta para o ponto A, 
calcule a distancia 8 abaixo de A até o ponto B onde a bala incide. A 
velocidade de saida no disparo da bala é de 600 m/s. 


20° Horizontal 


1000 m al 


Pa 


Problema 2/70 


2/71 O centro de massa G de um atleta de salto em altura segue 
a trajetéria mostrada. Determine a componente vg, medida no plano 
vertical da figura, da sua velocidade de impulsdo e 0 Angulo 6 se o 
pice da trajetéria transpée por uma margem minima a barra em A. 
(Em geral, o centro de massa G do atleta deve ultrapassar a barra 
durante um salto bem-sucedido?) 

Resp. vg = 5,04 m/s, @ = 64,7° 


Problema 2/71 


2/72 Com que velocidade horizontal minima u um menino pode 
jogar uma pedra em A e fazé-la por pouco ultrapassar a obstruciio 
em B? 


Problema 2/72 


Problemas Representativos 


2/73 Prove o resultado de conhecimento geral que, para uma dada 
velocidade de langamento ug, 0 Angulo de langamento 6 = 45° forne- 
ce a maxima distancia horizontal R. Determine o alcance maximo. 
(Note que esse resultado nao se aplica quando o arrasto aerodinadmi- 
co é incluido na andlise.) 2 

Resp. Rinax = Yo. 


2/74 Agua escoa do bocal em A, que esté 1,5 m acima do solo. De- 
termine as coordenadas do ponto de impacto do fluxo se a velocidade 
inicial da dgua é (a) vg = 14 m/s € (b) vg = 18 m/s. 


k 9m >t 
Problema 2/74 


2/75 Elétrons sao emitidos em A com uma velocidade u no Angulo 
@ para o espaco entre duas placas carregadas. O campo elétrico en- 
tre as placas é na diregéo E e repele os elétrons que se aproximam 
da placa superior. O campo produz uma aceleracao nos elétrons na 
diregao de E de eZ/m, onde e é a carga do elétron e m 6 a sua mas- 
sa. Determine a intensidade do campo E que permitird aos elétrons 
cruzarem metade da abertura entre as placas. Encontre também a 
distancia s. 

mu*sen? 9 


eb 


eeays 
UT Trajetéria 7 


ba do elétron bes b/2 


Resp. E = +8 = 2b cot @ 


A 
C) 
Fonte de 
eletréns 


Problema 2/75 
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2/76 Um pequeno avido voando horizontalmente com uma veloci- 
dade de 300 km/h em uma altitude de 120 m acima de um vale remo- 
to deixa cair um pacote de emergéncia médica em A. O pacote tem 
um para-quedas que se abre em B e permite que 0 pacote desca ver- 
ticalmente a uma taxa constante de 1,8 m/s. Se a queda é planejada 
de modo que o pacote atinja o solo em 37 segundos apés a liberagao 
em A, determine o adiantamento horizontal L de modo que 0 pacote 
atinja o alvo. Despreze a resisténcia atmosférica de A para B. 


120m 


Problema 2/76 


2/77 Um projétil é disparado com uma velocidade u na entrada A 
de um ttinel horizontal de comprimento L e altura H. Determine o 
valor minimo de u e o valor correspondente do angulo 6 para o qual 
o projétil atingird B na outra extremidade do tunel sem tocar 6 topo 


do tunel. 
Resp. u = /2gH J/1 + (#5)? 0 = tan” (4H/L) 


Problema 2/77 


2/78 Um foguete é liberado no ponto A a partir de um avido a jato 
voando horizontalmente a 1000 km/h em uma altitude de 800 m. Se 
a propulsdo do foguete permanece horizontal e d4 ao foguete uma 
aceleragao horizontal de 0,5g, determine o angulo 6 da horizontal 
até a linha de visada do alvo, 


Problema 2/78 


2/79 Um projétil 6 lancado a partir do ponte A com as condigées 
iniciais mostradas na figura. Determine a distancia inclinada s que 
posiciona 0 ponto B de impacto. Calcule o tempo de vio ¢. 

Resp. s = 1057 m, t= 19,50s 


Problema 2/79 


2/80 Um jogador de beisebol experimenta duas trajetérias dife- 
rentes para arremessar para a base principal a partir da posicaio 
mostrada: (a) vp = 42 m/s com 6 = 8° e (b) vp = 86 m/s com 6 = 12°. 
Para cada conjunto de condicées iniciais, determine o tempo ¢ neces- 
sdrio para a bola de beisebol atingir a base principal ea altura h em 
que a bola cruza com a base. 


60m | 


Problema 2/80 


2/81 Um fuzil de artilharia de longo alcance em A esté apontado 
em um Angulo de 45° com a horizontal, e seu cartucho é somente 
capaz de transpor 0 pico de montanha no topo de sua trajetéria. De- 
termine o médulo u da velocidade de saida, a altura H da montanha 
acima do nivel do mar, e o aleance RF até o mar. 

Resp. u = 396 m/s, H = 4600 m, R = 16,58 km 


Elev. 600 m 


Nivel do mar», 
so 
Problema 2/81 


2/82 Um jogador de futebol americano tenta um chute de 30 m 
passando a bola sobre a barra horizontal e entre os postes da trave. 
Se ele 6 capaz de transmitir uma velocidade u de 30 m/s 4 bola, 
calcule o Angulo minimo @ para o qual a bola ira transpor a barra 
horizontal do gol. (Sugestdo: Faca m = tan 0.) 


re — 30 m eae 


Problema 2/82 


2/83 Se o jogador de ténis da o saque horizontalmente (@ = 0), cal- 
cule sua velocidade v se 0 centro da hola transpGe a rede de 0,9 m por 
150 mm. Encontre também a distancia s a partir da rede até 0 ponto 
onde a bola atinge a superficie da quadra. Despreze a resisténcia do 
ar e do efeito da rotacdo da bola. 

Resp. v = 21,2 m/s, s = 3,55 m 


117m 
Problema 2/83 


2/84 Seo tenista mostrado na Fig. 2/83 dé o saque com uma velo- 
cidade v de 130 km/h em um Angulo @ = 5°, caleule a folga vertical h 
do centro da bola acima da rede e a distancia s a partir da rede onde 
a bola atinge a superficie da quadra. Despreze a resisténcia do ar e 
do efeito da rotagéo da bola. 


2/85 Um projétil é lancado com uma velocidade inicial de 200 m/s 
em um Angulo de 60° em relacdo & horizontal. Calcule o aleance R 
medido para acima da inclinagao. 

Resp. R = 2970 m 


Problema 2/85 


2/86 Um menino langa uma bola para cima com uma velocidade 
vg = 12 m/s. O vento transmite uma aceleracdo horizontal de 0,4 m/s? 
para a esquerda. Em que Angulo @ a hola deve ser atirada para que 
esta retorne ao ponto de langamento? Admita que o vento nao afeta 
o movimento vertical. 


Problema 2/86 


2/87 A velocidade de disparo de um fuzil de longo alcance em A é 
u = 400 m/s. Determine os dois angulos de elevacdo @, que permitirao 
ao projétil acertar a montanha no alvo B. 

Resp. 0, = 26,1°, 6, = 80,6° 
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Age 
= 
Problema 2/87 


2/88 No tubo de raios catédicos, os elétrons viajando horizontal- 
mente a partir de sua fonte com a velocidade ug sao defletidos por 
um campo elétrico Z devido ao gradiente de tensdo entre as placas 
P. A forca de deflexéo provoca uma aceleracdo na diregdo vertical 
no desenho igual a e£/m, onde e é a carga do elétron e m 6 a sua 
massa. Quando ultrapassam as placas, os elétrons viajam em linha 
reta. Determine a expressdo para a deflexdo 5 para as dimensdées 
indicadas para o tubo e para a placa, 


ae i} 


Problema 2/88 


2/89 Para atender a critérios de projeto, pequenas esferas de ro- 
lamento devem saltar através de uma abertura de tamanho limita- 
do no topo de sua trajetéria apés repercutir a partir de uma chapa 
inerte como mostrado. Calcule o Angulo @ feito pela velocidade no 
contato com a horizontal e a velocidade v das esferas quando passam 
através da abertura. 

Resp. 6 = 68,2°, v = 1,253 m/s 


| 
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Problema 2/89 
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2/90 Uma equipe de estudantes de engenharia esté projetando 
uma catapulta para lancar uma pequena bola em A de modo que 
esta caia na caixa. Sabendo que o vetor velocidade inicial faz um 
Angulo de 30° com a horizontal, determine a faixa de velocidades de 
lancamento vg com a qual a bola caira dentro da caixa. 


35m 


Problema 2/90 


2/91 Um jogador de ferradura lanca a ferradura em A com uma 

velocidade inicial vg = 11 m/s. Determine a faixa para o angulo de 

lancamento @ para o qual a ferradura baterd na estaca vertical de 
350 mm. 

Resp, 28,8° = @ = 31,7° 

ou 55,2° = 6 = 56,4° 


Problema 2/91 


2/92 Determine a localizagdo h do ponto em direcdo ao qual o arre- 
messador deve langar a bola de modo que ela atinja a mao do recep- 
tor. A bola é langada com uma velocidade de 40 m/s. 


Problema 2/92 


2/93 Um projétil é disparado com uma velocidade v perpendicular 
ao declive, que esta inclinado de um Angulo 6 com a horizontal. Deri- 
ve uma expressdo para a distancia R até o ponto de impacto. 


2 
Resp. R = Ay tan 0 see 6 


Problema 2/93 


2/94 © jogador de basquete gosta de arremessar seu lance livre 
em um Angulo @ = 50° com a horizontal como mostrado. Que veloci- 
dade inicial vg faré com que a bola passe através do centro do aro? 


Problema 2/94 


2/95 Um projétil 6 langado a partir do ponto A e cai no mesmo 
nivel em D. Sua altitude maxima é h. Determine e represente gra- 
ficamente a fragéo f, do tempo total de véo em que o projétil esta 
acima do nivel f,h, onde f; 6 uma frag&o que pode variar de zero a 1. 
Expresse o valor de f para f, = 3 


Resp. f= VI= Fa fo=3 


Problema 2/95 


2/96 Um projétil é langado a partir do ponto A com uma veloci- 
dade inicial vp = 30 m/s. Determine o valor minimo do Angulo de 
langamento @ com o qual o projétil caird no ponto B. 


85 m ————> 
110m 


joe 


Problema 2/96 


»2/97 Um projétil é lancado em um fluido experimental no ins- 
tante t = 0. A velocidade inicial é vg e o Angulo com a horizontal é @.0 
arrasto sobre o projétil resulta em um termo de aceleragao ap = —kv, 
onde  é uma constante e v é a velocidade do projétil. Determine as 
componentes x e y da velocidade e do deslocamento como funcées 
do tempo. Qual é a velocidade final? Inclua os efeitos da aceleracio 


gravitacional, 
Ug COs O 


Resp. u, = (Ug cos 0)e~*!, x = (1 - e7*) 


8) mit & 
u, = (vosen oe e er 


1 & © & 
y=3(oysmar8)a-e my ~ ot 


k 
& 


Ug > 0, Vy > R 


Problema 2/97 


2/98 Um projétil é lancgado a partir do ponto A com as condigées 
iniciais mostradas na figura, Determine as coordenadas x e y do pon- 
to de impacto. 

Resp. x = 373 m, y = 18,75 m 


300 m L 


Problema 2/98 
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2/99 Um objeto que é liberado a partir do repouso do topo A de 
uma torre de altura h parecer4 ndo cair em linha reta devido ao 
efeito da rotagéo da Terra. Pode ser demonstrado que o objeto tem 
uma aceleragao horizontal para o leste em relacdo & superficie hori- 
zontal da Terra igual a 2u, cos y, onde v, é a velocidade de queda 
livre, w é a velocidade angular da Terra, e yéa latitude, norte ou sul. 
Determine o desvio b se h = 300 me y= 30° norte. Da Tabela D/3, 
w = 0,7292 (10) rad/s e da Fig. 1/1, g = 9,793 m/s”. 

Resp. b = 98,9 mm 


Leste 


Problema 2/99 


2/100 Um projétil é langado com velocidade ug a partir do ponto 
A. Determine 0 dngulo de lancamento @ que resulta no aleance ma- 
ximo R para cima do declive com Angulo a (onde 0 = a = 90°). Avalie 
seus resultados para « = 0, 30° e 45°. 


Resp. @ = 


3 
wes 0 = 45°, 60°, 675° 


Problema 2/100 
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2/5 Coorvenapas Normat E TANGENCIAL (n-t) 
ean a CE EAC 

Como mencionamos na Segéio 2/1, uma das descrigdes usu- 
ais do movimento curvilineo utiliza as varidreis de trajetéria, 
que séo medidas feitas ao longo da tangente ¢ e da normal n 
4 trajetéria da particula. Estas coordenadas fornecem uma 
descric&o muito natural para o movimento curvilineo e sdo 
freqiientemente as mais diretas e convenientes coordenadas 
a utilizar. As coordenadas n e ¢ s&o consideradas se deslocan- 
do ao longo da trajetéria com a particula, como visto na Fig. 
2/9 onde a particula avanca de A para B para C. O sentido 
positivo para n em qualquer posigéo 6 sempre tomado para o 
centro de curvatura da trajetéria. Conforme visto na Fig. 2/9, 
o sentido positivo n mudara de um lado da curva para 0 outro 
lado quando a curvatura mudar de sentido. 


Figura 2/9 


Velocidade e Aceleracao 


Utilizaremos agora as coordenadas n e ¢ para descrever 
a velocidade v e a aceleragdo a que foram introduzidas na 
Secao 2/3 para o movimento curvilineo de uma particula. 
Para este objetivo, introduziremos os vetores unitdrios e,, 
na direcdo n e e, na direcdo ¢, como mostrado na Fig. 2/10a 
para a posigéo da particula no ponto A sobre sua trajetéria. 
Durante um incremento diferencial de tempo dt, a particula 
se desloca de uma distancia diferencial ds ao longo da curva 
de A para A’. Com o raio de curvatura da trajetéria nesta 


posigéio, designado por p, vemos que ds = p dB, onde B é em 


i Ses 


radianos. E desnecessario considerar a variagao diferencial 


de'p ent p entre ‘AcA’ porque im termo de ordem superior seria 


velocidade pode ser escrito v = ds/dt = p dB/dt, e podemos 
escrever a velocidade como o vetor Sar = 


A aceleracio a da partfcula foi definida na Se¢ao 2/3 como 
a = dvidt, e observamos da Fig. 2/5 que a aceleragao 6 é um ve ve- 
tor que reflete tanto a variagdo no médulo q 
da direcdo de v. Agora diferenciamos v na Eq, 2/7 aplicando 
a regra ordindria para a diferenciagéio do produto de um es- 
calar e um vetor’ e obtemos 

“, _ dv _ dwve,) 


dt dt 


= vé, + be, (2/8) 


onde o vetor unitdrio e, possui agora uma derivada nao nula 
porque sua diregao varia. 

Para encontrar €, analisamos a variagdo em e, durante 
um incremento diferencial do movimento quando a particula 


*Veja a Secdo C/7 do Apéndice C. 


(b) 
Figura 2/10 


se desloca de A para A’ na Fig. 2/10a. O vetor unitadrio e, 
varia correspondentemente para e}, e o vetor diferenca de, é 
mostrado na parte 6 da figura, O vetor de, no limite tem um 
médulo igual ao comprimento do arco |e,| dB = dB obtido 
pelo giro do vetor unitdrio e, através do angulo df expresso 
em radianos. A diregéio de de, é dada por e,. Assim, podemos 
escrever de, = e, df. Dividindo por dB fornece 


ap 


Dividindo por dt fornece de,/dt = (dP/dt) e,,, que pode ser es- 
crita 


(2/9) 


Com a substituigéo da Eq. 2/9 e B da relagao v = pB, a Eq. 
2/8 para a acelerac&o torna-se 


(2/10) 


pe s9 . 
onde OG, =“ = PB =vup 
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Também podemos observar que a, = 0 = d(pBydt = pB + pe. 
Esta relac&o, contudo, encontra pouca utilidade porque rara- 
mente temos motivo para caleular p. 


Interpretacao Geométrica 


A plena compreensao da Eq. 2/10 vem somente quando 
vemos claramente a geometria das variagGes fisicas que esta 
descreve. A Fig. 2/10¢ mostra o vetor velocidade v quando 
a particula est4é em A e v’ quando esta em A’. A variacdo 
vetorial na velocidade é dv, que determina a direcao da ace- 
jeracio a. A componente n de dv é indicada dv,, e no limite 
o seu médulo é igual ao comprimento do arco gerado pelo 
giro do vetor v como um raio através do Angulo df. Assim, 
|dv,,| =v dB e a componente n da aceleragao é a, = | dv, |/dt = 
v(dpidt) = vB como antes. A componente ¢ de dv é indicada 
dv,, seu médulo é simplesmente a variagao dv no médulo 
ou comprimento do vetor velocidade. Por isso, a componente 
t da aceleracio 6 a, = dv/dt = v = § como antes. Os vetores 
aceleragéo resultantes da variacdo vetorial correspondente 
na velocidade sao mostrados na Fig. 2/10c. 

E especialmente importante observar que a componente 
normal da aceleracdo a, é sempre dirigida para o centro de 
wurvatiira CA componente tangencial da aceleragio, por ou- 
tro lado, sera no sentido t positivo do movimento se o modulo 
da velocidade v esta ¢ aument no sentido ¢ negativo se 
0 modulo da velocidade esta diminuindo. Na Fig. 2/11 sao 
mostradas representacées esquematicas da variagéo no ve- 
tor aceleracao para uma particula se deslocando de A para B 
ntando e (b) velocidade di 


a aceleragao_ normal 


Movimento Circular 


O movimento circular 6 um caso especialmente importan- 
te de movimento curvilfneo plano em que o raio de curvatura 
p torna-se o raio r constante do circulo e o Angulo B é subs- 
titufdo pelo Angulo 6 medido a partir de qualquer referéncia 
radial conveniente até OP, Fig. 2/12. As componentes da ve- 
locidade e da aceleracg&o para o movimento circular de uma 
particula P se tornam 


a, = vr = 762 = 06 (2/11) 


a, = o-= rh 


Cortesia de Ken Hest 


Encontramos uso freqiente para as Eqs. 2/10 e 2/11 em 
dindmica, de modo que essas relagées e os principios por tras 
delas devem ser dominados. 


we # oo 
Safe 
A 
Velocidade Velocidade 
aumentando diminuindo 
(a) (b) 


Vetores aceleragdo para 
particula se deslocando de A para B 


Figura 2/11 


O 6 
an 


/ r P 
{ ne cas on 
7 


Figura 2/12 


Um exemplo de movimen- 
§ to circular uniforme é esse 
carro se deslocando com 
velocidade constante em 
# torno de uma skidpad, 
que é uma pista circular 
com um diametro de cerca 
a de 60 m. 
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-_—_ooooee 
Exemplo 2/7 


Para antever a depress&o e a elevacao na estrada, 0 motorista de um automével 
aplica os freios para produzir uma desaceleracao uniforme. Sua velocidade é de 100 
km/h na parte inferior A da depressio e de 50 km/h na parte superior C da elevagio, 
que esta 120 metros a frente de A na estrada. Se os passageiros experimentam uma 
aceleragdo total de 3 m/s? em A e se o raio de curvatura da elevagdo em C é de 150 m, 
calcule (a) o raio de curvatura p em A, (b) a aceleragdo no ponto B de inflexdo e (c) a 
aceleracdo total em C. 


Solugdo. As dimensées do automével sao pequenas comparadas com as da trajetéria, Sugestio Util 
@ por esta razfo trataremos o automével como uma particula. As velocidades sio @ Na verdade, o raio de curvatura da estrada 
difere cerca de 1 m do que é seguido pela 
ian) lh }( m ) trajetéria do centro da massa dos passagei- 
vg = (100 — 1000 —— } = 27,8 m/s ; rs 
A ( h /\3600 s km ros, mas desprezamos esta diferenga relati- 
vamente pequena. 
_ gn 1000 
ve = 50 3600 13,89 m/s 


Encontramos a desaceleracéo constante ao longo da trajetéria a partir de 
ug 6 

[Joa = foras] if vdv=a,{ ds i 
u 0 


— (18,89)? ~ (27,8)? _ 


atwye—y2 ee 2 
% = 5 (vg — v4”) 3(120) 2,41 m/s’ 


(a) Condicdo em A. Com a aceleracao total fornecida e a, determinada, podemos facil- 
mente calcular a, e entdo pa partir de 


% tt 
(=a,?+a7] 4,2 =3?— (2,41)? =3,19 a, = 1,785 m/s? Boesto 


la, = vp] p= v%a, = (27,8)7/1,785 = 432 m Resp. @=a,=-2,41 m/s? 


(b) CondigGo em B. Uma vez que o raio de curvatura é infinito no ponto de inflexdo, 


ons 2,41 m/s? C 

. | a, = 1,286 m/s? 
(¢) Condicéo em C. A aceleragéo normal se torna Gy, = 2,73 m/s? | 
la, = v/pl @,, = (18,89)?/150 = 1,286 m/s? : 


mn 


Com os vetores unitdrios e, € e, nas diregées 7 e t, a aceleragdo pode ser escrita 
a = 1,286e, — 2,41e, m/s? 
onde o médulo de a é 


[a = Ja,? + a,2] a = (1,286)? + (—2,41)? = 2,73 m/s? Resp. 


Os vetores aceleracio representando as condigées em cada um dos trés pontos sdo 
apresentados para melhor compreensiio. 


Exemplo 2/8 


Um determinado foguete mantém uma posigéo horizontal de seu eixo durante a fase 
de seu véo com propulsdo em grande altitude. O empuxo transmite uma componente 
de aceleragio horizontal de 6 m/s?, ea componente de aceleracdo para baixo 6 a acele- 
ragéo devida  gravidade naquela altitude, que é £ = 9 m/s”, No instante representado, 
a velocidade do centro de massa G do foguete ao longo da diregiio 15° de sua trajetéria 
é de 20(10*) km/h. Determine para essa posicdo (a) o raio de curvatura da trajetéria de 
vio, (6) a taxa em que o médulo da velocidade v esta aumentando, (c) a taxa angular 
B da linha radial de G para o centro de curvatura C, e (d) a expressao vetorial para a 
aceleragao total a do foguete. 
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Solugde. Observamos que o raio de curvatura aparece na expressdo para a componen- 
te normal da aceleragdo, de modo que usaremos coordenadas n et para descrever o mo- 
vimento de G. As componentes n e ¢ da aceleracdo total sfo obtidas pela decomposigao @ Como alternativa, poderiamos encontrar a 


Sugestées Uteis 


@ das aceleracées horizontal e vertical fornecidas nas suas componentes n e ¢ e, depois, aceleragao resultante e em seguida decom- 
combinando. A partir da figura obtemos pé-la nas componentes ne ¢. 
ia) 
a, = 9 cos 15° — 6sen 15° = 7,14 m/s** / 
a, = 9 sen 15° + 6 cos 15° = 8,12 m/s? 
{a) Podemos agora calcular o raio de curvatura a partir de 
2 3 2 
® fa, = v%pl p= a = es = 4,82(10°) m Resp. @ Para converter de ki/h para m/s, multipli- 
n > 1000 m/km soe Ps 
" aha “2600 ou divida por 3,6, que 6 
i ti . 
{6} A taxa em que v esté aumentando é simplesmente a componente t da aceleragao. mealnonte lembrade 


{o =a,] ; b = 8,12 m/s* Resp. 


(c) A taxa angular f da linha GC é funcdo de v e p e 6 dada por 


; : 20(10°)/3,6 
= = pfp = = = 12,85(10°* . 
[v = pp} B = v/p 4,32(108) (1074) rad/s Resp. 


(d) Com os vetores unitarios e, e e, para as diregdes n e t, respectivamente, a acelera- 
cao total vem a ser a 


a = 1,14e, + 8,12e, m/s? Resp. 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


2/101 Um carro de teste parte do repouso em uma pista horizon- 
tal circular de 80 m de raio e aumenta sua velocidade a uma taxa 
uniforme para atingir os 100 km/h em 10 segundos. Determine o 
médulo a da aceleragao total do carro 8 segundos apés a partida. 
Resp. a = 6,77 m/s? 


OF. 


Problema 2/102 


2/103 Uma particula se desloca em uma trajetéria circular de 0,3 
m de raio. Calcule o médulo a da aceleragao da particula (a) se a sua 
velocidade é constante em 0,6 m/s e (b) se a sua velocidade 6 0,6 m/s, 
mas estd aumentando na taxa de 0,9 m/s cada segundo. 

Resp. (a) a = 1,2 m/s?, (6) a = 1,5 m/s* 


2/104 Ovcarro passa por uma depressao na estrada em A com uma 
velocidade constante que da ao seu centro de massa G uma acelera- 
gao igual a 0,5g. Se o raio de curvatura da estrada em A é de 100 m, 
ese a distancia da estrada até o centro de massa G do carro é 0,6 m, 
determine a velocidade v do carro. 


Problema 2/101 


2/102 © carro se desloca sobre uma superficie horizontal sem 
qualquer deslizamento de seus pneus. Para cada um dos cito vetores 
de aceleragao horizontal, descreva em palavras 0 movimento instan- 
taneo do carro, A velocidade do carro é direcionada para a esquerda 
como mostrado para todos 0s casos. Problema 2/104 
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2/105 O carro viaja com uma velocidade constante da parte infe- 
rior A da depressdo para o topo B da elevacdo. Se o raio de curvatura 
da estrada em A é p, = 120 me a aceleragao do carro em A é 0,4g, 
determine a velocidade v do carro. Se a aceleragéo em B deve ser 
limitada a 0,25g, determine o raio de curvatura minimo pp da es- 
trada em B. 

Resp. v = 21,6 m/s, pg = 190,4 m 


B 


0,6 m/ 
7 


Problema 2/105 


2/106 A particula P se desloca na trajetéria circular mostrada. 
Desenhe 0 vetor aceleracdo a e determine o seu médulo a para os 
seguintes casos: (a) a velocidade v é 1,2 m/s e 6 constante, (b) a velo- 
cidade 6 1,2 m/s e estdé aumentando na taxa de 2,4 m/s cada segundo, 
e (c}.a velocidade 6 1,2 m/s e esté diminuindo na taxa de 4,8 m/s 
cada segundo, Em cada caso a particula esta na posicdéo mostrada 
na figura. 
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Problema 2/106 
2/107 Uma particula se desloca ao longo da trajetéria curva mos- 
trada. A particula tem uma velocidade v, = 4 m/s no instante t, e 
uma velocidade vg = 4,2 m/s no instante ¢g. Determine os valores 
médios das aceleragées normal e tangencial da particula entre os 
pontos A e B. 7 
Resp. a, = 3,25 m/s* 
@,= 0,909 m/s? 


Problema 2/107 


2/108 Uma particula se desloca sobre uma trajetéria circular de 
raio r = 0,8 m com uma velocidade constante de 2 m/s. A velocidade 
sofre uma variagao vetorial Av de A para B. Expresse o médulo de 
Av em termos de v e A@ e divida-o pelo intervalo de tempo At entre 
AeB para obter o médulo da aceleragéo média da particula para (a) 
A@ = 30°, (6) A@ = 15° e (c) A = 5°. Em cada caso, determine a dife- 
renga percentual para o valor instantaneo da aceleracao. 


Problema 2/108 


Problemas Representativos 


2/109 A figura mostra duas trajetérias possiveis para passar por 
uma curva sem inclinagdo lateral em uma parte horizontal de uma 
pista de corrida. A trajetéria A-A segue a linha central da estrada e 
tem um raio de curvatura p, = 85 m, enquanto a trajetéria B-B usa 
a largura da estrada para tirar vantagem em aumentar o raio de 
curvatura para pz = 200 m. Se os motoristas limitam as suas veloci- 
dades em suas curvas de modo a que a acelerago lateral nao ultra- 
passe 0,8g, determine a velocidade maxima para cada trajetéria. 
Resp. vg = 25,8 m/s, vg = 39,6 m/s 


Problema 2/109 


2/110 Considere 0 eixo polar da Terra como fixo no espago e calcule 
o médulo da aceleragéio a de um ponto P sobre a superficie da Terra 
auma latitude de 40° norte. O diametro médio da Terra 6 12 742 km 
e sua velocidade angular é 0,729(10*) rad/s. 


os Sen thsi 


45 
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2/111 Um pequenc furgio parte do repouso em uma estrada cujo 
raio de curvatura constante é de 40 m e cujo Angulo de inclinagdo 
lateral é 10°. O movimento ocorre em um plano horizontal. Se a ace- 
lerac&o constante do furgao para frente é de 1,8 m/s*, determine 0 
médulo a da sua aceleracdo total 5 segundos apés a partida. 

Resp. a = 2,71 mis? 


Problema 2/111 


2/142 Umcarro faz uma curva de curvatura constante entre A e B 
com uma velocidade também constante de 45 quilémetros por hora. 
Se um acelerémetro foi montado no carro, qual modulo da aceleracéo 
este registrard entre A e B? 


Problema 2/112 


2/113 Um énibus espacial que se desloca em uma érbita circular 
em torno da Terra a uma altura A = 240 km acima da sua superficie 
deve ter uma velocidade de 27 995 km/h, Calcule a aceleragéo gra- 
vitacional g para essa altitude. O raio médio da Terra é de 6371 km. 
(Verifique sua resposta calculando g a partir da lei gravitacional 


2 
g= wl ga) , onde go = 9,821 m/s? segundo a Tabela D/2 no Apén- 


dice D.) 
Resp. a, = g = 9,12 m/s? 


Problema 2/113 


2/114 Uma nave espacial S esta em érbita de Jupiter em uma tra- 
jetéria circular de 1000 km acima da superficie com uma velocidade 
constante. Utilizando a lei gravitacional, calcule o médulo v de sua 
velocidade orbital com respeito a Jupiter. O diametro de Jupiter é de 
142 984 km e sua aceleracdo gravitacional no nivel da superficie 6 
de 24,85 m/s”. 


Problema 2/114 


2/115 Na parte inferior A da acrobacia aérea na qual o aviao des- 
creve um circulo em um plano vertical, o médulo da aceleracad total 
do avido 6 de 3g. Se a velocidade do avido em relacao ao ar é de 800 
km/h e estA aumentando na taxa de 20 km/h por segundo, calcule o 
raio de curvatura p da trajetéria em A. 

Resp. p=1709m $ 
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Problema 2/115 


2/116 Um carro viaja ao longo da estrada curva horizontal com 
uma velocidade que est4 diminuindo na taxa constante de 0,6 m/s 
a cada segundo. A velocidade do carro quando esse passa pelo ponto 
A éde 16 m/s. Caleule 0 médulo da acelerag&o total do carro quando 
esse passa o ponto B que esta 120 ma frente de A na estrada. O raio 
de curvatura da estrada em B é de 60 m. 


Problema 2/116 
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2/117 Para simular uma condi¢ao de “auséncia de peso” na sua 
cabine, um avido de transporte a jato viajando a 800 km/h se desloca 
continuamente em.uma curva vertical como mostrado. A que taxa B 
em graus por segundo o piloto deverd deixar cair a sua linha longi- 
tudinal de visdo para produzir a condigdo desejada? A manobra tem 
lugar a uma altitude média de 8 km, e a acelerag&o gravitacional 
pode ser considerada como 9,79 m/s”, 

Resp. B = 2,52 graus/s 


Problema 2/117 


2/118 No projeto de um mecanismo de temporizacdo, o movimento 
do pino A na ranhura circular fixa é controlado pela guia B, que esta 
sendo elevada por seu parafuso de acionamento com uma velocidade 
constante para cima v, = 2 m/s para um intervalo de seu movimento. 
Calcule ambas as componentes normal e tangencial da aceleracéo 
do pino A quando esse passa a posig&o em que 6 = 30°. 


Problema 2/118 


2/119 Um foguete viajando acima da atmosfera a uma altitude 
de 500 km teria uma acelerac&o em queda livre g = 8,48 m/s? na 
auséncia de outras forgas que nao a atragéo gravitacional, Devido 
ao empuxo, no entanto, o foguete tem uma componente adicional de 
aceleragdo a, de 8,80 m/s? tangente a sua trajetéria, que faz um an- 
gulo de 30° com a vertical no instante considerado. Se a velocidade v 
do foguete 6 de 30 000 km/h nessa posigao, calcule o raio de curvatu- 
ra p da trajetéria e a taxa em que v esta variando com o tempo. 
Resp. p = 16 480 km, # = 1,499 m/s* 


Problema 2/119 


2/120 A roda e a polia acoplada giram sobre 0 eixo fixo em O e 
sao acionadas pela correia mostrada. Em um determinado instante 
a velocidade e a aceleragao de um ponto A sobre a correia so 0,6 
m/s e 2 m/s*, respectivamente, os dois na direcdo mostrada. Calcule 
o médulo da aceleracao total do ponto B sobre a roda para esse ins- 
tante. Observe que o movimento linear do ponto A sobre a correia e 
o movimento tangencial de um ponto sobre o efrculo de raio 100 mm 
sao idénticos e que 6 e @ para as linhas radiais para todos os pontos 
sobre a roda sao iguais. 


Problema 2/120 


2/121 O projeto preliminar de uma “pequena” estacado espacial, 
para orbitar a Terra em uma trajetéria circular consiste em um anel 
(toro) com uma segdo transversal circular como mostrado. O espaco 
habitavel no interior do toro é mostrado na secao A, onde o “nivel do 
piso” esta a 6 metros do centro da secdo. Calcule a velocidade angu- 
lar N em rotagées por minuto necessdria para simular a gravidade- 
padr&o da superficie da Terra (9,81 m/s”). Lembre-se de que vocé nao 
perceberia um campo gravitacional se vocé estivesse em uma nave 
espacial sem rotagao em uma 6rbita circular ao redor da Terra. 
Resp, N = 3,32 rot/min 


Problema 2/121 


2/122 O projeto de um sistema de comando de vdlvulas de um 
motor de automével de quatro cilindros é mostrado. Quando o mo- 
tor 6 acelerado, a velocidade da correia v varia uniformemente de 
3 m/s até 6 m/s durante um intervalo de dois segundos. Calcule o 
médulo das aceleragées dos pontos P, e P, no meio desse intervalo 
de tempo. 
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Engrenagem do 
eixo de cames 


Esticador da 
correia dentada 


v 
Engrenagem 
intermediaria 

Engrenagem do 

virabrequim 


Problema 2/122 


2/123 A direcéo do movimento de uma fita plana em um disposi- 
tivo de controle numérico é alterada pelas duas polias A e B mos- 
tradas. Se a velocidade da fita aumenta uniformemente a partir de 
2 m/s até 18 m/s enquanto 8 metros de fita passam sobre as polias, 
calcule o médulo da aceleragdo do ponto P sobre a fita em contato 
com a polia B no instante em que a velocidade da fita é de 3 m/s. 
Resp. a = 63,2 m/s? 


Problema 2/123 


2/124 Uma pequena particula P parte do ponto O com uma veloci- 


2/125 Uma fita magnética corre sobre a polia louca em um compu- 
tador conforme mostrado. Se a aceleracdo total de um ponto P sobre 
a fita em contato com a polia faz um Angulo de 4° com a tangente 
a fita no instante ¢ = 0 quando a velocidade v da fita é de 4 m/s, 
determine o tempo ¢ necessdrio para levar a polia a parar com uma 
desaceleragdo constante. Considere que nao ocorre escorregamento 
entre a polia e a fita. 

Resp. t = 2,10(107)s 


Problema 2/125 


2/126 Um jogador de beisebol langa uma bola com as condigées 
iniciais mostradas na figura. Determine o raio de curvatura da tra- 
jetéria (a) logo apés o lancamento e (b) no dpice. Para cada caso, 
caleule a taxa de variagdo no tempo da velocidade. 


dade desprezivel e aumenta sua velocidade para um valor v = V2gy, 
onde y é a altura vertical a partir de O. Quando x = 15 m, determine 
a componente n da aceleragao da particula. (Veja a Segao C/10 para 
o raio de curvatura.} 


Oo Horizontal 


Problema 2/124 


ETT 


Problema 2/126 


2/127 Para a bola de beisebol do Prob. 2/126, determine o raio de 

curvatura p da trajetéria e a taxa de variag&o no tempo v da velo- 

cidade nos instantes t = 1s e ¢ = 2,5 s, onde ¢ = 0 é 0 instante do 
langamento a partir da mao do jogador. 

Resp. (a) p = 73,0 m, 0 

(6) p = 83,1 m, b= 


=1,922 m/s? 
38 m/s” 


2/128 Em um determinado ponto na reentrada do énibus espa- 
cial na atmosfera da Terra, a aceleragdo total do dnibus espacial 
pode ser representada por duas componentes. Uma componente é 
a aceleragio gravitacional g = 9,66 m/s” nesta altitude. A segunda 
componente igual a 12,90 m/s” é devida a resisténcia atmosférica e 
direcionada em sentido oposto 4 velocidade. O énibus espacial esta 
em uma altitude de 48,2 km e reduziu a sua velocidade orbital de 
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Asner rEv erent starrer ness errr vrver erst =ryver PTE 


28 300 km/h para 15 450 km/h na direcdo @ = 1,50°. Para esse ins- 
tante, calcule o raio de curvatura p da trajetéria e a taxa b em que a 
velocidade esta variando. 


Problema 2/128 


2/129 Ocarro de corrida A segue a trajetéria a-a enquanto 0 carro 
de corrida B segue a trajetéria b-b sobre a pista sem inclinagao. Se 
cada carro tem uma velocidade constante limitada a correspondente 
a uma aceleragdo lateral (normal) de 0,8g, determine os tempos t,4 
e ¢g para ambos os carros transporem a curva conforme delimitada 
pela linha C-C. ' 

Resp. t4 = 10,52 8, tg = 10,86 5 


a?) 


Problema 2/129 


2/130 Uma bola é langada horizontalmente a partir do topo de um 
penhasco de 50 m em A com uma velocidade de 15 m/s e cai no ponto 
C. Devido a um forte vento horizontal, a bola tem uma aceleragéo 
constante no sentido negativo de x. Determine o raio de curvatura p 
da trajetéria da bola em B onde sua trajetéria faz um Angulo de 45° 
com a horizontal. Despreze qualquer efeito da resisténcia do ar na 
direcdo vertical. 


}<———-~ 40m ———~ 


Problema 2/t30 


2/131 Um piloto de corridas guiando a uma velocidade de 250 km/h 
no trecho de pista reta aplica os freios no ponto A e reduz sua velo- 
cidade a uma taxa uniforme para 200 km/h em C em uma distancia 
de 150 + 150 = 300 m. Calcule o médulo da aceleragao total do carro 
de corrida um instante apés este passar no ponto B. . 
Resp. a = 8,42 m/s? 


Problema 2/131 


2/132 Durante um curto intervalo as guias ranhuradas sio proje- 
tadas para se deslocar de acordo com x = 16 — 12¢ + 47 ey =2 + 
15¢ — 322, ondex ey sao em milimetros et 6em segundos. No instante 
em que ¢ = 2s, determine 0 raio de curvatura p da trajetéria do pino 
restringido P. 


Problema 2/132 
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2/133 No projeto de um mecanismo de controle, a guia vertical 
ranhurada esté se deslocando com uma velocidade constante # = 150 
mm/s durante o intervalo de movimento de « = -80 mm a x = +80 
mm. Para 0 instante em que x = 60 mm, calcule as componentes n et 
da aceleragao do pino P, que esta confinado a se deslocar na ranhura 
parabdlica, A partir destes resultados, determine o raio de curvatura 
p da trajetéria nesta posicdo. Verifique seu resultado calculando p a 
partir da expressdo citada no Apéndice C/10. 

Resp. p = 190,6 mm 


Problema 2/133 


2/6 Coorvenavas Potares (r-0) 


Consideraremos agora a terceira descricaio do movimento 
curvilineo plano, a saber, coordenadas polares onde a parti- 
cula 6 localizada pela distancia radial r a partir de um ponto 
fixo e por uma medida angular @ para a linha radial. As coor- 
denadas polares sdo particularmente titeis quando um mo- 
vimento é restringido por meio do controle de uma distancia 
radial e de uma posigdo angular ou quando o movimento sem 
restrigéo 6 observado por medidas de uma distancia radial e 
uma posicéo angular. 

A Fig. 2/18a mostra as coordenadas polares r e @ que loca- 
lizam uma particula movendo-se sobre uma trajetéria curva. 
Uma linha fixa arbitrdria, como 0 eixo x, 6 usada como refe- 
réncia para a medida de 6. Os vetores unitdrios e, e @, sao 
estabelecidos no sentido positivo das diregées r e 6, respec- 
tivamente. O vetor posigao r para a particula em A tem um 
modulo igual & distancia 1 radial ‘re uma diregéio especificada 
pelo vetor unitario e,. Deste m 
da particula em A pelo vetor 


Derivadas no Tempo de Vetores Unitarios 


Para diferenciar essa relagéo com respeito ao tempo para 
obter v = ¢ e a= Vv, precisamos de expressées para as deriva- 
das no tempo de ambos os vetores unitdrios e, ¢ ey. Obtemos 
é, e é, exatamente da mesma maneira que derivamos é, na 
Secéio anterior. Durante 0 intervalo de tempo dt as direcgdes 


2/134 Em um teste de direcdo, um carro é conduzido através do 
percurso sinuoso mostrado. Supde-se que a trajetéria do carro é se- 
noidal e que a maxima aceleracio lateral é 0,7g. Se os examinadores 
desejam projetar um percurso por meio do qual a velocidade maxima 
é de 80 km/h, qual o espagamento L para o cone deve ser usado? 
Resp. L = 46,1 m 


f L Senoidal 


BME . 
= a XL sm 
v 


Problema 2/134 


(b) 
Figura 2/13 


variacdo vetorial de, esta no sentido positivo da direcao 6 e 


que de, esta no sentido: negativo da direcao r. Devido a seus 
modulos no limite serem.iguais aos vetores unitarios com 


0 raio vezes 0 4ngulo d6 em radianos, podemos escrevé-los 


como de, = e, de de, = —e, d6. Se dividimos essas equagoes 
por 26, temos -— — 


coordenadas giram através do angulo 8, e os vetores unita- 


rios também giram através do mesmo Angulo de e, e Gp para 
e”, e eg, como mostrado na Fig. 2/13b. Observamos que a 


MS de,. 
do 


= & e 
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Se, por outro lado, dividirmos por dé, temos de,/dt = (d@/dt)e, 
ede,/dt = (dé/dt)e,, ou simplesmente 


(2/12) 


Velocidade 


Estamos prontos agora para diferenciar r = re, com res- 
peito ao tempo. Usando a regra para diferenciacdo do produ- 
to de um escalar e um vetor se obtém 


v=r=/7e,+re, 
Com a substituicdo de é, a partir da Eq. 2/12, a expressao 


vetorial para a velocidade torna-se 


(2/13) 


onde | u,=T 
Ug = ré 


| v= Wor oP 


A componente na diregio r de v é simplesmente a taxa 
em que o vetor r se alonga. A componente na direcdo 0 de v é 
devida a rotagao de r. 


Aceleracao 


Agora diferenciamos a expressdo de v para obter a acele- 
ragdo a = v. Observe que a derivada de rée,y produzird trés 
termos, uma vez que todos os trés elementos s&o varidveis. 
Deste modo, 


a=V= (Fe, + Fé) + (Fbe, + rée, + rbé,) 
Substituindo é, e é, a partir da Eq, 2/12 e reunindo os termos 


se obtém 
\ 


(2/14) 


a, =F — 16? 
a =r6 + 276 


a= Ja,? + ag? 


onde 


Podemos escrever a componente @ alternativamente como 


que pode ser facilmente verificada por meio da realizagéo da 
diferenciagdo. Esta forma para a, sera util quando tratarmos 
da quantidade de movimento angular de particulas no pré- 
ximo capitulo. 


interpretacdo Geométrica 


Os termos na Hq. 2/14 podem ser mais bem compreendi- 
dos quando a geometria das variagées fisicas pode ser vista 
claramente. Com esse objetivo, a Fig. 2/14a foi desenvolvida 
para mostrar os vetores velocidade e suas componentes r e 
6 na posigéio A e na posigio A’ depois de um deslocamento 
infinitesimal. Cada uma dessas componentes sofre uma va- 


(a) 


(b) 
Figura 2/14 


riagéo em médulo e diregéo como mostrado na Fig. 2/140. 
Nesta figura vemos as seguintes alteragées: 


\ (a) Variacao do Médulo de v,. Esta variacado é simples- 
mente o aumento no comprimento de v, ou du, = d?, eo termo 
correspondente da aceleragiio é d7/di = F no sentido positivo 
de r. 


N 
> (b) Variagao da Diregdo de v,. O médulo dessa variacdo 
é visto a partir da figura como v, d@ = 7d6, e sua contribuigéio 
para a aceleragdo vem a ser Fd@/dt = 76 0 qual é no sentido 
positivo de 6. 
“3 
(c) Variacao do Médulo de v,,. Este termo 6 a variacdo 
no comprimento de v, ou d(ré), e sua contribuicdo para a ace- 
leragao é d(rédt =r6 + #6 e 6 no sentido positivo de 6. 


™ (d) Variacgdo da Diregao de v,. © médulo dessa variagao 
évgd0= rédé, eo termo de aceleragéo correspondente é ob- 
servado ser r@(d6/dt) = r6? no sentido negativo de r. 


Reunindo os termos se obtém a, = 7 - ré2 e ay = r6 + 276 
como feito anteriormente. Vemos que o termo 7 é a aceleragao 
que a particula teria ao longo do raio na auséncia de uma va- 
riagéo em 6. O termo —ré? é a componente normal da acelera- 
gao se r fosse constante, como em um movimento circular. O 
termo ré é a aceleracéo tangencial que a particula teria se r 
fosse constante, mas é apenas uma parte da aceleragéo devi- 
do & variagao no médulo de v, quando r é varidvel. Finalmen- 
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te, o termo 274 é composto de dois efeitos. O primeiro efeito 
vem da parcela da variagao no médulo d(ré) de Vg devido & 
variacdo em r, e o segundo efeito vem da variacdo na direcdo 
de v,. O termo 276 representa, portanto, uma combinagio de 
variagées e no é tao facilmente compreendido como outros 
termos da aceleracgao. 

Observe a diferenga entre a variagao vetorial dv, em v, e 
a variacdo du, no médulo de v,. Do mesmo modo, a variagao 
vetorial dv, nfo é a mesma que a variacéo du, no médulo 
Uv». Quando dividimos essas variagées por dt para obter ex- 
pressées para as derivadas, vemos claramente que 0 médulo 
da derivada |dv,/dt| e a derivada do médulo du,/dt ndo sao 
iguais. Note também que a, nao é v, e que a, nao é Ug. 

A aceleracéo total a e suas componentes sdo representa- 
das na Fig. 2/15. Se a tem uma componente normal a traje- 
téria, sabemos da nossa andlise das componentes ne t na 
Secdo 2/5 que o sentido da componente n deve apontar para 
o centro de curvatura. 


Movimento Circular 


Para o movimento em uma trajetéria circular com r cons- 


tante, as componentes das Eqs. 2/13 e 9/14 tornam-se sim- 
plesmente : 


‘\ Ny 


Ug = r0 


Exemplo 2/9 


A rotacao do brago com uma ranhura radial é determinada por 6= 0,2¢ + 0,025, onde 
6 6 expresso em radianos e ¢ 6 expresso em segundos. Simultaneamente, o parafuso no 
brago movimenta o cursor B e controla sua distancia a partir de O de acordo com r = 
0,2 + 0,042, onde r é em metros e ¢ é em segundos. Calcule os médulos da velocidade e 


da acelerag&o do cursor para o instante em que t = 3s. 


Solugdo. As coordenadas e suas derivadas no tempo que aparecem nas expressées 
para velocidade e aceleracdo em coordenadas polares sao obtidas inicialmente e ava- 


liadas parat=3s. 


r= 0,2 + 0,042 ry = 0,2 + 0,04(3) = 0,56 m 

7 = 0,08¢ 7-3 = 0,08(3)= 0,24 m/s 

# = 0,08 7, = 0,08 m/s? 

6 =0,2¢ + 0,024 —@g = 0,2(8) + 0,02(8%) = 1,14 rad 
; ou 63 = 1,14(180/m) = 65,3° 

6 =0,2 + 0,06 65 = 0,2 + 0,06(8”) = 0,74 rad/s 

6 = 0,124 6, = 0,12(8) = 0,36 rad/s? 


As componentes da velocidade sao obtidas a partir da Eq. 2/13 e para t = 3 s sio 


v, = 0,24 m/s 
vp = 0,56(0,74) = 0,414 m/s 


v = /(0,24)? + (0,414)? = 0,479 m/s 


fo, = 7] 
fv, =r] 


fo = Jo,? + 6? 


A velocidade e suas componentes siéo mostradas para a posi¢do especificada do brago. 


Trajetéria 


/ 
ed 


Soy 
ee, 
a,=r 


Figura 2/15 


Esta descricdéo 6 a mesma que aquela obtida com componen- 
tes n e #, onde as diregdes 6 e ¢ coincidem, mas o sentido 
positivo der é no sentido negativo de n. Assim, a, = -a, para 
um movimento circular centrado na origem das coordenadas 
polares. 

As expressGes para a, € ag na forma escalar podem ser ob- 
tidas também por meio da diferenciacao direta das relacées 
coordenadas x =r cos 8 ey =r sen 0 para obter a, = % ea, = 
¥. Cada uma dessas componentes retangulares da aceleragao 
pode entao ser decomposta nas componentes re @ que, quan- 
do combinadas, produzirao as expressées de Hq. 2/14. 


v = 0,479 m/s 


/ tears 
aN Je = 0,24 m/s 
dy = 0,414 wes! 'B 


dg = 0,557 m/s? 


koe B 
s 
kh 
a= 0,601 m/s?” ~~ 


a, =—0,227 m/s? 
Resp. 


OSes ee ee 
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As componentes da aceleracao sao obtidas a partir da Eq. 2/14 e parat=3s5 


be 1 
sao : 
la, = # - 76%] a, = 0,08 — 0,56(0,74)? = —0,227 m/s? 
[ag =r6 +276] ay = 0,56(0,36) + 2(0,24)(0,74) = 0,557 m/s? 0.5 


fa = fa,? + ag] a = J(— 0,227)? + (0,557)? = 0,601 m/s” Resp. 


x y,m 
A aceleracao e suas componentes também sao apresentadas para a posigéo do 
brago em 65,3°. 0 
Representada graficamente na ultima figura esta a trajetéria do cursor B 
ao longo do intervalo de tempo 0 =¢ <5 s. Este grafico é produzido variando t 
nas expressées fornecidas para r e @. A conversao de coordenadas polares para 
retangulares é dada por 


x =rcosé y=rsend 


Sugestao Util 


@® Vemos que esse problema 6 um exemplo de movimento com restrigdo onde o cen- 
tro B do cursor é limitado mecanicamente pela rotagao do braco ranhurado e pelo 
acoplamento com o parafuso. 


Exemplo 2/10 


Um radar de rastreamento situa-se no plano vertical da trajetéria de um foguete 
que esta se deslocando em um véo sem propulsdo acima da atmosfera. Para o instante 
em que 6 = 30°, os dados de rastreamento fornecem r= 8(10*) m, * = 1200 m/s, e 6 = 
0,80 graus/s. A aceleracao do foguete é devida apenas a atrag&o gravitacional e para 
sua altitude em particular 6 9,20 m/s? verticalmente para baixo. Para estas condigées 
determine a velocidade v do foguete e os valores de ie 8. 


Solugao. As componentes da velocidade a partir da Eq. 2/18 sao 


t=3s 
r= 0,56 m | 73, 
0s|= 65,3° ‘6, 
t=0 
t=5s 
5 “1 ~0,5 0 
x,m 


0,5 


tu, =F] v, = 1200 m/s 
@® [v, =r] U)= sc106y0,80)(;25) = 1117 m/s 
[v, =r] v = (1200)? + (1117)? = 1639 m/s Resp. 


Uma vez que a aceleracio total do foguete é g = 9,20 m/s* para baixo, podemos en- 
contrar facilmente as suas componentes r e 9 para a posic¢éo dada. Conforme mostrado 
na figura, estas sao 


a, = —9,20 cos 80° = —7,97 m/s? 


Gg = 9,20 sen 30° = 4,60 m/s” 


Tgualamos agora esses valores as expressées das coordenadas polares para a, e a, que 
contém as incégnitas 7 e @. Assim, a partir da Eq. 2/14 


® la, = # - 6?) 


1,97 = # — (104 0,80 7.) 
, 97 = F — 8(104)| 0, 180 


7 = 7,63 m/s* Resp. 
fa, =r 6 + 276) 4,60 = 8(104)6 + 2c1200)(0,80 +) 
6 = —3,61(10-%) rad/s? Resp. 


Sugesties Uteis 


@® Observamos que o Angulo 6 em ‘coordenadas polares nao precisa sempre ser toma- 
do como positivo em um sentido anti-hordrio. 

@ Note que a componente r da aceleracio é no sentido negativo de r, de modo que 
recebe um sinal de menos. 

@® Devemos ter 0 cuidado de converter 6 de graus/s para rad/s. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


2/135 Um carro P se desioca ao longo de uma estrada reta com 
uma velocidade constante v = 100 km/h. No instante em que o 4ngu- 
lo @ = 60°, determine os valores de * em m/s e éem graus/s. 

Resp. ? = 13,89 m/s, 6 =-39,8 graus/s 


Problema 2/135 


2/136 A escada de um carro de bombeiros é projetada para ser pro- 
longada na taxa constante i= 150 mm/se ser elevada na taxa constan- 
te @= 2 graus/s. Quando a posigdo 0 = 50° e/ = 4 mé atingida, determi- 
ne os médulos da velocidade v e da aceleragao a do bombeiro em A. 


Problema 2/136 


2/137 O movimento do bloco deslizante P na ranhura radial ro- 
tativa é controlado pelo parafuso como mostrado. Para o instante 
representado 6=0,1 rad/s, 6 = -0,4 rad/s? e r = 300 mm. Além disso, 
o parafuso gira a uma velocidade constante fornecendo r = 40 mm/s. 
Para este instante, determine os médulos da velocidade v e da acele- 
racao a de P. Desenhe v e a para 6 = 120°. 

Resp. v = 50 mm/s, a = 5 mm/s* 


Problema 2/137 


2/138 Um aeromodelo voa sobre um observador O com velocidade 
constante em uma linha reta como mostrado. Determine os sinais 
(mais, menos ou zero) para r,*,#, 6, 6e 6 para cada uma das posicdes 
A,BeC. 


Problema 2/138 


2/139 A haste OAB gira em torno do ponto O, enquanto a segao 
AB simultaneamente prolonga-se de dentro da seco OA. Determine 
a velocidade e a aceleracéo do centro B da polia para as seguintes 
condigées: 6 = 20°, 6 =5 graus/s, 6=2 graus/s*, 1 = 2m, i= 0,5 m/s, 
i =-1,2 m/s®, As grandezas ied sao a primeira e a segunda deriva- 
das, respectivamente, do comprimento / da secao AB. 
Resp. v = 0,5e, + 0,785, m/s 
a = ~1,269e, + 0,401le, m/s? 


Problema 2/139 
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2/140 Uma particula se deslocando ao longo de uma curva plana 
tem um vetor posi¢do r, uma velocidade v, e uma aceleragiio a. Os 
vetores unitdrios nas direces r e @ so e, e eg, respectivamente, e 
ambos r e @ esto variando com o tempo, Explique porque cada uma 
das seguintes afirmacées esta corretamente marcada como uma de- 


sigualdade. 
rv BiG r # re, 
r#o Fea ¥ ¥ Fe, 
i TEV PFHa t#rde, 
2/141 O esguicho mostrado gira com velocidade angular 2 cons- 


tante em torno de um eixo horizontal fixo através do ponto O. Devido 
a variagdo no diametro por um fator de 2, a velocidade da 4gua em 
relacdo ao esguicho em A é v, enquanto em B é 4v. As velocidades da 
Agua tanto em A quanto em B s4o constantes. Determine a velocida- 
de e a aceleracdo de uma particula de 4gua quando esta passa (a) no 


ponto A e (b) no ponto B. 
Resp. (a) v4 = ve, + Ne, 
a, = ~107e, + QvMe, 
(b) vg = 4ve, + 21Ne, 
ag = —2107e, + 8uNe, 
6 


Problema 2/141 


2/142 Enquanto o cilindro hidrdulico gira em torno de O, 0 com- 
primento exposto / da haste do pistao P é controlado pela agéo da 
pressdo do leo no cilindro, Se o cilindro gira na taxa constante 
6=60 graus/s e / estd diminuindo na taxa constante de 150 mm/s, 
calcule o médulo da velocidade v e da aceleragiio a da extremidade 
B quando! = 125 mm. 


Problema 2/142 


2/143 Quando passa pela posicdio mostrada, a particula P tem uma 
velocidade constante v = 100 m/s ao longo da linha reta apresentada. 
Determine os valores correspondentes de 7, 6, Fe 6. 
Resp. ? = ~96,6 m/s, @ = 0,229 rad/s 
7 = 6,92 m/s’, 6 = —0,391 rad/s® 


etree pp 


Problema 2/143 


2/144 Repita o Prob. 2/143, mas agora a velocidade da particula P 
esta diminuindo na taxa de 20 m/s” enquanto se desloca ao longo da 
trajetéria reta indicada. 


2/145 Um mecanismo interno 6 usado para manter uma velocida- 
de angular constante © = 0,05 rad/s em torno do eixo z da espaco- 
nave enquanto as hastes telescépicas so prolongadas a uma taxa 
constante. O comprimento / 6 variado de essencialmente zero até 
3 m. A aceleragaio maxima A qual os médulos de experimentos P 
podem ser submetidos 6 0,011 m/s?. Determine a maxima taxa de 
extensdo admissivel para a haste /. 

Resp. i = 32,8 mm/s 


Problema 2/145 


2/146 A posicdo radial de uma partfcula P de fluido em uma deter- 
minada bomba centrifuga com palhetas radiais 6 aproximada por 
r=rg cosh Kt, onde ¢ 6 tempo e K = 6 6 a velocidade angular constan- 
te na qual o impelidor gira. Determine a expressio para o médulo da 
aceleragdo total da particula pouco antes de deixar as palhetas em 
termos de ry, Re K. 


Rixo de 
referéncia 
fixo 
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2/147  foguete é lancado verticalmente e rastreado pela estacdo 
de radar mostrada. Quando @ chega a 60°, outras medicées corres- 
pondentes fornecem os valores r = 9 km, # = 21 m/s”, 6 = 0,02 rad/s. 
Calcule o médulo da velocidade e da aceleragaéo do foguete nesta 
posicdo. 

Resp. v = 360 m/s, a = 20,1 m/s? 


Problema 2/147 


2/148 Um satélite m se desloca em uma 6rbita eliptica em volta da 
Terra. Nao hé nenhuma forca sobre o satélite na diregao 6, de modo 
que a, = 0. Prove a segunda lei de Kepler do movimento planetdrio, 
que afirma que a linha radial r varre areas iguais em intervalos de 
tempos iguais. A drea dA varrida pela linha radial durante o inter- 
valo de tempo dt 6 sombreada na figura. 


Problema 2/148 


2/149 Um avido a jato voando a uma velocidade constante v em 
uma altitude A = 10 km esta sendo rastreado pelo radar localizado 
em O diretamente abaixo da linha de véo. Se o Angulo 6 esta dimi- 
nuindo a uma taxa de 0,020 rad/s quando @ = 60°, determine o valor 
de 7 neste instante e 0 médulo da velocidade v do avido. 

Resp. 7 = 4,62 m/s”, v = 960 km/h 
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Problema 2/149 


Problemas Representativos 


2/150 Um projétil 6 lancado a partir do ponto A com as condicées 
iniciais mostradas. Com as definicdes convencionais das coordena- 
das re 6 em relagéo ao sistema de coordenadas Oxy, determine r, 6, 
*, 6, e 6 no instante imediatamente apés o langamento. Despreze o 
arrasto aerodinamico. 


Problema 2/150 


2/151 Abarra AB gira através de uma faixa limitada do Angulo p, 
e sua extremidade A induz a barra ranhurada AC a girar também. 
Para o instante representado onde B = 60° ¢ f = 0,6 rad/s constante, 
determine os valores correspondentes de Fr, 7, ded. Faga uso das Eqs. 
2/13 e 2/14. 


it 


77,9 mm/s, # = —13,5 mm/s” 


Resp. - P 
—0,3 rad/s, 6 =0 


e 


|. 150 mm ———>| 


Problema 2/151 
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2/152 A guia horizontal fixa suporta um cursor e um pino P cujo 
movimento é controlado pelo brago ranhurado rotativo OA. Se o 
brago est4 girando em torno de O a uma taxa constante de 6 = 2 
rad/s para um intervalo do seu movimento projetado, determine os 
médulos da velocidade e da aceleragdo do cursor na ranhura para 
o instante em que @ = 60°. Encontre também as componentes r da 
velocidade e da aceleragéio. 


Problema 2/152 


2/153 Na parte inferior de uma acrobacia aérea na qual 0 avido 
descreve um circulo em um plano vertical (7-6) a uma altitude de 
400 metros, o avido P tem uma velocidade horizontal de 600 km/h e 
nenhuma aceleragao horizontal. O raio de curvatura da trajetéria é 
1200 m. Para o radar de rastreamento em O, determine os valores 
de ie 6 registrados para esse instante. 

Resp, # = 12,15 m/s?, § = 0,0365 rad/s” 


Problema 2/153 


2/154 Uma aeronave voando em uma linha reta com um angulo 
de ascenséo 8 em relagéo & horizontal é6 rastreada por um radar 
localizado diretamente abaixo da linha de véo. Em um determinado 
instante, os seguintes dados sao gravados: r = 3600 m, 7 = 110 m/s, 
# = 6 m/s*, 6 = 30° e 6 = 2,20 graus/s, Para esse instante, determine 
a altitude h da aeronave, a velocidade v, o angulo de ascensio B, 6, 
e aceleragio a. 


Problema 2/154 


2/155 cursor P pode ser deslocado para dentro por meio da corda 
S enquanto a barra OA gira em torno do pivé O. A posi¢ao angular 
da barra é dada por 6 = 0,4 + 0,12¢ + 0,06¢3, onde 06 em radianos e¢ 
é em segundos. A posig&o do cursor é dada por r = 0,8— 0,1¢ ~ 0,052, 
onde r 6 em metros e ¢ 6 em segundos. Determine e esboce a veloci- 
dade e a aceleragao do cursor no instante ¢ = 2s. Encontre os Angulos 
ae B que ve a fazem com 0 eixo x positivo. 
Resp. v = —0,3e, + 0,336e, m/s 
a = —0,382e, — 0,216ey m/s” 
a = 195,9°, 6 = —86,4° 


Problema 2/155 


2/156 O carro A esta se deslocando com velocidade constante v 
sobre a rodovia reta e horizontal. O oficial de polfcia no carro esta- 
cionado P tenta medir a velocidade v com radar. Se o radar mede a 
velocidade na “linha de visada”, qual velocidade v’ o oficial observa- 
ra? Avalie a sua expressdo geral para os valores v = 115 km/h, L = 
150 m, e D = 6 m, e tire as conclusies apropriadas. 


Problema 2/156 


2/157 Um foguete segue uma trajetéria no plano vertical e é ras- 
treado por radar a partir do ponto A. Em um determinado instante, 
as medigées do radar fornecem r = 10,5 km, 7 = 480 m/s, 6 = 0,e6= 
-0,00720 rad/s. Desenhe a posigao do foguete para este instante e de- 
termine 0 raio de curvatura p da trajetéria nesta posi¢ao do foguete. 
Resp. p = 3,05 km 


Problema 2/157 
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2/158 Num determinado instante, uma particula tem as seguintes 
componentes de posigéio, velocidade, e aceleragao em relagaéo a um 
sistema fixo de coordenadas x-y:x = 4 m,y =2 m, «= 2V3 m/s, jy = -2 
ns, ¥=—5 m/s*, ¥ = 5 m/s*. Determine as seguintes propriedades as- 
sociadas a coordenadas polares: 6, 6, 6,r, Fe F. Desenhe a geometria 
da sua solucdo 4 medida que avangar. 


2/159 No instante representado na figura, a estagfo de radar em 
O mede a taxa de variacéo do énibus espacial P como sendo * = 
3742 m/s, com O considerado fixo. Sabendo-se que 0 énibus espacial 
esta em uma orbita circular em uma altitude & = 240 km, determine 
a velocidade orbital do 6nibus espacial a partir desta informagao. 
Resp. v = 7766 m/s 


Problema 2/159 


2/160 O disco circular gira em torno de seu centro O com uma 
velocidade angular constante w = 6  carrega os dois émbolos com 
mola mostrados. A distancia b que cada émbolo se projeta a partir da 
borda do disco varia de acordo com b = by sen 27mt, onde by é a pro- 
jecao maxima, n é a freqiiéncia de oscilacéo constante dos émbolos 
nos rasgos radiais, e ¢ é o tempo, Determine os médulos maximos das 
componentes re @ da aceleragéo das extremidades A dos émbolos 
durante o seu movimento. 


Problema 2/160 


2/161 Uma locomotiva esta viajando em uma estrada de ferro reta 
e horizontal com uma velocidade v = 90 km/h e uma desaceleragéo 
a = 0,5 m/s? como mostrado. Em relacao ao observador fixo em QO, de- 
termine as grandezas 7,7, 6 e Ono instante em que 0 = 60° er = 400 m. 
Resp. * = 17,68 m/s, @ = —0,0442 rad/s 
* = 0,428 m/s’, 6 = 0,00479 rad/s” 


Problema 2/161 


2/162 O braco robédtico é elevado e prolongado simultaneamente. 
Num determinado instante, @ = 30°, 6 = 10 graus/s = constante, J = 
0,5 m, is 0,2 m/s e is -0,3 m/s’. Calcule os médulos da velocidade 
veda aceleracdo a da pega P. Além disso, expresse v e a em termos 
dos vetores unitdrios i ej. 


Problema 2/162 


2/163 O braco com rasgo é articulado em O e sustenta o cursor C. 
A posigao de C no rasgo é determinada pelo cordéo que esta preso 
em D e permanece esticado, O brago gira no sentido anti-hordrio com 
uma velocidade angular constante 6 = 4 rad/s durante um intervalo 
de seu movimento. O comprimento DBC do cordao é igual a R,'o que 
faz r = 0 quando @ = 0. Determine o médulo a da aceleragao do cursor 
na posicdo para a qual @ = 80°. A distancia R é de 375 mm. 

Resp. a = 12,22 m/s? 


Problema 2/163 


2/164 O pequeno bloco P parte do repouso no instante ¢ = 0 no pon- 
to A e sobe 0 plano inclinado com aceleragéo constante a. Determine 
r como uma funcdo do tempo. 


Problema 2/164 


2/165 Para as condicdes do Prob. 2/164, determine @ como uma 


fungéo do tempo. 
Rat sen a 


Resp. 6 = a ae eR ETT 
R? + Rat? cosa + fa 
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2/166 O robé de pintura é programado para pintar uma linha de 
produgao de superficies curvas A (vista da borda). O comprimento 
do brago telescépico 6 controlado de acordo com b = 0,3 sen (nt/2), 
onde b é em metros e t é em segundos. Simultaneamente, o braco 
é programado para girar de acordo com @ = a/4 + (a/8) sen (a#/2) 
radianos. Calcule o médulo uv da velocidade do bocal N e 0 médulo a 
da aceleragao de N parat=1separat=2s. 


Problema 2/166 


2/167 Um meteoro P é rastreado por um radar observatério sobre 
a Terra em O. Quando o meteoro esta diretamente acima (0 = 90°), 
as seguintes observagées sao registradas: r = 80 km, *.= -20 km/s e 
6 = 0,4 rad/s. (a) Determine a velocidade v do meteoro e 0 angulo p 
que seu vetor velocidade faz com a horizontal. Despreze quaisquer 
efeitos devido a rotagao da Terra, (b) Repita com todas as quantida- 
des dadas permanecendo iguais, exceto que 6 = 75°. 
Resp. (a) v = 87,7 km/s, 8 = 32,0° 
(b) v = 37,7 km/s, 6 = 17,01° 


Problema 2/167 


2/168 Uma cdpsula P de fogos de artificio langada em uma traje- 
t6ria vertical tem uma aceleragio y dada por ay =-g- ku”, onde o 
iiltimo termo é devido ao arrasto aerodindmico. Se a velocidade da 
cdépsula 6 de 15 m/s no instante apresentado, determine os valores 
correspondentes de r, 7,7, 0, 6e6.0 parametro de arrasto k tem um 
valor constante de 0,01 m7. 


Problema 2/168 


2/169 Um satélite da Terra movendo-se na drbita eliptica mostra- 

da tem uma velocidade v = 17 970 km/h quando passa pela extre- 

midade do semi-eixo menor em A. A aceleragéo do satélite em A é 

devida a atragdo gravitacional e é 1,556 m/s? dirigida de A para O. 
Para a posicéo A calcule os valores de 0 e #. 

Resp. b = ~0,778 m/s? 

F = —0,388 m/s? 


t= 16 000 km ~>} 
LA 


Problema 2/169 


2/170 O jogador de beisebol do Prob. 2/126 6 repetido aqui com 
o fornecimento de informagées adicionais. No instante ¢ = 0, a bola 
6 arremessada com uma velocidade inicial de 30 m/s em um Angulo 
de 30° em relacao a horizontal. Determine as grandezas r, 7, 7, 0, 6 
e 6, todas em relagéo ao sistema de coordenadas x-y mostrado, no 
instante ¢ = 0,5 s. 
Resp. r = 15,40 m, * = 27,3 m/s 
* = -8,35 m/s’, @ = 32,5° 
6 = —0,353 rad/s, § = 0,717 rad/s 


Problema 2/170 
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To 


2/7 Movimento Curvitineo EsPaciAL 


O caso geral de movimento tridimensional de uma parti- 
cula ao longo de uma curva espacial foi introduzido na Segao 
2/1 e ilustrado na Fig. 2/1. Trés sistemas de coordenadas, re- 
tangulares (x-y-z), cilindricas (r-6-z) e esféricas (R-0@-¢), sAo 
comumente utilizados para descrever este movimento. Estes 
sistemas s4o indicados na Fig. 2/16, que também apresenta 
os vetores unitdrios para os trés de sistemas de coordena- 
das.” 

Antes de discorrer sobre o uso destes sistemas de coor- 
denadas, observamos que uma descrigéo com varidreis de 
trajetéria, utilizando coordenadas n e ¢, que desenvolvemos 
na Seco 2/5, pode ser aplicada no plano osculador mostrado 
na Fig. 2/1. Definimos esse plano como o plano que contém a 
curva na posigéo em questéo. Vemos que a velocidade v, que 
esta ao longo da tangente ¢ a curva, se situa no plano oscu- 
lador, A aceleracéo a também estd no plano osculador. Tal 
como no caso do movimento plano, esta tem uma componen- 
te a, =  tangente a trajetéria devido 4 variagao no médulo 
da velocidade e uma componente a,, = v’/p normal a curva 
devido a variacdo na direcdo da velocidade. Tal como antes, 
p éo0 raio de curvatura da trajetéria no ponto em questio e 
é medido no plano osculador. Essa descrig&o do movimento, 
que é natural e direta para muitos problemas de movimento 
plano, 6 inadequada para ser utilizada em movimento es- 
pacial porque o plano osculador continuamente muda a sua 
orientagao. Limitaremos nossa atencdo, portanto, aos trés 
sistemas de coordenadas fixos mostrados na Fig. 2/16. 
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Figura 2/16 


Coordenadas Retangulares (x-y-z) 


A extensio de duas para trés dimensées nao oferece qual- 
quer dificuldade especial. Acrescentamos simplesmente a co- 
ordenada z e suas duas derivadas no tempo para as expres- 
sdes bidimensionais das Eqs. 2/6 de modo que 0 vetor posigado 
R, a velocidade v e a aceleracao a tornam-se 


*Em uma variacgdo das coordenadas esféricas comumente utilizada, o angulo 
#6 substituido pelo seu complemento. 


(2/15) 


Note que em trés dimensdes estamos utilizando R no lugar 
de r para o vetor posigao. 


Coordenadas Cilindricas (r-4-z) 


Se compreendermos a deserigdo de coordenadas polares 
do movimento plano, entéo nado devera haver qualquer difi- 
culdade em coordenadas cilindricas, porque tudo 0 que é ne- 
cessario 6 a adicéo da coordenada z e suas duas derivadas no 
tempo. O vetor posi¢éo R para a particula em coordenadas 
cilindricas é simplesmente 


Re=re, + zk 


Em lugar da Eq. 2/18 para movimento plano, podemos escre~ 
ver a velocidade como 


(2/16) 
onde vu, =r 
vg =rd 
u, =z 


v = Ju? + ug? + 0,? 


Do mesmo modo, a aceleragio é escrita pela adigdo da com- 
ponente z & Eq. 2 14, que nos fornece 


onde 


= ph 49ar6 <1 4 Gr 
dy =r + 276 =oge® 


a, =2% 
Va,? + ag? + a7 


Enquanto os vetores unitarios e, e eg tm derivadas no tem- 
po ndo-nulas devido as variagdes nas suas direcdes, podemos 
constatar que o vetor unitario k na direcao z permanece fixo 
em diregao e, portanto, tem uma derivada no tempo nula. 


8 
ll 


Coordenadas Esféricas (R-@-¢) 


Coordenadas esféricas R, 6, ¢ sdo utilizadas quando uma 
distancia radial e dois angulos sao utilizados para indicar a 
posicdo de uma particula, como no caso de medigées de ra- 
dar, por exemplo. A derivagao da expressao para a velocidade 
v é facilmente obtida, mas a expressdo para a aceleragéo a 
é mais complexa devido 4 geometria agregada. Conseqiien- 
temente, apenas os resultados serdo citados aqui. Primeiro 
assinalamos os vetores unitdrios eg, ey, ey como mostrado na 
Fig. 2/16. Note que o vetor unitario ep esta na diregdo em que 
a particula P se moverd caso R aumente, mas 0e se mante- 
nham constantes. O vetor unitdrio e, esta na direg&o em que 
P se moverd caso 6 aumente, enquanto R e ¢ sao mantidos 
constantes. Finalmente, o vetor unitario ey, esta na direg&o 
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em que P se moverd caso ¢ aumente, enquanto R e @s40 man- 
tidos constantes. As expresses resultantes para v e a s40 


V = UpOp + Usp + ULE, (2/18) 
RER t Ugg + VGC, 


onde up =R 
vp = Rb cosh 
v4 = Rd 
e 
onde ap= R- Rd? — R62 cos? 
cos d -5 
a= BH (R26) — 2R6¢ sen b 


ay = 3 (R2h) + R62 sen o cos p 
a 

Transformagées algébricas lineares entre quaisquer duas 
das trés expressées dos sistemas de coordenadas para velo- 
cidade ou aceleragdo podem ser desenvolvidas. Estas trans- 
formagies tornam possivel expressar a componente de mo- 
vimento em coordenadas retangulares, por exemplo, se as 
componentes sfio conhecidas em coordenadas esféricas, ou 
vice-versa. Estas transformacées séo facilmente manipu- 
ladas com a ajuda da Algebra matricial e um programa de 


Dennis Macdonaid/Index Stock 


O trilho desta atragao de parque de diversdes tem uma 


computador simples. forma helicoidal. 


Exemplo 2/11 


O parafuso a partir do repouso recebe uma velocidade de rotacao 6 que aumenta 
uniformemente com o tempo ¢ de acordo com 6° kt, onde k 6 uma constante. Determine 
as expressées para a velocidade v e a aceleragao a do centro da esfera A quando o para- 
fuso for girado de uma volta completa a partir do repouso. O passo do parafuso (avanco 
por rotagéo) 6 L. 


Solucao. O centro da esfera A se desloca em uma hélice sobre a superficie cilindrica de 
raio b, e as coordenadas cilfndricas r, 0, z so claramente indicadas. 


Integrando a relacdo fornecida para 6 se obtém @ = Ag = | 6 dt= phe Para uma 
rotagéo a partir do repouso temos 


1 
20 = gh? 
fornecendo 
t = 2) alk 


Entao, a velocidade angular em uma volta é 


6 = ht = k(QJaik) = 2) 0k 


O &ngulo de hélice y da trajetéria seguida pelo centro da esfera determina a relacao 
entre as componentes 6 e 2 da velocidade e é dado por tan y = LA27b). Agora, a partir 
da figura vemos que v, = v cos y. Substituindo vy = ré=boa partir da Eq. 2/16 se obtém 
v = vg/cos y= b6/cos y. Com cos y obtido a partir de tan ye com 6 = Qvak, temos para a 
posigao de uma volta 


; Ey 2 
v = 2b / ak ae = i VL? + 47126? Resp. 
THE 


Sugesties Uteis 


@ Devemos ser cuidadosos ao dividir 0 passo 
L pela circunferéncia 27b e nao o didmetro 
2b para obter tan y. Em caso de diivida, de- 
senvolva uma volta da hélice tracada pelo 
centro da esfera. 

@ Desenhe um triangulo retangulo e lembre 
que tan 8 = a/b o cosseno de £ torna-se 


bNa™ +b. 
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As componentes da aceleracao a partir da Eq. 2/17 resuitam 


® fa, =F - r6| a, = 0 — b(2¢mk)? = —4bak ® O sinal negativo para a, € consistente com 
= oh + ae nosso conhecimento prévio de que a compo- 
lag =O + 278) Gy = bk + 200)(2 yak) = bk nente normal da acelerac&o é dirigida para 
: “ o centro de curvatura. 
la, = 2=0,] => £6, = £ tan y) == £6 tan y) 
a =p-ene a 
= (b tan y)6 =b aap ® ar 


Agora combinamos as componentes para obter 0 médulo da aceleragao total, que 
resultam em 


2 
(~4bak)? + (bk)? + (#4) 
Qa 


= bk J + 167?) + L/(40b?) Resp. 


Exemplo 2/12 : 

' Uma aeronave P decola em A com uma velocidade vg de 250 km/h e P ae 

' eleva-se no plano vertical y’-2’ no Angulo constante de 15° com uma ace- ~ 

| leracdo ao longo da sua trajetoria de voo de 0,8 m/s”. O progresso do véo é Won =o R 

i monitorado por radar no ponto O. (a) Decomponha a velocidade de P em on he a hy, ene \2 3 
componentes de coordenadas cilindricas 60 segundos apés a ‘decolagem NV 6 z we ben? and 
e encontre 7, # e 2 para este instante. (b) Decomponha a velocidade da 3 lms { fe i ee 
aeronave P em componentes de coordenadas esféricas 60 segundos apés a Ne Stes 15°. 
decolagem e encontre R, de ¢ para este instante. 7 New 

eae OT SANS 
x 

Solucao. (a) A figura associada mostia os vetores velocidade e aceleragdo 


no plano y’-z’. A velocidade de decolagem é 


vy = ee = 69,4 m/s 


ea velocidade apés 60 segundos é 
v = U9 + at = 69,4 + 0,8(60) = 117,4 m/s 
A distancia s percorrida apés a decolagem 6 


8 = 5) + ugt + 5 at? = 0 + 69,4(60) + : (0,8)(60)? = 5610 m 


A coordenada y e o Angulo associado @ sao 


y = 5610 cos 15° = 5420 m 


A partir da figura (6) das projegées x-y, temos 
= (3000? + 5420? = 6190 m 
ny = cos 15° = 117,4 cos 15° = 113,4 m/s 
v, = 7 =v, sen @ = 118,4 sen 61,0° = 99,2 m/s 
Ug = r= Uy COS O = 11,4 cos 61,0° = 55,0 m/s 


= 4 55,0. 3 
Entao O= 6i90 = 8,88(107%) rad/s Resp. 


Finalmente 2 =v, = v sen 15° = 117,4 sen 15° = 30,4 m/s Resp. 
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(6) Recorra a figura associada (c), que mostra o plano x-y e varias componentes de ve- 
locidade projetadas no plano vertical que contém r e 2. Observe que 


2=y tan 15° = 5420 tan 15° = 1451 m 


R= Jr? + 2? = 6190? + 14512 = 6360 m 


A partir da figura, 
vp = R = 99,2 cos 18,19° + 30,4 sen 13,19° = 10,6 m/s Resp. 
6 = 8,88(10~%) rad/s, como na parte (a) Resp. 
Ug = Re = 30,4 cos 13,19° ~ 99,2 sen 18,19° = 6,95 mis 
i. 6,95 _ -8 
ob 6360 1,098(107%) rad/s Resp. 
PROBLEMAS 
| Problemas Introdutérios ‘ # 


2/171 As coordenadas retangulares de uma particula sio dadas 
em milimetros como fungdes do tempo ¢ em segundos por x = 80 cos 
2t,y = 40 sen 2t e z = 20¢ + 827. Determine o Angulo 0, entre o vetor 
posicao r e a velocidade v e o Angulo @, entre o vetor posigaéo re a 
aceleragdo a, ambos no instante ¢ = 2s. 

Resp. 0; = 60,8°, 0 = 122,4° 


2/172 Um projétil 6 langado a partir do ponto O com uma velo- 
cidade inicial de médulo vg = 300 m/s, direcionado como indicado 
na figura. Calcule as componentes x, y e z da posigao, velocidade e 
aceleragéo 20 segundos apés o langamento. Despreze o arrasto ae- 
rodinamico. 


Problema 2/173 


2/174 Um brinquedo de parque de diversdes chamado “saca-rolha” 
leva os passageiros de cabeca para baixo através da curva de uma 
hélice cilindrica horizontal. A velocidade dos carros quando passam 
pela posigaéo A é de 15 m/s, e a componente de sua aceleragio, me- 
dida ao longo da tangente A trajetéria, 6 g cos y neste ponto. O raio 
efetivo da hélice cilindrica é de 5 m, e o Angulo da hélice é y = 40°. 
Calcule o médulo da aceleragdo dos passageiros quando eles passam 
pela posigao A. 


Problema 2/172 


2/173 A particula P se desloca ao longo da curva no espago e tem 
uma velocidade v = 4i — 2j — k m/s para o instante de tempo mos- 
trado. No mesmo instante a particula tem uma aceleragao a cujo 
médulo é de 8 m/s”. Calcule 0 raio de curvatura p da trajetéria para 
esta posicdo e a taxa b na qual o méddulo da velocidade esta aumen- 
tando. 


Resp, p = 7,67 m, 3 = 7,52 m/s” y= 40° 
Problema 2/174 
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2/175 Um robé industrial est4 sendo utilizado para posicionar 
uma pequena peca P. Calcule o médulo da aceleragdo a de P para o 
instante em que 6 = 30° se B = 10 graus por segundo e B = 20 graus 
por segundo ao quadrado neste mesmo instante. A base do rob6 esta 
girando na taxa constante w = 40 graus por segundo. Durante o mo- 
vimento os bragos AO e AP permanecem perpendiculares. 

Resp. a = 219 mm/s? 


Problema 2/175 


2/176 O elemento giratério em uma camara de mistura recebe um 
movimento axial periédico z = zy sen 2ant enquanto esta girando na 
velocidade angular constante 6 = w. Determine a expresso para o 
médulo maximo da aceleragao de um ponto A sobre a borda de raio 
r. A freqiiéncia n da oscilagao vertical 6 constante. 


z 
| 
| 
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Problema 2/176 


Problemas Representatives 


2/177 O carro A estd subindo uma rampa de estacionamento na 
forma de uma hélice cilindriea de raio 7,2 m progredindo 3 m para 
cada meia volta. Na posicéo mostrada o carro tem uma velocidade 
de 25 km/h, que est diminuindo na taxa de 3 km/h por segundo. 
Determine as componentes r, 6 ez da aceleragao do carro. 
Resp. a, = —6,58 m/s” 
Gp = —0,826 m/s? 
a, = —0,1096 m/s” 


Problema 2/177 


2/178 Uma aeronave decola em A e se eleva em um Angulo cons- 
tante com inclinagiio de 1 para 2 no plano vertical y-z com uma velo- 
cidade constante v = 400 km/h. A aeronave é rastreada por radar em 
O. Para a posicéo B, determine os valores de R, ded. 


\ 


PEE Peres) 
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Problema 2/178 


2/179 O esguicho rotativo borrifa uma grande drea circular e gira 
com a velocidade angular constante 6 = K. Particulas de dgua deslo- 
cam-se ao longo do tubo em uma taxa constante i =c em relagao ao 
tubo. Escreva expressdes para os médulos da velocidade e aceleracao 
de uma particula de 4gua P para uma determinada posi¢ao / no tubo 


rotativo. 
Resp. v = fc” + K*l* sen? B 
a=Ksen B/K2l? + 4c? 


TET 


Problema 2/179 


i 
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2/180 O pequeno bloco P movimenta-se com velocidade constante 
v na trajetéria circular de raio r sobre a superficie inclinada. Se 9 = 
0 no instante ¢ = 0, determine as componentes x, y ez da velocidade 
e da aceleracao como fungdes do tempo. 


Problema 2/180 


2/181 Na parte inferior de uma acrobacia aérea na qual o avifio 
descreve um circulo no plano vertical x-y a uma altitude de 400 m, o 
aviaéo tem uma velocidade de 600 km/h sem aceleragao horizontal x. 
O raio de curvatura da trajetéria na parte inferior 6 de 1200 m, Para 
o radar de rastreamento em O, determine os valores registrados de 
Re 4 para esse instante. 

Resp. R = 34,4 m/s, 6 = 0,01088 rad/s 


Problema 2/181 


2/182 O dispositivo robético do Prob. 2/162 agora gira em torno 
de um eixo vertical fixo enquanto seu braco é prolongado e elevado. 
Num determinado instante, ¢ = 30°, 4 = 10 graus/s = constante, J = 
0,5 m, / = 0,2 m/s, 7 =-0,3 m/s? e 0 = 20 graus/s = constante, Deter- 
mine os médulos da velocidade v e da aceleracao a da peca P. 


Problema 2/182 


2/183 A estrutura de base da escada de um carro de bombeiros 
gira em torno de um eixo vertical através de O com uma velocidade 
angular constante 2 = 10 graus/s. Ao mesmo tempo, a unidade da 
escada OB se eleva a uma taxa constante ¢ = 7 graus/s, ea secao 
AB da escada se prolonga de dentro da secdo OA na taxa constante 
de 0,5 m/s. No instante em questio, @ = 30°, OA =9meAB=6m. 
Determine o médulo da velocidade e da aceleragéo da extremidade 
B da escada, ° 

Resp. v = 2,96 m/s, a = 0,672 m/s? 


Problema 2/183 


2/184 Em um teste de projeto de um mecanismo atuador para 
uma antena telescépica de uma espagonave, 0 eixo de apoio gira em 
torno do eixo fixo z com uma velocidade angular 6. Determine as 
componentes R, 6 e da aceleragio a da extremidade da antena no 
instante em que L = 1,2 me B = 45° se as taxas'§ = 2 rad/s, B= 3 rad/s 
e i= 0,9 m/s sao constantes durante o movimento. 


Problema 2/184 


2/185 Ahaste OA é mantida no Angulo constante B = 30° enquanto 
gira em torno do eixo vertical com uma velocidade angular constante 
6 = 120 rpm. Simultaneamente, a esfera deslizante P oscila ao longo 
da haste com sua distancia em milfmetros a partir do ponto fixo O 
dada por R = 200 + 50 sen 2an#, onde a freqiiéncia n de oscilacdo ao 
longo da haste é constante em 2 ciclos por segundo e onde ¢ é o tempo 
em segundos. Calcule o médulo da aceleracdo de P para um instante 
em que sua velocidade ao longo da haste de O para A 6 um maximo. 

Resp. a = 17,66 m/s? 


Problema 2/185 


&2/186 No projeto de uma atragao de parque de diversées, os car- 
ros s&o ligados a bracos de comprimento R que so articulados a um 
anel central rotativo que impulsiona o conjunto em torno do eixo 
vertical com uma velocidade angular constante w = 6. Os carros s0- 
bem e descem a pista de acordo com a relagdo z = (h/2)(1 — cos 26). 
Encontre as componentes R, 0 e , da velocidade v de cada carro 
quando este passa pela posigéo 6 = n/4 rad. 

Resp. vp = 0, vg = RwJ1 — (h/2R)? 


vg = hol Jl = (h/2R)? 


Problema 2/186 


2/187 A particula P se desloca para baixo na trajetéria espiral 
que esté enrolada ao redor da superficie de um cone circular reto 
com raio de base 6 e altura h. O angulo y entre a tangente A curva 
em qualquer ponto e uma tangente horizontal ao cone neste ponto 
6 constante. Além disso, o movimento da particula é controlado de 
modo que 6 é constante. Determine a expresso para a aceleracéo 
radial a, da particula para qualquer valor de 6. 
Resp. a, = 66%(tan® y sen? B—~ 1)e" tan 7 sen B 
onde f = tan” \(b/h) 


2/8 Movimento Recarivo 
(Eixos com Transtacaéo) 


Nas secées anteriores deste capitulo, descrevemos o mo- 
vimento de uma particula usando coordenadas em relagdo 
a eixos de referéncia fixos. Os deslocamentos, velocidades e 
aceleracdes assim determinados so denominados absolutos. 
Nem sempre é possivel ou conveniente, no entanto, utilizar 
um conjunto de eixos fixos para descrever ou para medir o 
movimento. Além disso, existem muitos problemas em enge- 
nharia para os quais a andlise do movimento é simplificada 
pela utilizacao de medigées feitas com relagaéo a um siste- 
ma de referéncia mével. Estas medidas, quando combinadas 
com 0 movimento absolute do sistema de coordenadas mével, 
nos permitem determinar o movimento absoluto em questao. 
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Problema 2/187 


2/188 O disco A gira em torno do eixo vertical z com uma velo- 
cidade constante w = 6 = 7/3 rad/s. Ao mesmo tempo, o braco arti- 
culado OB é elevado na taxa constante ¢ = 27/3 rad/s. No instante 
de tempo t = 0, ambos 0=0e #= 0. O dngulo 6 6 medido a partir 
do eixo de referéncia fixo x. A pequena esfera P desliza ao longo da 
haste de acordo com R = 50 + 2002”, onde R é expresso em milimetros 
e ¢ 6 em segundos. Determine o médulo da aceleragao total a de P 
quando ¢ = 3 8. 

Resp. a = 0,904 m/s? 


Problema 2/188 


Esta abordagem 6 chamada de andlise de movimento rela- 
tivo. 


Escolha do Sistema de Coordenadas 


O movimento do sistema de coordenadas mével é especi- 
ficado com relacéo a um sistema de coordenadas fixo. Estri- 
tamente falando, na mecdnica newtoniana, este sistema fixo 
é 0 sistema inercial primdrio, que j4 foi assumido como nao 
tendo nenhum movimento no espago. Para fins de engenha- 
ria, o sistema fixo pode ser tomado como qualquer sistema 
cujo movimento absoluto é insignificante para o problema 
em questio. Para a maioria dos problemas de engenharia 
vinculados 4 Terra, 6 suficientemente preciso considerar 
para o sistema de referéncia fixo um conjunto de eixos preso 
a ela, e neste caso desprezamos o movimento da Terra. Para 


i 
{ 
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Cortesia de Blue Angels/US. Navy 


Movimento relativo é um assunto critico para os pilatos des- 
tas aeronaves Blue Angel da Marinha Americana, mesmo 
quando os avides nao estado girando. . 


o movimento de satélites em redor da Terra, um sistema de 
coordenadas sem rotagéo 6 escolhido com sua origem sobre 
o eixo de rotacgéo da Terra. Para viagens interplanetarias, 
um sistema de coordenadas sem rotagéo fixo no Sol pode ser 
utilizado. Assim, a escolha do sistema fixo depende do tipo de 
problema envolvido. 

Vamos limitar nossa atencdo nesta secéo a sistemas de re- 
feréncia méveis que possuem translacdo, mas que nado giram. 
O movimento medido em sistemas com rotagao sera discuti- 
do na Seco 5/7 do Capitulo 5 sobre cinematica de corpo rigi- 
do, onde esta abordagem encontra aplicagéo particularmen- 
te importante. Também vamos limitar nossa atengao aqui a 
andlise do movimento relativo para movimento plano. 


Representacao Vetorial 


Considere agora duas particulas A e B que podem ter 
movimentos curvilfneos distintos em um dado plano ou em 
planos paralelos, Fig. 2/17. Iremos arbitrariamente fixar a 
origem de um conjunto de eixos x-y com translag&o (sem ro- 
tagéio) A particula B e observar o movimento de A a partir de 
nossa posicéo mével sobre B. O vetor posigéo de A medido 
em relagdo ao referencial x-y 6 rajg = xi + yj, onde o subscrito 
“A/B” significa “A em relacdo a B” ou “A com respeito a B.” Os 
vetores unitdrios ao longo dos eixos x e y sAo ie j,ex ey sao 


Ta 


rR 


Figura 2/17 


as coordenadas de A medidas no referencial x-y. A posigéio 
absoluta de B é definida pelo vetor rg medida a partir da ori- 
gem dos eixos fixos X-Y. A posigéo absoluta de A é, portanto, 
determinada pelo vetor . 

\ 


Yg=YVp + Yap 


Agora diferenciamos esta equacéo vetorial uma vez em 
relacdéo ao tempo para obter velocidades e duas vezes para 
obter aceleragées. Deste modo, 


Ep +hyp ou 


Fgt+Egg ou 


Na Eq. 2/20 a velocidade que observamos em A a partir de 
nossa posigéo em B fixos nos eixos méveis x-y 6 fy = Vip = 
ai + 3. Este termo 6 a velocidade de A com relagéo a B. Da 
mesma forma, na Eq. 2/21 a acelerag&o que observamos em 
Aa partir de nossa posicéo sem rotagdo em B é 4g = Vayp = 
Xi + jj. Este termo é a aceleragéo de A com relagao a B. Ob- 
servamos que os vetores unitdrios i e j tém derivadas nulas 
porque seus sentidos, bem como seus médulos permanecem 
inalterados. (Mais tarde quando discutirmos eixos de refe- 
réncia com rotagao, deveremos considerar as derivadas dos 
vetores unitérios quando estes mudam de diregéio.) 

A Eq. 2/20 (ow 2/21) afirma que a velocidade absoluta (ou a 
aceleraco) de A é igual a velocidade absoluta (ou aceleracado) 
de B adicionada, vetorialmente, ‘a velocidade (ou aceleragao) 
de A em relagao a B. O termo relativo é a medida da veloci- 
dade (ou aceleragao) que um observador preso ao sistema de 
coordenadas mével x-y faria. Podemos expressar os termos 
do movimento relativo em qualquer sistema de coordenadas 
conveniente — retangular, normal e tang , ou pol e 


para esse propésito. O sistema fixo apropriado das segées an- 


teriores vem a ser o sistema mével nesta secéo. 


Consideracées Adicionais 


Aselecéo do ponto mével B para a montagem do sistema 
de coordenadas de referéncia é arbitraria. Conforme mostra- 
do na Fig. 2/18, 0 ponto A poderia ser usado da mesma forma 
para se fixar o sistema mével, neste caso as trés equacées 
correspondentes do movimento relativo para posicao, veloci- 
dade e aceleragao sao 


i 
t 
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Tp ="4t laa Va =Va t+ Vein Ag = ag + Apia 


Pode-se ver, portanto, que rpj, = —Cayp, Vea = —Vayp © Opa = 
ayy. 

Na andlise do movimento relativo, é importante perceber 
que a aceleracdo de uma particula como observada em um 
sistema com translacao x-y 6 a mesma que a observada em 
um sistema fixo de X-Y se o sistema mével tem uma veloci- 
dade constante. Esta conclusdo amplia a aplicacdo da segun- 
da lei do movimento de Newton (Capitulo 3). Concluimos, 
conseqiientemente, que um conjunto de eixos que tem uma 
velocidade absoluta constante pode ser usado no lugar de um 
sistema “fixo” para a determinacao de aceleracgées. Um siste- 
ma de referéncia com translacéo que nado possui aceleragao é 
chamado de sistema inercial. 


Exemplo 2/13 


Os passageiros do jato de transporte A voando para o leste a uma velocidade de 
800 km/h observam um segundo avido a jato B que passa sob o transporte em véo ho- 
‘rizontal. Embora o nariz de B esteja apontado na diregiio nordeste a 45°, 0 avido B dé a 
impressdo para os passageiros em A de estar se movendo para longe do transporte no 
Angulo de 60° como mostrado, Determine.a velocidade real de B. 


Solugao. Os eixos de referéncia méveis x-y sao fixos em A, a partir do qual sio feitas as 
observagdes relativas. Escrevemos, portanto, 


Va = Va + VBia 


Em seguida identificamos as varidveis conhecidas e as incégnitas. A velocidade uv, é 
dada tanto em médulo quanto em diregdo. A diregiio 60° de vz,4, a velocidade que B 
parece ter para os observadores méveis em A, é conhecida, a velocidade real de B é na 
diregiio 45° para onde esta se dirigindo. As duas incégnitas restantes sao os médulos de 
Vp € Vga. Podemos resolver a equagio vetorial em qualquer uma de trés maneiras. 


()) Grafica. Comecamos a soma vetorial em algum ponto P tragando v, em uma escala 
conveniente e em seguida construfmos uma linha através da extremidade de v, com a 
direcdio conhecida de vj. A diregdo conhecida de vz é entao tragada através de P,e a 
intersegéo C produz a tinica solugdo que nos permite completar o tridngulo vetorial e 
determinar os médulos desconhecidos, que sao encontrados como 


vpja = 586 km/h oe lug = 717 km/h Resp. 


(i) Trigonométrica. Um esbogo do triangulo vetorial é feito para tornar visivel a tri- 
gonometria, o que fornece 


sen60° 
sen 75° 


Up YA 


sen60°  sen75° va eie0d 


= 717 km/h Resp. 


(tt) Algebra Vetorial. Utilizando os vetores unitdrios i e j, expressamos as velocida- 


des na forma vetorial como 
v4 = 800i kin/h Vp = (vg cos 45°)i + (vg sen 45°)j 


Vai = (pj, 008 60°)(—i) + (Up, Sen 60°)§ 
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Figura 2/18 


Sugesties Uteis 


@ Tratamos cada aviéio como uma particula. 

@ Admitimos que nao ocorre desvio lateral de- 
vido a vento cruzado. 

@® Os estudantes devem se familiarizar com 
todas as trés solugées. 


@® Devemos estar preparados para reconhecer 
a relagio trigonométrica apropriada, que 
aqui é a lei de senos. 
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Substituindo estas relagdes na equagdo da velocidade relativa e resolvendo separada- 
mente para os termos ie j obtém-se 

(termo i) vg cos 45° = 800 — ugj, cos 60° 
({termo j) vg sen 45°= Up, sen 60° 
Resolvendo simultaneamente resultam os mdédulos desconhecidos das velocidades. 


vga = 586 km/h e vp = 717 kin/h Resp. 


Vale a pena observar a solugao deste problema do ponto de vista de um observador em 
B. Com eixos de referéncia fixados em B, escreveriamos v4 = Vg + V4jp. A velocidade 
aparente de A, como observado por B é entéo vag, que 6 —vgy,. 


Exemplo 2/14 


O carro A esta acelerando na diregdo de seu movimento na taxa de 1,2 m/s’. O carro 
B esté contornando uma curva de 150 metros de raio a uma velocidade constante de 
54 km/h. Determine a velocidade e a aceleracéo que o carro B aparenta ter para um 
observador no carro A se o carro A atinge uma velocidade de 72 km/h para as posigdes 
representadas. 


Solugdo. Escolhemos eixos de referéncia sem rotacdo fixos no carro A uma vez que 0 
movimento de B com respeito A é desejado. 


Velocidade. A equacéo da velocidade é 
VB = V4 + Vaya , 
e as velocidades de A e B para a posicao considerada possuem os médulos 


4% = 20 m/s bg = oa = 15 mils 


O triangulo dos vetores velocidade é tragado na seqiiéncia exigida pela equagao, e a 
aplicagéo da lei de cossenos e da lei de senos fornece 


vp = 18,03 m/s = 46,1° Resp. 


Aceleracdo. A equaciio da aceleracéo relativa 6 
ag = 84 + Apa 


A aceleragao de A é dada, e a aceleracéo de B é normal a curva na diregéio n e tem 


médulo 
{a,, =v] @p = (15)/150 = 1,5 m/s? 


O triangulo dos vetores aceleragao é tragado na seqtiéncia exigida pela equagéo confor- 
me ilustrado. Resolvendo para as componentes x e y de ag, obtém-se 


(apy), = 1,5 cos 30° ~ 1,2 = 0,0990 m/s* 
(@gjq)y = 1,5 sen 30° = 0,750 m/s® 
donde apj4 = ¥(0,0990)? + (0,750)? = 0,757 m/s? Resp. 
A direcao de ag,, pode ser especificada pelo Angulo B que, pela lei dos senos, vem a ser 


15 _ 0,757 
sen g sen 80° 


B= sen! (25 08) = 97,5° Resp. 


© Podemos ver que a solugao grafica ou trigo- 
nométrica 6 mais concisa do que a solucio 
pela algebra vetorial neste problema espe- 
cffico. 


Sugestées Uteis 


@ Alternativamente, poderiamos usar ou uma 
solugdo gréfica ou uma solugdo algébrica 
vetorial. 

@ Cuidado ao escolher entre os dois valores 
82,5° e 180° — 82,5° = 97,5°. 


Sugestéo: Para ganhar familiaridade com a 
manipulagéo das equagées vetoriais, sugere-se 
que o estudante reescreva as equagées do movi- 
mento relative na forma Vg/4 = Vg ~ V4 & Agi = 
@p — a, e redesenhe os poligonos vetoriais para 
se adaptarem com estas relacées alternativas. 


Cuidado: Até agora 86 estamos preparados 
para manipular o movimento relativo a eixos 
sem rotagao. Se tivéssemos fixado os éixos de 
referéncia rigidamente no carro B, estes gira- 
riam com o carro, e descobrirfamos que os ter- | 
mos de velocidade e aceleracao em relagao aos 
eixos girando ndo sao os negativos daqueles 
medidos a partir dos eixos sem rotagéo que se 
deslocam com A. Eixos com rotagéo sero tra- 
tados na Sedo 5/7. 
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PROBLEMAS 
Problemas introdutorios 


2/189 Os trensA e B circulam sobre vias paralelas. O trem A tem. 
uma velocidade de 80 km/h e est4 diminuindo na taxa de 2 m/s?, 
enquanto o trem B tem uma velocidade constante de 40 km/h, Deter- 
mine a velocidade e a aceleraciio do trem B em relagao ao trem A. 
Resp. Vpjq = 120i kh, ag/, = -2i m/s? 


Problema 2/189 


2/190 O jato de transporte B esté voando para o norte com uma 
velocidade vg = 600 ki/h quando uma aeronave menor A passa por 
baixo do transporte dirigida na diregao 60° mostrada. Para os pas- 
sageiros em B, no entanto, A aparenta estar voando lateralmente e 
movendo-se para leste. Determine a velocidade real de A e a veloci- 
dade que A aparenta ter em relagao a B. 


Problema 2/190 


2/191 Uma mulher P caminha em uma rua de leste para oeste a 
uma velocidade de 6 km/h. O vento sopra do noroeste como mostrado 
a uma velocidade de 4 km/h. Determine a velocidade do vento em 
relagdo a mulher se ela (a) caminha para 0 oeste e(b) caminha para 
o leste na rua. Expresse seus resultados tanto ¢m termos dos vetores 
unitarios i ej como em médulos e direcdes da biissola. 
Resp. (a) Vy ;p = 8,834 — 2,83j km/h 
Uysp = 9,27 kin/h a 17,76" sudeste 
(8) Vp jp = ~3,17i ~ 2,835 kin/h 
Yip = 4,25 kin/h a 41,7° sudoeste 


Problema 2/191 


2/192 Otrem A viaja com uma velocidade constante v, = 120 km/h 
ao longo da estrada de ferro reta e horizontal. O motorista do carro 
B, antecipando a passagem de nivel ferrovidria C, diminui a veloci- 
dade do carro de 90 km/h na taxa de 3 m/s*, Determine a velocidade 
e a acelerac&o do trem em relacdo ao carro. 


Problema 2/192 


2/193 Para o instante representado, 0 carro. A tem uma velocidade . 
de 100 km/h, que esta aumentando na taxa de 8 km/h cada segundo, 
Simultaneamente, o carro B também tem uma velocidade de 100 
kim7/h enquanto contorna a curva e esta reduzindo a velocidade na 
taxa de 8 km/h cada segundo. Determine a aceleragdo que o carro B 
aparenta ter para um observador no carro A. 

Resp. ag, = ~4,44i + 2,57j m/s” 


Problema 2/193 


7O Capitulo 2 
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2/194 Para o instante representado, o carro A tem uma aceleragiio 
na diregdo do seu movimento, e o carro B tem uma velocidade de 72 
kw/h que esté aumentando. Se a aceleragéo de B como observada a 
partir de A é nula para esse instante, determine a aceleracéo de A e 
a taxa em que a velocidade de B esta variando. 


Problema 2/194 


Problemas Representativos 


2/195 © carro A tem uma velocidade para a frente de 18 km/h e 

est4 acelerando a 3 m/s”. Determine a velocidade e a aceleragéo do 

carro em relagdo ao observador B, que é levado em uma cadeira sem 

rotagao sobre a roda-gigante. A velocidade angular 0 = 3 rpm da 

roda-gigante é constante. 

Resp. V4jp = 3,001 — 1,999) m/s 
4/5 = 8,631 + 0,628j m/s? 


Problema 2/195 


2/196 © pequeno avido A inicialmente voando para o norte com 
uma velocidade em relagéo ao solo de 225 km/h encontra um vento 
oeste de 75 km/h (soprando para o leste). O aviéo B voando para o 
oeste com uma velocidade em relacéo ao ar de 270 km/h passa A 
quase na mesma altitude. Determine 0 médulo e a diregio da veloci- 
dade que A aparenta ter para o piloto de B. 


Vento oeste 
75 km/h 


Problema 2/196 


2/197 O jogador de héquei A conduz o disco com seu taco e se des- 
loca na diregéo mostrada com uma velocidade v, = 4 m/s. Na passa- 
gem do disco para seu companheiro de equipe parado B, qual Angulo 
aa direcdo de seu tiro devera ter em relagéo a linha de visada se este 
Tanga 0 disco com uma velocidade de 7 m/s em relagéo a si préprio? 
Resp. a = 23,8° 


Problema 2/197 


2/198 Um veleiro deslocando-se na direg&io mostrada esta nave- 
gando a barlavento contra um vento norte. O instrumento que mede 
a velocidade do barco registra uma velocidade do casco de 6,5 nés. 
Uma corda leve amarrada ao cordame indica que a diregao do vento 
aparente 6 de 35° a partir da linha de centro do barco. Qual 6 a ver- 
dadeira velocidade do vento v,? 


6,5 nés 


Problema 2/198 


Cinematica de Particulas 71 


2/199 OnavioA esta se dirigindo para 0 oeste a uma velocidade de 
15 nés, e o navio B esta se dirigindo para o sudeste. A diregdo rela- 
tiva @ de B com relacio a A é de 20° e é invaridvel. Se a distancia 
entre A e B é de 10 milhas maritimas as 14 horas, quando a colisao 
ocorreria se nenhum navio alterasse o curso? 

Resp. 14:24 


Problema 2/199 


2/200 Uma gota de 4gua cai sem velocidade inicial a partir do pon- 
to A de um viaduto em uma rodovia. Apés ter cafdo 6 m, se choca 
com 0 paéra-brisa no ponto B de um carro que se desloca a uma velo- 
cidade de 100 km/h na estrada horizontal. Se o para-brisa tem uma 
inclinagao de 50° em relacdo a vertical como mostrado, determine 
o Angulo 6 em relac&o & normal n ao pdra-brisa no qual a gota de 
Agua colide. 


6m 


S 50° | 7 A 


~~ 100 km/h 
ro 


Problema 2/200 


2/201 Para aumentar sua velocidade, o esquiador aquatico A cru- 
za através da marola do barco de reboque B, que tem uma velocidade 
de 60 km/h, No instante em que @ = 30°, o caminho real do esquiador 
faz um Angulo 8 = 50° com a corda de reboque. Para esta posicao 
determine a velocidade v, do esquiador e o valor de 6. 

Resp. v, = 80,8 km/h, 6 = 0,887 rad/s 


OE 


(aes 


Problema 2/201 


2/202 Um satélite da Terra 6 colocado em uma G6rbita circular po- 
lar a uma altitude de 240 km, que requer uma velocidade orbital 
de 27 940 km/h em relacdo ao centro da Terra considerada fixa no 
espaco. No curso de sul para norte, quando o satélite passa sobre um 
observador no equador, em qual direcdo o satélite parece estar se 
movendo? O raio equatorial da Terra é de 6378 km, e a velocidade 
angular da Terra é de 0,729 10") rad/s. 


2/203 OcarroA esta viajando na velocidade constante de 60 km/h 
enquanto contorna a curva circular com 300 m de raio e no instante 
representado esta na posicéo @ = 45°. O carro B esta viajando na 
velocidade constante de 80 km/h e passa pelo centro do circulo neste 
mesmo instante. O carro A é localizado em relagao ao carro B pelas 
coordenadas polares r e @ com o pélo se deslocando com B. Para esse 
instante determine va,g e 0s valores de re 6 conforme medidos por 
um observador no carro B. 
Resp. Vajp = 36,0 m/s 
} = -15,71 m/s, 6 = 0,1079 rad/s 


Problema 2/203 


2/204 Para as condigdes do Prob. 2/208, determine os valores de # 
e 6 conforme medidos por um observador no carro B no instante re- 
presentado. Use os resultados para 7 e 6 citados nas respostas para 
aquele problema. 


2/205 O capitao de um pequeno navio capaz de atingir uma velo- 
cidade de 6 nés através de aguas calmas deseja definir um curso que 
levard o barco diretamente para leste a partir de A até B por uma 
distancia de 10 milhas maritimas. Para levar em consideragéo uma 
corrente constante de 2 nés fluindo para nordeste, determine sua 
leitura H necessdria na bissola, medida no sentido hordrio a partir 
do norte até o grau mais proximo. Também determine o tempo ¢ da 
viagem, (Lembre-se de que 1 né é 1 milha maritima por hora.} 
Resp. H = 104°, t= 1h 23 min 


N (0°) 
h NE (45°) 


x 
ER AAS 


B 
= wen on on mee en 5 F, (90°) 


Problema 2/205 


72 = Capitulo 2 
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2/206 O avidoA esta voande horizontalmente com uma velocidade 
constante de 200 km/h e esta rebocando o planador B, que esta ga- 
nhando altitude. Se o cabo de reboque tem um comprimento r = 
60 m e @ est4é aumentando na taxa constante de 5 graus por segundo, 
determine os médulos da velocidade v e da aceleracao a do planador 
para o instante em que @ = 15°. 


4 


Problema 2/206 


2/207 A nave espacial S aproxima-se do planeta Marte ao longo 
de uma trajetéria 5-6 no plano orbital de Marte com uma velocidade 
absoluta de 19 km/s. Marte tem uma velocidade de 24,1 km/s ao 
longo de sua trajetéria a-a. Determine o dngulo f entre a linha de 
visada S-M e a trajetéria b-b quando Marte aparenta, a partir da 
nave espacial, estar se aproximando diretamente. 

Resp, B = 55,6° 


go 
i 


24,1 km/s 
tds 15° 


19 ig ates ‘4 
%s oe 
gs. ? 


Problema 2/207 


2/208 Os satélites A e B estao em uma érbita circular de altitude 
hk = 1500 km. Determine o médulo da aceleragéo do satélite B em 
relagdo a um observador sem rotagao no satélite A. Utilize gp = 9,825 
in/s? para a aceleragdo gravitacional no nivel da superficie e R = 
6371 km para o raio da Terra. 


Problema 2/208 


2/209 Apés partir da posicfio marcada com um “x”, um jogador de 
futebol americano B corre modificando a trajetéria no padrao apre- 
sentado, fazendo um corte em P e depois correndo com uma velocida- 


de constante vg = 7 m/s na direcdo mostrada. O langador arremessa 
a bola com uma velocidade horizontal de 30 m/s no instante-em que 
o jogador passa pelo ponto P. Determine o Angulo a no qual o langa- 
dor deve jogar a bola, e a velocidade da bola em relagdo ao jogador 
quando a bola é agarrada. Despreze qualquer movimento vertical 
da bola. 

Resp. a = 32,0°, v4;g = 21,91 + 21,9) m/s 


y 
--—_——_—— 15 m 
x _-4P 
N 
\ 
\ B 
20 


156m 


Problema 2/209 


»2/210 AaeronaveA com equipamento de detecgio por radar esta 
voando horizontalmente a uma altitude de 12 km e esté aumen- 
tando sua velocidade na taxa de 1,2 m/s cada segundo. Seu radar 
capta uma aeronave B voando na mesma diregao e no mesmo plano 
vertical a uma altitude de 18 km. Se A tem uma velocidade de 1000 
km/h no instante em que 6 = 30°, determine os valores de 7 e neste 
mesmo instante se B tem uma velocidade constante de 1500 km/h. 
Resp. —0,637 m/s” 
1,660(10~*) rad/s? 


0 


Problema 2/210 


»2/211 Um rebatedor acerta a bola de beisebol A com uma velo- 
cidade inicial de vp = 30 m/s diretamente para o jogador B com um 
Angulo de 30° com a horizontal; a posigdo inicial da bola é 0,9 m 
acima do nivel do solo. O jogador B precisa de 1 8 para julgar onde 
a bola deve ser apanhada e comecar a se mover para essa posigéo 
com velocidade constante. Devido a grande experiéncia, o jogador 
B decide sua velocidade de corrida de modo que chegue na “posigéo 
de apanhar” simultaneamente com a bola. A posigao de apanhar é a 
localizagAo no campo em que a altura da bola 6 de 2,1 m. Determine 
a velocidade da bola em relacgdo ao jogador no instante em que a 
captura é feita. 

Resp. Va;z = 21,51 ~ 14,19) m/s 


eos 


Problema 2/211 


2/212 Em um dado instante apds saltar do avido A, um pdra- 
quedista B esta na posi¢aéo mostrada e atingiu uma velocidade ter- 
minal (constante) vg = 50 m/s. O avido possui a mesma velocidade 
constante v4 = 50 m/s, e apés um periodo de véo horizontal comeca 
a seguir a trajetoria circular apresentada de raio p, = 2000 m. (a) 
Determine a velocidade e a acelerag&o do avido em relagdo ao para- 
quedista. (6) Determine a taxa de variagdo no tempo da velocidade u, 
do avido e o raio de curvatura p, da sua trajetéria, as duas conforme 
observadas pelo paéra-quedista sem rotacao. 


2/9 Movimento Restrito pe Particuras 
Conectapas ‘ 
hn 

Algumas vezes os movimentos das particulas estado inter- 
relacionados devido as restrigdes impostas por elementos de 
interligagao. Em tais casos é necessdrio levar em considera- 
¢ao estas restrig6es a fim de determinar os respectivos movi- 
mentos das particulas. 


Um Grau de Liberdade 


Considere inicialmente o sistema muito simples de duas 
particulas interconectadas A e B mostrado na Fig. 2/19. Deve 
ser bastante evidente por inspec&o que 0 movimento hori- 
zontal de A é o dobro do movimento vertical de B. No entan- 
to, vamos utilizar este exemplo para ilustrar 0 método de 
andlise que se aplica para situagées mais complexas onde os 
resultados néo podem ser facilmente obtidos por inspecio. O 
movimento de B é evidentemente o mesmo que o do centro 
de sua polia, deste modo estabelecemos as coordenadas de 
posigdo x e y medidas a partir de uma referéncia fixa conve- 
niente. O comprimento total do cabo é 


TT 
Lant it dytary +b 


Figura 2/19 
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Resp. (a) Vajg = 501 + 50j m/s 
agin = 1,250) m/s? 
() b, = 0,884 m/s”, p, = 5660 m 


| \ 
Pa = 2000 m 
\ 
}<——— 500 m >| 4 \ 
= eb aka) id ai alas So iy Ma a eer oe 
FX 
| * 
t 
350 m y 


Problema 2/212 


Com L, ro, r; e & todos constantes, a primeira e a segunda 
derivadas da equagéo em relacdo ao tempo fornece 


O=4+27 ou 0 =v, + ug 


O=*H+2y ou O= a, + 2ag 


As equacées de restri¢do para a velocidade e a aceleragéio 
indicam que, para as coordenadas selecionadas, a velocidade 
de A deve ter um sinal que é oposto ao da velocidade de B, e 
de forma similar para as aceleragdes. As equagées de restri- 
g&o sdéo vélidas para o movimento do sistema em qualquer 
direcao. Enfatizamos que vg = x 6 positivo para a esquerda e 
que vp = ¥ 6 positivo para baixo. 


Porque os resultados nao dependem dos comprimentos ou’ 


raios da polia, devemos ser capazes de analisar o movimento 
sem considerd-los. Na parte inferior esquerda da Fig. 2/19 6 
mostrada uma vista ampliada do didmetro horizontal .A’B’C’ 
da polia inferior em um instante de tempo. Evidentemente, 
A’e A tém movimento de mesmo médulo, como também B 
e B’. Durante um movimento infinitesimal de A’, é facil ob- 
servar a partir do tridngulo que B’ se move metade do que 
se move A’ porque o ponto C como um ponto sobre a por- 
go fixa do cabo nao tem nenhum movimento momentane- 
amente. Assim, com a diferenciagaéo pelo tempo em mente, 
podemos obter as relagdes para o médulo da velocidade e da 
aceleragdo por inspegio. A polia, na verdade, é uma roda que 
rola sobre o cabo vertical fixo. (A cinemdtica de uma roda 
girando sera tratada mais amplamente no Capitulo 5 sobre 
movimento de corpo rigido.) O sistema da Fig. 2/19 é dito ter 
um grau de liberdade uma vez que apenas uma varidvel, ou 
x ou y, 6 necessdria para especificar as posicées de todas as 
partes do sistema. 


Dois Graus de Liberdade 


Um sistema com dois graus de liberdade é mostrado na 
Fig. 2/20. Aqui as posigées do cilindro inferior e da polia C de- 
pendem de especificacdes independentes das duas coordena- 
das y4 € yg. Os comprimentos dos cabos presos aos cilindros 
Ae B podem ser escritos, respectivamente, como 


| 
: 
| 


. Exemplo 2/15 
Na configuracdo mostrada das polias, ocilindro A tem uma vélocidade para baixo de 


74° Capitulo 2 


La =ya + 2yp + constante 
Lg =yp+%c + Wc ~I¥p) + constante 


e suas derivadas no tempo sfo 
0=54 + Wp e 0= Fn + Wo- Ip 

0= da + Wo e 0=Fp+ We-Ip 

Bliminando os termos em Jp € Vp obtém-se 


Vat Wet 47¢ = 9 ou vg + Qug + dug = 0 


Jat Wz t 4¥e=0 ou a4 + 2ag + 4a, = 0 


# nitidamente impossivel para os sinais de todos os trés ter- 
mos serem positivos simultaneamente. Assim, por exemplo, 
se ambos A e B tém velocidades (positivas) para baixo, entao 
C terd uma velocidade (negativa) para cima. 

Estes resultados também podem ser encontrados pela 
ingpegéio dos movimentos das duas polias em Ce D. Para 
um incremento dy, (com yg mantido fixo), o centro de D se 
desloca para cima de uma quantidade dy,/2, 0 que provoca 
um movimento ascendente dy,/4 do centro de C. Para um 
incremento dy, (com y4 mantido fixo), o centro de C se deslo- 
ca para cima de uma distancia dyp/2. A combinagao dos dois 
movimentos resulta num movimento ascendente 


0,3 m/s. Determine a velocidade de B. Resolva em duas maneiras. - 


Solucdo (1). Os centros das polias em A e B sao localizados pélas coordehadas Yee yp 
medidas a partir de, posigées fixas. O comprimento total constante do cabo no sistema, 


de polias é 


L = 3yz + 2y, + constantes. 


onde as constantes levam em conta os comprimentos fixos dé.cabo:em ‘contato com as 
circunferéncias das polias ¢ da separagio vertical constante entire as duas polias “‘gupe- 
riores do lado esquerdo. A diferenciagao com relagdo ao tempo fornece 


0 = yp + Ba 
A substituigao de vg = 74 = 0,3 m/s e vg = Vg fornece 


0 = 3(ug) + 20,8) ow vg = + 0,2: m/s 


Solucdo (1). Um diagrama ampliado das polias em A,BeCé apresentado, Durante 
um movimento diferencial ds, do centro da polia A, @ extremidade esquierdade: seu 


diametro horizontal nao tem nenhum movimento uma vez que és 
do cabo. Portanto, a extremidade do lado direito tem'uim movinient 


trado. Esse movimento é transmitido para a extremidade'do lado:es A 
horizontal da polia em B. Além disso, a partir da polia C com seu'cent 
os deslocamentos em cada lado sao iguais e opostos. Assim, para.a polia 


de do lado direito do diémetro tem um deslocamento para b 
para cima dsg do seu centro. Por inspegéo da geometria, conch 


2ds,= 3dsgp = ou ds =: 
Dividindo por dt fornece 


lvpl = Fog = 2(0,3) = 0,2 m/s (para : 


Figura 2/20 


de modo que —vg = v,/4 + up/2 como antes. A visualizagéo da 
verdadeira geometria do movimento é uma habilidade im- 
portante. 

Um segundo tipo de restrigio onde a diregéo do elemento 
de conexéo varia com o movimento é ilustrado no segundo 
dos dois exemplos que se seguem. 


Resp. 


Date fixe 
Tmos- 


Sugestdes Uteis 

@ Desprezamos. as pequenas ‘variagdes angu- 
“.Tares dos cabos. entre B eC. 

@.O sinal negativo indica que a velocidade de 
Resp. B é para cima, 


Cinematica de Particulas 75 


Exemplo 2/16 


O trator A é usado para icar o fardo B com o arranjo de polias apresentado. Se A tem 
uma velocidade para a frente v,, determine uma express&o para a velocidade para cima 
vp do fardo em termos de x. 


Solugdo. Indicamos a posigdo do trator pela coordenada x e a posigdo do fardo pela 
coordenada y, ambas medidas a partir de uma referéncia fixa. O comprimento total 
constante do cabo é 


L= 2h ~y) +1= 2h -y) + Sh? + x? 


@ Derivando em relacao ao tempo obtém-se 


0 = 27 +h. 
h? + x 
Substituindo uv, = x e vg = ¥ fornece 
1%, i 
"a 3 pre Resp. | Sugestiio Util 
@ A diferenciagdo da relagéo para um tridn- 
gulo retdéngulo ocorre freqiientemente em 
mecanica, 
PROBLEMAS 2/215 Em um dado instante, 0 cilindro A tem uma velocidade para 
a baixo de 0,8 m/s e uma aceleracfio para cima de 2 m/s2, Determine a 
Problemas introdutorios velocidade e a aceleracéo correspondentes do cilindro B. 


Resp: vg = 1,2 m/s para cima 


2/213 Seo bloco A tem uma velocidade de 0,6 m/s para a direita, fs 
dg = 3 m/s? para baixo 


determine a velocidade do cilindro B. 
Resp. vg = 1,8 m/s para baixo 


Problema 2/213 


2/214 Se a velocidade x do bloco A subindo o plano inclinado esta 
aumentando na taxa de 0,044 m/s cada segundo, determine a ace- 
leracdo de B. Problema 2/215 


2/216 Determine a equagao de restrigéo que relaciona as acelera- 
gdes dos corpos A e B. Assuma que a superficie superior de A perma- 
nece na horizontal. 


Problema 2/214 Problema 2/216 


| 76 = Capitulo 2 
| 


2/217 Um caminhdo equipado com um guincho motorizado sobre 
a sua dianteira puxa a si préprio para cima num aclive ingreme 
com 0 arranjo de cabo e polia mostrado. Se o cabo é enrolado sobre 0 
tambor na taxa constante de 40 mm/s, quanto tempo levara para o 
camimhdo subir 4 m do aclive? 

Resp. t = 3 min 20s 


Problema 2/217 


2/218 Para o sistema de polias mostrado, cada um dos cabos em A 
e B recebe uma velocidade de 2 m/s na diregdo da seta. Determine a 
velocidade ascendente v da carga m. 


Problema 2/218 


Problemas Representativos 


2/219 Determine a relagéio que regula as velocidades dos quatro 

cilindros. Expresse todas as velocidades para baixo como positivas. 
Quantos graus de liberdade existem? 

Resp. 40,4 + 8ug + 40g + Up = 0 

3 graus de liberdade 


Problema 2/219 


2/220 Para um dado valor de y, determine a velocidade ascenden- 
te de A em termos da velocidade descendente de B. Despreze os di- 
Ametros das polias, 


kK 2b | 


Problema 2/220 


2/221 Despreze os diametros das pequenas polias e determine a 
relag&o entre a velocidade de A e a velocidade de B para um deter- 
minado valor de y. 

3yu, 


2yy? + 67 


Resp. vg = — 


Problema 2/221 


2/222 Determine uma expressdo para a velocidade v, do carrinho 
A descendo a inclinag&o em termos da velocidade de subida vg do 
cilindro B. 
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Problema 2/222 


2/223 Sob a acdo da forga P, a aceleracdo constante do bloco B é 
de 2 m/s? para cima do plano inclinado. Para o instante em que a 
velocidade de B é de 1,2 m/s subindo o plano inclinado, determine a 
velocidade de B em relagdo aA, a aceleracio de B em relagioaAea 
velocidade absoluta do ponto C do cabo. 
Resp. vp, = 0,4 m/s, agi, = 0,667 m/s* 
vc = 1,6 m/s 


P 
eo 


Problema 2/223 


2/224 Determine a elevagao vertical h da carga W durante 10 se- 
gundos se o tambor de elevacao recolhe o cabo na taxa constante de 
180 mm/s. 


Problema 2/224 


2/225 Os guinchos motorizados sobre o andaime industrial per- 
mitem que este seja elevado ou abaixado. Para a rotagao no sentido 
indicado, o andaime esté sendo elevado. Se cada tambor tem um di- 
Ametro de 200 mm e gira na taxa de 40 rpm, determine a velocidade 
de subida v do andaime. 

Resp. v = 83,8 mm/s 


the __ PZ 


ott adi 


i 
Problema 2/225 


2/226 O andaime do Prob, 2/225 é modificado aqui pela colocagao 
dos guinchos motorizados no chao em vez de no andaime. As outras 


condigées permanecem as mesmas. Calcule a velocidade de subida - 


v do andaime. 


Problema 2/226 


2/227 A fim de acelerar a elevacdo dos fardos representados no 
Exemplo 2/16, 0 arranjo das polias é alterado como mostrado aqui. 
Se o trator A tem uma velocidade para a frente v,, determine uma 
expressdo para a velocidade de subida vg do fardo em termos de x. 
Despreze a pequena distancia entre o trator e sua polia de modo 
que ambos tém essencialmente 0 mesmo movimento. Compare seus 
resultados com os do Exemplo 2/16. 
2xv, 


ix? + h? 


Resp, vg = 


78 Capitulo 2 
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Problema 2/227 Problema 2/229 


2/228 Os anéis A e B deslizam ao longo das hastes fixas em Angulo 
| reto e estéo conectados por um fio de comprimento L. Determine a 
aceleragao @, do anel B em fungao de y se o anel A possui uma velo- 
cidade constante para cima v4. 


2/230 Sob a acdo da forga P, a aceleragao constante do bloco B é 
de 8 m/s? para a direita. No instante em que a velocidade de B é de 
2 m/s para a direita, determine a velocidade de B em relag&io a A, a 
aceleragaéo de B em relagiio a A, e a velocidade absoluta do ponto C 
do cabo. f 

i Resp. vg; = 0,5 m/s, ag/4 = 0,75 m/s? 
v¢-= Im/s, todas para a direita 


Problema 2/230 


Problema 2/228 


2/229 Se acarga B tem uma velocidade para baixo v,, determine 
a componente ascendente (v4), da velocidade de A em termos de 6, 
do comprimento da haste / e do Angulo 0. Suponha que 0 cabo que 


suporta A permanece vertical. 
sya(l + cos 6) 
b tan @ 


Resp. (Ug)y = ug 


{ 
| 
i 
| 
| 
| 
i 


| 
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2/10 Revisio po Capituto 


No Capitulo 2 desenvolvemos e ilustramos os métodos ba- 
sicos para a descric¢ao do movimento da particula. Os concei- 
tos desenvolvidos neste capitulo formam a base para grande 
parte da dindmica, e é importante revisar e dominar este 
material antes de prosseguir nos capitulos seguintes. 

De longe 0 conceito mais importante no Capitulo 2 é a 
derivada no tempo de um vetor. A derivada no tempo de um 
vetor depende da variacdo na direcgao, bem como da variacdo 
no médulo. A medida que prosseguimos em nosso estudo da 
din4mica, precisaremos examinar as derivadas no tempo de 
outros vetores, além dos de posicdo e velocidade, e os princf- 
pios e procedimentos desenvolvidos no Capitulo 2 serdo titeis 
para esse propésito. 


Categorias do Movimento 


As seguintes categorias de movimento foram examinadas 
neste capitulo: 


1, Movimento retilineo (uma coordenada) 
2. Movimento curvilineo plano (duas coordenadas) 
3. Movimento curvilfneo espacial (trés coordenadas) 


Em geral, a geometria de um dado problema nos permite 
identificar rapidamente a categoria. Uma excecdo a essa ca- 
tegorizagao 6 encontrada quando somente os médulos das 
grandezas do movimento medidas ao longo da trajetéria sAo 
de interesse. Neste caso, podemos usar uma tinica coordena- 
da de distancia medida ao longo da trajetéria curva, junta- 
mente com suas derivadas escalares no tempo fornecendo a 
velocidade || e a aceleracdo tangencial 8. 

O movimento plano é mais facil de gerar e controlar, espe- 
cialmente em mdquinas, do que o movimento espacial e, as- 
sim, uma grande parte dos nossos problemas de movimento 
esta sob as categorias plana curvilinea ou retilfnea. 


Emprego de Eixos Fixos 


Usualmente descrevemos 0 movimento ou fazemos medi- 
gdes do movimento com respeito a eixos de referéncia fixos 
(movimento absoluto) e eixos méveis (movimento relativo). 
A escolha satisfatéria dos eixos fixos depende do problema. 
Eixos fixados & superficie da Terra s&o suficientemente “fi- 
xos” para a maioria dos problemas de engenharia, embora 
excegdes importantes incluam movimento Terra-satélite e 
interplanetario, trajetérias precisas de projéteis, navegacao 
e outros problemas. As equacées de movimento relativo dis- 
cutidas no Capitulo 2 esto restritas a eixos de referéncia 
com translacdo. 


Escolha de Coordenadas 


A escolha das coordenadas é de importancia fundamen- 
tal. Desenvolvemos a descricaio do movimento utilizando as 
seguintes coordenadas: 


1. Coordenadas (cartesianas) retangulares (x-y) e (x-y-z) 


2. Coordenadas normal e tangencial (7-t) 


Cinematica de Particulas 79 


3. Coordenadas polares (r- 4) 
4, Coordenadas cilindricas (r-6-z) 
5. Coordenadas esféricas (R-0-) 


Quando as coordenadas n&o s&o especificadas, a escolha ade- 
quada geralmente depende da forma em que o movimento 
é gerado ou medido. Assim, para uma particula que desliza 
radialmente ao longo de uma barra que gira, as coordenadas 
polares sAo as mais adequadas a se utilizar. O rastreamento 
por radar pede o uso de coordenadas polares ou esféricas. 
Quando as medidas sao feitas ao longo de uma trajetoria 
curva, coordenadas normal e tangencial so indicadas. Um 
tracador grafico x-y nitidamente envolve coordenadas retan- 
gulares. 

A Fig. 2/21 6 uma representagdo combinada das descri- 
gées pelas coordenadas x-y, n-t e r-@ da velocidade v e da ace- 


Trajetéria 


(a) Componentes da velocidade 


Trajetéria 


a in ie . 
Gp =r0 +270 


(6) Componentes da aceleragao 


Figura 2/21 


| 


umn Conjunto de -coordenadas par: 
. ainforniagao necéssaria para essa 


PROBLEMAS DE REVISAO 


2/231 No instante ¢ = 0 uma pequena bola é arremessada a partir 
do ponto A com uma velocidade de 60 m/s no angulo de 60°. Despreze 
resisténcia atmosférica e determine os dois instantes de tempo 1, 
e tg quando a velocidade da bola faz um Angulo de 45° com o eixo 
horizontal x. . 
Resp. t; ='2,24 s, ty = 8,35:8 


u = 60 m/s 


Problema 2/231 


2/232 Um projetista inexperiente de um leito de estrada para um 
novo trem de alta velocidade propés unir wma secao reta da ferrovia 
a uma secio circular de 600 m de raio como apresentado. Para um 
trem que viajaria a uma velocidade constante de 150 km/h, repre- 
sente graficamente o médulo da sua aceleragado em fungao da distan- 
cia ao longo da ferrovia entre os pontos A e C e explique porque este 
projeto é inaceitavel. 


Problema 2/232 


2/233 O pequeno cilindro é fabricado para se deslocar ao longo 
da haste giratéria com um movimento entre r=rg+ber=ry-b 
dado por r = rg + 6 sen us onde ¢ 6 0 tempo contado a partir do 
instante em que o cilindro passa a posigéo r = rg e 7 6 0 periodo de 
oscilacdo (tempo para uma oscilacéo completa). Simultaneamente, 
a haste gira em torno da vertical na velocidade angular constante 
6, Determine 0 valor de r para o qual a aceleragao radial (diregao 
r) é zero, 


Resp. r = ro 


Problema 2/233 


2/234 Para um determinado intervalo de movimento, o pino P é 
forcado a se deslocar na ranhura fixa parabédlica pela guia vertical 
ranhurada, que se desloca na diregéo x na taxa constante de 20 
mm/s. Todas as medidas estado em milimetros e segundos. Calcule 
os médulos da velocidade v e da aceleracéo a do pino P quando x = 
60 mm. 


ef tS SS rp 
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Problema 2/234 


2/235 Uma pedra é lancada para baixo de uma encosta como mos- 
trado. Determine o médulo u e a diregdo 6 da sua velocidade inicial 
de modo que a pedra suba 12 m e ainda tenha um alcance de 50 
metros para baixo da encosta. 

Resp. u = 17,74 m/s, 0 = 96,7° 


Problema 2/235 


2/236 Um pequeno projétil é langado a partir do ponto O com uma 
velocidade inicial de u = 500 m/s no angulo de 60° em relagao 4 ho- 
rizontal como mostrado. Despreze a resisténcia atmosférica e qual- 
quer variacgao em g e calcule o raio de curvatura p da trajetéria do 
projétil 30 segundos apés o disparo. 


Problema 2/236 


2/237 © deslocamento angular da centrifuga é dado por 6 = 4[¢ + 
30e~%.03 _ 30] rad, onde ¢ é expresso em segundos et = 0 é 0 instante 
da partida. Se o ser humano perde a consciéncia em um nivel de 
aceleragao de 10g, determine o tempo ¢ em que isso ocorreria. Veri- 


fique que a aceleragdo tangencial é desprezivel quando a aceleragéo 
normal se aproxima de 10g. 
Resp. t = 47,48 


Problema 2/237 


2/238 Como parte de um exercicio de treinamento, o piloto da 
aeronave A ajusta a sua velocidade aérea (velocidade relativa ao 
vento) para 220 km/h enquanto na porgao horizontal da trajetéria 
de aproximacdo e posteriormente mantém sua velocidade absoluta 
constante enquanto transpée trajetéria de descida de 10°. A velo- 
cidade absoluta do porta-avides é de 30 km/h e a do vento é de 48 
km/h. Qual serd o Angulo da trajetéria de descida com relacio a 
horizontal quando visto por um observador no navio? 


Problema 2/238 


2/239 O foguete lancado verticalmente e o radar de rastreamento 
do Prob. 2/147 séo apresentados aqui novamente. No instante em 
que @ = 60°, as medidas fornecem 6 = 0,08 rad/s e r = 7500 m, ea 
aceleracao vertical do foguete é encontrada como a = 20 m/s?. Para 
esse instante determine os valores de fe 6. 
Resp, 7 = 24,1 m/s* 
6 = ~1,784(10-%) rad/s 


Problema 2/239 
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2/240 0 deslocamento vertical do cilindro A em metros é dado por 
y = #/4 onde t é expresso em segundos. Calcule a aceleracdo descen- 
dente ag do cilindro B. Identifique o nimero de graus de liberdade. 


Problema 2/240 


2/241 Uma aeronave a jato faz um desvio ascendente em uma 
curva vertical como apresentado. Quando passa a posicéo onde @ = 
30°, sua velocidade é de 1000 km/h e esté diminuindo na taxa de 15 
km/h por segundo. Se o raio de curvatura p da trajetéria de vio é de 
1,5 km neste ponto, calcule as respectivas componentes horizontal e 
vertical, xe}, da aceleragéo da aeronave. 

Resp. % = —29,3 m/s? 

$= 42,5 m/s? 


Problema 2/241 


2/242 Acatapulta de langamento do porta-avides fornece ao aviéo 
de caga uma aceleracdo constante de 50 m/s* a partir do repouso 
em relacdo ao convés de véo e langa a aeronave a uma distancia de 
100 m medida ao longo da pista de decolagem com angulagiio. Se o 
porta-avides esta se deslocando a uma velocidade constante de 30 
nés (1 n6 = 1,852 km/h), determine o médulo v da velocidade real do 
caga quando este 6 langado. 


Problema 2/242 


2/243 OcarroA transpde uma curva de 60 m de raio a uma veloci- 
dade constante de 50 km/h. Quando A passa na posicéo mostrada, o 
carro B esta a 30 m do cruzamento e esta acelerando para o sul rumo 
ao cruzamento na taxa de 1,5 m/s”. Determine a aceleracdio que A 
parece ter quando observado por um ocupante de B neste instante. 
Resp. aajg = 4,58 m/s”, 8 = 20,6° noroeste 


Problema 2/243 


2/244 No instante representado, suponha que a particula P, que 
se move em uma trajetéria curva, esta a 80 m do pélo O e tem a ve- 
locidade v e a aceleracéo a conforme indicado. Determine os valores 
instantaneos de /, 7, 6, 6, as componentes n e ¢ da aceleracdo, e 0 raio 
de curvatura p. 


a v=30 m/s 
< . 


Problema 2/244 
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2/245 O cilindro A tem uma velocidade constante para baixo de 1 
m/s. Calcule a velocidade do cilindro B para (a) 6 = 45°, (b) @= 30° e 
(c) 6 = 15°. A mola esta sob trac&o durante toda a faixa de interesse 
do movimento, e as polias esto conectadas pelo cabo de comprimen- 
to fixo, 
Resp. (a) vg = 0,293 m/s 
(6) vg = 0 
(c) vg = —0,250 m/s 


Problema 2/245 


2/246 Uma particula tem as seguintes componentes de posigao, 
velocidade e aceleracao: x = 50 m, y = 25 m, z = -10 m/s, 7 = 10 mis, 
% = -10 m/s? e ¥ = 5 m/s*. Determine as seguintes grandezas: v,; a, 
Cy Ons Ops By Oys Bay Py Cry Cgy Upp Voy Ver Vor Gps Ary Do Ae Ts TF, 8, be. 
Expresse todos os vetores em termos de i ¢ j, e faga um desenho de 
todos os vetores em um conjunto de eixos x-y conforme avanga na 
solucdo. 


2/247 Logo apés ter sido atingida pelo taco, uma bola de golfe tem 

uma velocidade de 38 m/s direcionada a 35° com a horizontal confor- 

me apresentado. Determine a localizagéo do ponto de impacto. 
Resp. R = 138,3 m 


Leaves alia njeole ae ance Pa 


Problema 2/247 


2/248 Um foguete lancado verticalmente para cima a partir do 
polo norte alcanca uma velocidade de 27 000 km/h em uma altitude 
de 350 km quando se esgota o seu combustivel. Calcule a altura ver- 
tical adicional # atingida pelo foguete antes que este comece a sua 
descida de volta a Terra. A fase do véo sem propulsao ocorre acima 
da atmosfera. Consulte a Fig. 1/1 na escolha adequada do valor da 
aceleracdo gravitacional e utilize 0 raio médio da Terra da Tabela 
D/2. (Observagao: O lancamento a partir do pélo da Terra evita ter 
de considerar o efeito da rotacdo da Terra.) 


2/249 Na talha diferencial mostrada, as duas polias superiores 
estado presas uma na outra para formar uma sé unidade. O cabo é 
enrolado em torno da polia menor com sua extremidade fixada na 
polia de modo que este nado possa escorregar. Determine a acelera- 
cdo ascendente ag do cilindro B se o cilindro A tem uma aceleragao 
descendente de 2 m/s”. (Sugestdo: Analise geometricamente as con- 
seqiiéncias de um movimento diferencial do cilindro A.) 

Resp. ag = 0,25 m/s” 


Problema 2/249 


*Problemas para Resolucao com Auxilio do 
Computador 


*2/250 Uma bola de beisebol é largada de uma altura h = 60 mese 
encontra viajando a 26 m/s quando atinge o solo. Além da aceleragao 
gravitacional, que pode ser admitida constante, a resisténcia do ar 
provoca uma componente de desaceleracéio com médulo ku”, onde v 
é a velocidade e k 6 uma constante. Determine o valor do coeficien- 
te k. Represente graficamente a velocidade da bola de beisebol em 
funcao da altura y. Se a bola de beisebol fosse largada de uma altura 
elevada, mas onde g ainda pudesse ser assumida constante, qual 
seria a velocidade terminal v,? (A velocidade terminal é a velocidade 
em que a aceleracao da gravidade e aquela devida 4 resisténcia do 
ar sao iguais e opostas, de modo que a bola de beisebol cai com 
uma velocidade constante.) Se a bola de beisebol fosse langada de 
h = 60 m, a que velocidade v’ esta atingiria o solo se a resisténcia do 
ar fosse desprezada? 


*2/251 No instante de tempo ¢ = 0, a particula P de 0,9 kg recebe 
uma velocidade inicial vy = 0,3 m/s na posigdo 6 = 0 e posteriormente 
desliza ao longo da trajetéria circular de raio r = 0,5 m. Devido ao 
fluido viscoso e o efeito - aceleracgdo gravitacional, a aceleragéo tan- 
gencial 6 a, = g cos @- = Ey, onde a constante & = 3 N-s/m é um paré- 
metro de arrasto. Determine e represente graficamente 9 e 6 ambos 
como funcdes do tempo ¢ durante o intervalo 0 <¢ <5 s. Determine 
os valores mdximos de 0 € 6 e os correspondentes valores de ¢. Deter- 
mine também o primeiro instante de tempo em que @ = 90°. 


} 
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Resp. Oma, = 111,3° em ¢ = 0,837 8 


O max = 8,67 rad/s em ¢ = 0,343 s 


6 = 90° em ¢ = 0,546 8 


Problema 2/251 


*2/252 Se todos os efeitos de atrito sio desprezados, a expres- 
sao para a aceleracdéo angular do péndulo simples é @ = £ cos 6, onde 
g &a aceleragdo da gravidade e / é 0 comprimento da haste OA. 
Se o péndulo tem uma velocidade angular no sentido horario de 6 = 
2 rad/s quando @ = 0 em ¢ = 0, determine o instante de tempo ¢’ no 
qual o péndulo passa na posigéo vertical @ = 90°. O comprimento do 
péndulo é de / = 0,6 m. Facga também um grafico do tempo ¢ contra 
o Angulo 6. 


Problema 2/252 


*2/253. Um navio com um deslocamento total de 16 000 toneladas 
métricas (1 tonelada métrica = 1000 kg) parte do repouso em dguas 
calmas sob um empuxo propulsor constante T = 250 KN. O navio de- 
senvolve uma resisténcia total ao movimento através da 4gua dada 
por R = 4,50v’, onde R é expresso em quilonewtons e v é expresso em 
metros por segundo. A aceleragéo do navio 6 a = (T — R)/m, onde m 6 
a massa do navio em toneladas métricas. Represente graficamente 
a velocidade v do navio em nés em funcao da distancia s em milhas 
maritimas que 0 navio avanga nas primeiras 5 milhas maritimas a 
partir do repouso. Encontre a velocidade apés 0 navio ter percorrido 
1 milha maritima. Qual é a velocidade maxima que o navio pode 
atingir? 
Resp. Yimi = 11,66 nés 
Uméx = 14,49 nds 


*2/254 Por meio da unidade de controle M, 0 péndulo OA recebe 
um movimento oscilatério em torno da vertical dado por @ = @ sen 
ie t, onde 4 é o deslocamento angular maximo em radianos, g é a 
aceleracdo da gravidade, / 6 0 comprimento do péndulo, e ¢ 6 0 tempo 
em segundos medido a partir de um instante quando OA é vertical. 
Determine e represente graficamente o médulo a da aceleragéo de A 


em funcao do tempo e em fungao de @ durante o primeiro quarto do 
ciclo de movimento. Determine os valores minimo e maximo de a e 
os valores correspondentes de ¢ e 4. Utilize os valores §% = 7/3 radia- 
nos, ! = 0,8 m eg = 9,81 m/s*. (Observagdo: O movimento prescrito 
nao é precisamente aquele de um péndulo oscilando livremente para 
grandes amplitudes.) 


Problema 2/254 


*2/255 A aceleragdo do piloto de drag race é modelada por a = 
¢ — cap, onde o termo v? leva em consideracdo o arrasto aerodina- 
mico e onde ¢, e cy séo constantes positivas. Se c, 6 conhecido como 
9,14 m/s®, determine c, se 0 piloto completa a corrida em 9,4 s. Ent&o 
represente graficamente a velocidade e o deslocamento como fun- 
gdes do tempo. Uma drag race é uma corrida em pista reta de 402 m 
partindo do repouso. 

Resp. ¢y = 83,5(10-%) m=“ 


Fim 


Problema 2/255 


402 m 


*2/256 Uma bala com uma velocidade de disparo de 600 m/s 6 
atirada verticalmente para cima e atinge uma altura mdxima de 
1600 m. A resisténcia do ar provoca uma componente adicional de 
aceleragiio para baixo ku” proporcional ao quadrado da velocidade v. 
Considere g constante em 9,81 m/s? e calcule o coeficiente k. 


*2/257 A guia com a ranhura vertical recebe um movimento os- 
cilatério horizontal de acordo com x = 100 sen 2t, onde x 6 expresso 
em milimetros e ¢ 6 expresso em segundos. A oscilagdo faz com que 
o pino P se desloque na ranhura fixa parabdlica cuja forma é dada 
por y = x7/100, com y também é expresso em milimetros. Represente 
graficamente o médulo v da velocidade do pino como fungao do tem- 
po durante o intervalo necessdrio para o pino P ir do centro até a 
extremidade x = 100 mm. Encontre e localize o valor maximo de v e 
verifique seus resultados analiticamente. 

Resp. Ving, = 250 mm/s em ¢ = 0,330 s 

x = 61,2 mm 
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yx ximiza o alcance RF indicado na figura. Determine o valor correspon- 
dente de R. 


Problema 2/258 
Problema 2/257 


*2/258 Um projétil é lancado a partir do ponto A com velocidade 
U9 = 30 m/s. Determine o valor do angulo de langamento a que ma- 


i 
i 
i 


Lester Lefkowitz/CORBIS 


Os projetistas de atracoes de parque de diversées, tal como esta montanha-russa, nao devem se basear apenas nos principios de equilibtio 
flo momento em que desenvolvem especificacdes para os carros e para a estrutura de suporte. A cinética de particula de cada carro deve ser 
considerada na estimativa das forcas envolvidas de modo que um sistema seguro possa ser projetado. 


CINETICA DE PARTICULAS 


DESCRICAO DO CAPITULO 


3/1 Introducéo 


SECAO A FORCA, MASSA E ACELERACAO 

3/2 Segunda Lei de Newton 

3/3 Equacado do Movimento e Solucao de Problemas 
3/4 Movimento Retilineo 

3/5 Movimento Curvilineo 


SECAO B TRABALHO E ENERGIA 
3/6 Trabalho e Energia Cinética 
3/7 Energia Potencial 


SECAO C  IMPULSO E QUANTIDADE DE MOVIMENTO 
3/8 Introducao 


3/1 IntrRopucio 
reese TEREST pe=mesciftteetsacinee 
De acordo com a segunda lei de Newton, uma particula ira 
acelerar quando submetida a forgas nao equilibradas. A ciné- 
tica 6 o estudo das relacées entre as forcas nao equilibradas e 
as conseqiientes alteragées no movimento. No Capitulo 3, es- 
tudaremos a cinética das particulas.. Este tépico requer que 
combinemos os nossos conhecimentos sobre as propriedades 
das forcas, que desenvolvemos em estatica, e a cinematica do 
movimento das particulas ha pouco estudada no Capitulo 2. 
Com a ajuda da segunda lei de Newton, podemos combinar 
esses dois assuntos e resolver problemas de engenharia que 
envolvam forga, massa e movimento. 


3/9 Impulso Linear e Quantidade de Movimento 
Linear 


3/10 Impulso Angular e Quantidade de Movimento 
Angular 


SECAO D  APLICACGES ESPECIAIS 
3/11 Introducao 

3/12 Impacto 

3/13 Movimento com Forca Central 
3/14 Movimento Relativo 

3/15 Revisao do Capitulo 


As trés abordagens gerais para a solucdo dos proble- 
mas de cinética sao: (A) aplicagéo direta da segunda lei de 
Newton (chamada de método da forca-massa-aceleragao), 
(B) uso dos principios de trabalho e energia, e (C) solugado 
pelos métodos de impulso e quantidade de movimento. Cada 
abordagem tem suas vantagens e caracteristicas especiais, 
e o Capitulo 3 é subdividido nas Segées A, B e C, de acordo 
com esses trés métodos de solugdo. Além disso, uma quarta 
seg&o, Secdo D, trata de aplicagdes especiais e combinagies 
das trés abordagens bdsicas. Antes de continuar, vocé deve 
revisar cuidadosamente as definigdes e conceitos do Capitu- 
lo 1, porque estes séo fundamentais para os desenvolvimen- 
tos a seguir. 


SECAO A. FORCA, MASSA E ACELERACAO 


3/2 Secunpa Let pe Newton 


A relagéo basica entre for¢a e aceleracgdo é encontrada na 
segunda lei de Newton, Eq. 1/1, cuja verificacdo é inteira- 
mente experimental. Descreveremos agora 0 significado fun- 
damental dessa lei ao considerar um experimento ideal no 
qual se supde que a forca e a aceleragaéo séo medidas sem 
erro. Submetemos uma particula de massa 4 agdéo de uma 
tinica forga F,, e medimos a aceleracgdo a, da particula no 
sistema inercial primdrio.* A razao F,/a, dos médulos da for- 


%Q sistema inercial primdrio ou referencial astronémico 6 um conjunto ima- 
gindrio de eixos de referéncia que se supée ndo ter translagdo ou rotagao no 
espaco. Veja Segdo 1/2, Capitulo 1. 


ga e da aceleracéo ser4 um nimero C, cujo valor depende 
das unidades utilizadas para a medida da forca e da acele- 
ragéo. Repetimos entao o experimento submetendo a mesma 
particula a uma forga diferente F, e medimos a aceleracdo 
correspondente ay. A razao Fj/a, dos médulos produzira no- 
vamente um niimero Cy. O experimento é repetido tantas 
vezes quanto se desejar. 

Tiramos duas conclusées importantes a partir dos resul- 
tados desses experimentos. Em primeiro lugar, as razdes 
da forga aplicada e a aceleragéo correspondente igualam o 
mesmo nimero, contanto que as unidades utilizadas para 
a medicgéo néo sejam alteradas nos experimentos. Deste 
modo, 
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a 


Fy, _F, 
a ay 


=C, uma constante 


F 
a 

Concluimos que a constante C é uma medida de alguma 
propriedade invaridvel da particula. Esta propriedade é a 
inércia da particula, que é a sua resisténcia & taxa de varia- 
¢do da velocidade. Para uma particula com inércia elevada (C 
grande), a aceleragéio sera pequena para uma determinada 
forca F. Por outro lado, se a inércia é pequena, a aceleracdo 
sera grande. A massa m 6 usada como uma medida quanti- 
tativa da inércia e, portanto, podemos escrever a expressao 
C = km, onde k é uma constante introduzida para levar em 
conta as unidades empregadas. Assim, podemos expressar a 
relagéo obtida a partir dos experimentos como 

F=kma (8/4) 

onde F 6 0 médulo da forca resultante agindo sobre a parti- 
cula de massa m, ea 6 0 médulo da acelerac&o resultante da 
particula. 

A segunda conclusao que tiramos desse experimento ideal 
6 que a acelerag&o 6 sempre na direeéo da forga aplicada. 
Assim, a Eq. 3/1 torna-se uma relacdo vetorial e pode ser 
escrita 

F=kma (3/2) 

Embora um experimento real nao possa ser realizado na 
forma ideal descrita, as mesmas conclusées foram tiradas a 
partir de inimeras experiéncias realizadas_precisamente. 
Uma das mais exatas verificagées 6 dada pela previsao cor- 
reta dos movimentos dos planetas com base na Eq. 3/2. 


Sistema Inercial 


Embora os resultados do experimento ideal sejam obtidos 
para medigées feitas em relagao ao sistema inercial primdrio 
“fixo”, eles so igualmente vdlidos para medidas feitas com 
respeito a qualquer sistema de referéncia sem rotagéo que 
se translada com uma velocidade constante em relagéio ao 
sistema primdrio. A partir de nosso estudo do movimento re- 
lativo na Segaio 2/8, sabemos que a aceleragéo medida em um 
sistema com translacdo sem nenhuma aceleragao é a mesma 
que a medida no sistema primério. Assim, a segunda lei de 
Newton é igualmente vdlida em um sistema nio acelerado, 
de modo que podemos definir um sistema inercial como qual- 
quer sistema em que a Eq. 3/2 6 verdadeira. 

Se o experimento ideal descrito fosse realizado sobre a 
superficie da Terra e todas as medigdes fossem realizadas 
em relac&o a um sistema de referéncia preso & Terra, os re- 
sultados medidos mostrariam uma ligeira discrepéncia com 
aqueles preditos pela Eq. 3/2, porque a aceleracéo medida 
nao seria a aceleragéo absoluta correta. A discrepancia de- 
sapareceria quando introduzissemos a correcéo devido as 
componentes da aceleracdo da Terra. Estas corregdes sao in- 
significantes para a maioria dos problemas de engenharia 
que envolvem movimentos de estruturas e mAaquinas sobre a 
superficie da Terra. Nesses casos, as aceleragdes medidas em 
relagao aos eixos de referéncia fixados na superficie da Terra 
podem ser tratadas como “absolutas”, e a Eq. 3/2 pode ser 


aplicada com erro desprezivel aos experimentos realizados 
na superficie da Terra.* 

Um ntimero crescente de problemas ocorre, particular- 
mente nas areas de projeto de foguetes e de espaconaves, 
onde as componentes da aceleracao da Terra so uma preo- 
cupagdo primordial. Para esta tarefa 6 essencial que as bases 
fundamentais da segunda lei de Newton sejam muito bem 
compreendidas e que as componentes relevantes da acelera- 
go absoluta sejam empregadas. 

Antes de 1905 as leis da mecAnica newtoniana haviam 
sido verificadas por intmeras experiéncias fisicas e foram 
consideradas a descri¢do definitiva do movimento dos corpos. 
O conceito de tempo, considerado uma grandeza absoluta na 
teoria newtoniana, recebeu uma interpretacdéo fundamen- 
talmente diferente na teoria da relatividade publicada por 
Kinstein em 1905. O novo conceito exigia uma total refor- 
mulagao das leis aceitas da mecanica. A teoria da relativida- 
de foi submetida ao ridiculo no inicio, mas foi verificada por 
experimentos e agora é universalmente aceita pelos cientis- 
tas. Embora a diferenga entre a mecanica de Newton e a de 
Einstein seja fundamental, s6 existe uma diferenca em ter- 
mos praticos nos resultados dados pelas duas teorias quando 
velocidades da ordem da velocidade da luz (300 x 10° m/s) 
sdo encontradas.** Problemas importantes tratando de par- 
ticulas atémicas e nucleares, por exemplo, exigem cdleulos 
baseados na teoria da relatividade. 


Sistemas de Unidades 


E costume adotar & igual a unidade na Eq. 3/2, expres- 
sando assim a relagéo na forma usual da segunda lei de 
Newton 


W1] 


Um sistema de unidades para o qual k é unitdrio é co- 
nhecido como um sistema cinético. Assim, para um siste- 
ma cinético as unidades de forga, massa, e aceleragéo ndo 
sao independentes. Em unidades SI, como explicado na 
Segiio 1/4, as unidades de forga (newtons, N) so obtidas por 
meio da segunda lei de Newton a partir das unidades de base 
de massa (quilogramas, kg) vezes aceleragéo (metros por se- 
gundo ao quadrado, m/s”). Assim, N = kg - m/s’. Esse sistema 


*Como um exemplo da extensio do erro introduzido por desprezar 0 movi- 
mento da Terra, considere uma particula que é deixada cair do repouso (em 
relacao a Terra) de uma altura h acima do solo. Podemos mostrar que a rota- 
g4o da Terra dé origem a uma aceleragao para leste (aceleragéo de Coriolis) 
em relagéo 4 Terra e que, desprezando a resisténcia do ax, a particula cai no 
solo a uma distancia 


a leste do ponto no solo diretamente abaixo do qual foi liberada. A velocidade 
angular da Terra 6 » = 0,729(10~4) rad/s, e a latitude, norte ou sul, 6 y. Em 
uma latitude de 45° e a partir de uma altura de 200 m, este desvio para o leste 
seria x = 43,9 mm. 

**A teoria da relatividade demonstra que nao existe tal coisa como um sistema 
inercial primdrio preferido e que medidas de tempo feitas em dois sistemas 
de coordenadas que tém uma velocidade relativa um ao outro sfo diferen- 
tes. Nesta base, por exemplo, os principios da relatividade mostram que um 
relégio transportado pelo piloto de uma nave espacial que viaja ao redor da 
Terra em.uma érbita polar circular de 644 km de altitude a uma velocida- 
de de 27 080 ku seria mais lento comparado com um reldgio no pélo por 
0,000 O01 85 s para cada érbita. 
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é conhecido como um sistema absoluto uma vez que a unida- 
de para forga é dependente do valor absoluto da massa. 

Em unidades SI do sistema (FLT), por outro lado, as uni- 
dades de massa sdo derivadas a partir das unidades de for- 
ca divididas pela aceleragao. Esse sistema é conhecido como 
um sistema gravitacional uma vez que a massa é derivada 
da forca conforme determinada a partir da atracéo gravita- 
cional. 

Para medicées feitas em relag&o a Terra girando, o valor 
relativo de g deve ser utilizado. O valor internacionalmente 
aceito de g relativo 4 Terra ao nivel do mar e a uma latitu- 
de de 45° 6 9,806 65 m/s”. Exceto quando é necesséria uma 
maior precisio, o valor de 9,81 m/s? sera utilizado para g. 
Para medidas em relagdo 4 Terra sem estar girando, o valor 
absoluto de g deve ser usado. Em uma latitude de 45° e no 
nivel do mar, o valor absoluto é 9,8236 m/s”, A variagao no 
nivel do mar em ambos os valores, absoluto e relativo, de g 
com a latitude é apresentada na Fig. 1/1 da Segio 1/5. 


Unidades de Forca e Massa 


Precisamos utilizar ambas as unidades SI e unidades ha- 
bituais do sistema americano, por isso devemos ter um en- 
tendimento claro das unidades forga e massa corretas em 
cada sistema. Estas unidades foram explicadas na Segiio 1/4, 
mas ser4 Util ilustrd-las aqui utilizando nimeros simples 
antes de aplicar a segunda lei de Newton. Considere, ini- 
cialmente, 0 experimento de queda livre como ilustrado na 
Fig. 3/la onde liberamos um objeto a partir do repouso préxi- 
mo a superficie da Terra. Permitimos que este caia livremen- 
te sob a influéncia da forga de atracéio gravitacional P sobre 
o corpo. Chamamos essa forca o peso do corpo. Hm unidades 
SI para uma massa m = 1kg, 0 peso 6 P = 9,81 N, e a corres- 
pondente aceleragdo a para baixo é g = 9,81 m/s”. 

Na Fig. 3/1b ilustramos as unidades apropriadas com o 
exemplo mais simples onde aceleramos um objeto de massa 
m ao longo da horizontal com uma forga F, Em unidades SI 
(um sistema absoluto), uma forca F = 1 N induz uma 
massa m = 1 kg a acelerar na taxa a = 1 m/s’. Assim, 
IN = 1kg- m/s. 


P=9,81N 
| 


a=g= 9,81 m/s? 


(a) Queda Livre Gravitacional 


a=1m/s? 


(6) Segunda Lei de Newton 


Figura 3/1 


Notamos que em unidades SI onde a massa é expressa em 
quilogramas (kg), o peso P do corpo em newtons (N) é dado 
por P = mg, onde g = 9,81 m/s’. 


3/3 EquacdAo po Movimento & So_ucAo 
DE PRoBLemMAS 


Quando uma particula de massa m é submetida 4 acdo 
de forcas concorrentes F,, Fy, Fs, ... cuja soma vetorial é SF, 
Eq. 1/1 torna-se 


(3/3) 


Ao aplicar a Eq. 3/3 para resolver problemas, usualmente a 
expressamos na forma de componentes escalares com 0 uso 
de um dos sistemas de coordenadas desenvolvidos no Capi- 
tulo 2. A escolha de um sistema de coordenadas adequado 
depende do tipo de movimento envolvido e 6 um passo fun- 
damental na formulacdo de qualquer problema. A Eq. 3/3, ou 
qualquer uma das formas em componentes da equagao de 
forca-massa-aceleracéio, 6 usualmente chamada de equagdo 
do movimento. A equacgao do movimento fornece o valor ins- 
tantaneo da aceleracéo correspondente aos valores instanta- 
neos das forgas que estio agindo. 


Dois Tipos de Problemas em Dinamica 


Encontramos dois tipos de problemas ao aplicar a Eq, 3/3. 
No primeiro tipo, a aceleragao da particula ou é especificada 
ou pode ser determinada diretamente a partir de condicdes ci- 
nematicas conhecidas. Determinamos ent&o as forcas corres- 
pondentes que agem sobre a particula pela substituicao direta 
na Kq. 3/3. Esse problema é geralmente bastante simples. 

No segundo tipo de problema, as forgas agindo sobre a par- 
ticula s&éo especificadas e devemos determinar 0 movimento 
resultante. Se as forcas sAo constantes, a aceleracéo também 
é constante e é facilmente encontrada a partir da Eq. 3/3. 
Quando as forgas so fungées do tempo, posig&o, ou velocida- 
de, a Eq. 3/3 torna-se uma equagiio diferencial que deve ser 
integrada para determinar a velocidade e o deslocamento. 

Problemas desse segundo tipo sao freqiientemente mais 
dificeis, uma vez que a integracéo pode ser dificil de ser rea- 
lizada, particularmente quando a forga é uma funcdo mista 
de duas ou mais varidveis do movimento. Na pratica, fre- 
qiientemente é necessdrio recorrer a técnicas de integragao 
aproximadas, tanto numéricas quanto grdaficas, especialmen- 
te quando dados experimentais estao envolvidos. Os proce- 
dimentos para uma integracéo matematica da aceleracdo 
quando esta 6 uma fung¢do das varidveis do movimento foram 
desenvolvidos na Secao 2/2, e estes mesmos procedimentos 
se aplicam quando a forga 6 uma fungiio especificada destes 
mesmos parametros, uma vez que forca e aceleracéo diferem 
apenas pelo fator constante da massa. 


Movimento com Restricao e sem Restricao 


Existem dois tipos fisicamente distintos de movimento, 
ambos descritos pela Eq. 3/3. O primeiro tipo 6 o movimento 
sem restricdo onde a particula é livre de guias mecdnicas e 
segue uma trajetéria determinada pelo seu movimento ini- 
cial e pelas forgas que lhe s&o aplicadas a partir de fontes 
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externas. Um avido ou foguete em véo e um elétron se deslo- 
cando em um campo carregado séo exemplos de movimento 
sem restrigao. 

O segundo tipo é o movimento com restrigéo onde a traje- 
t6ria da particula é parcial ou totalmente determinada por 
guias restritivas. Um disco de héquei no gelo é parcialmente 
limitado a se deslocar no plano horizontal pela superficie do 
gelo. Um trem em movimento ao longo de seu trilho e um 
cursor deslizando ao longo de um eixo fixo s&o exemplos de 
movimentos mais plenamente restringidos. Algumas das for- 
¢as agindo sobre uma particula durante um movimento com 
restricéo podem ser aplicadas a partir de fontes externas, e 
outras podem ser as reacgdes sobre as particulas das guias 
restritivas. Todas as for¢as, tanto aplicadas quanto reativas, 
que agem sobre a particula devem ser consideradas na apli- 


trigdes. Assim, se uma particula é livre para se mover no es- 
paco, como é o centro de massa do avido ou do foguete em véo 
livre, diz-se que a particula que tem trés graus de liberda- 
de uma vez que trés coordenadas independentes séo neces- 
sdrias para especificar a posicéo da particula em qualquer 
instante. Todas as trés componentes escalares da equagéo 
do movimento teriam que ser integradas para obter as coor- 
denadas espaciais como uma funcéo do tempo. 

Se uma particula é limitada a se deslocar ao longo de uma 
superficie, como é 0 disco de héquei ou uma bolinha de gude 
deslizando sobre a superficie curva de uma tigela, apenas 
duas coordenadas sAo necessdrias para especificar sua po- 
sicdo, e neste caso esta diz-se que ela tem dois graus de li- 
berdade. Se uma particula é limitada a se deslocar ao longo 
de uma trajetéria linear fixa, como é 0 cursor deslizante ao 


cacdo da Eq. 3/3. 


A escolha de um sistema de coordenadas apropriado é 
freqiientemente indicada pelo numero e geometria das res- 


TOS. 
cay 
Ss 
vu 


Ve. 


wm 


longo de um eixo fixo, sua posigao pode ser especificada pela 
coordenada medida ao longo do eixo. Neste caso, a particula 
teria apenas um grau de liberdade. 


Diagrama de Corpo Livre 


Quando se aplica qualquer uma das equacdes de movimento forca-massa-aceleracéo, devem-se 
considerar corretamente todas as forcas agindo sobre a particula. As unicas forcas que podemos des- 
prezar s40 aquelas cujos médulos sAo despreziveis em comparacao com outras forgas agindo, tais como 
as forcas de atracéo mitua entre duas particulas comparadas com sua atrag&o por um corpo celeste 
como a Terra. O vetor soma &F da Eq. 3/3 significa a soma vetorial de todas as forgas que agein sobre 
a particula em questéo. Da mesma forma, o somatério da forca escalar correspondente em qualquer: 
uma das componentes de diregéio significa a soma das componentes de todas as forgas agindo sobre a: 
particula naquela diregdo particular. i 

A tnica forma confidvel de considerar correta e consistentemente cada forga 6 isolar a particula’ 
em consideragdo de todos os corpos que a tocam e influenciam e substituir os corpos removidos pela: 
forcas que estes exercem sobre a particula isolada. O diagrama de corpo livre resultante 6 o meio pelo | 
qual cada forca, conhecida e desconhecida, que age sobre a particula 6 representada e entdo levada: 
em consideracdo. Somente apés esta etapa essencial ter sido concluida vocé deve escrever a equagio 
apropriada ou as equagées de movimento. ) 

O diagrama de corpo livre cumpre 0 mesmo objetivo essencial em dindmica que este tem em esté-' 
tica. Este objetivo é simplesmente estabelecer um método completamente confidvel para a avaliacgad: 
correta da resultante de todas as forcas reais que agem sobre a particula ou corpo em questdo. Na’ 
estatica esta resultante é igual a zero, enquanto em dindmica este é equiparado ao produto da massa 
e da acelerag&o. Quando usar a forma vetorial da equacaéo do movimento, lembre-se de que ela repre- 
senta varias equagées escalares e que cada equacdo deve ser satisfeita. 

O uso cuidadoso e consistente do método do diagrama de corpo livre 6 a mais importante ligao 
isolada a ser aprendida no estudo da engenharia mecdnica. Ao desenhar um diagrama de corpo li- 
vre, indique claramente os eixos de coordenadas e seus sentidos positivos. Ao escrever as equagées 
de movimento, certifique-se de que todas as adicdes de forga est&o consistentes com a escolha destes 
sentidos positivos. Como uma ajuda para a identificagéio das forgas externas que agem sobre 0 corpo 
em andlise, essas forgas séio mostradas como vetores em negrito, com linha espessa, nas ilustragées 
deste livro. Os Exemplos 3/1 a 3/5 na préxima segdo contém cinco diagramas de corpo livre. Vocé deve. 
estudd-los para perceber como os diagramas so construidos. 

Na resolucao de problemas, vocé pode estar curioso para saber como comegar e qual a seqiiéncia de 
passos a seguir para chegar a solugiio. Esta dificuldade pode ser minimizada pela formagao do habito 
de primeiro reconhecer alguma relacéo entre a grandeza desconhecida desejada no problema e outras: 
grandezas, conhecidas e desconhecidas. Entao determinar relagies adicionais entre estas incégnitas 
e outras grandezas, conhecidas e desconhecidas. Finalmente, estabelecer a dependéncia com os dados‘ 
originais e desenvolver o procedimento para a andlise e cdlculo. Uns poucos minutos despendidos’ 
organizando o plano de ac&o por meio do reconhecimento da dependéncia de uma grandeza sobre’ 
outra sera um tempo bem gasto e normalmente evitara tatear no escuro pela resposta com caleulos 
irrelevantes. 


‘enact Se 
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3/4 Movimento Retitineo LF, = ma, 
SF, = may (3/5) 
LF, = ma, 


onde a aceleracdo e a forca resultante so dadas por 


Aplicamos agora os conceitos discutidos nas Secdes 3/2 
e 3/3 para problemas em movimento de particulas, come- 
gando com o movimento retilineo nesta sega&o e tratando 
do movimento curvilineo na Segao 3/5. Em ambas as se- 


a=aita,j+ak 
gdes, analisaremos os movimentos de corpos que podem 


2.8 2 3 
ser tratados como particulas. Esta simplificagdo é possivel a= Ya," + a," + a, 
enquanto estamos interessados somente no movimento do LF = Fi + IF,j + oFk 
centro de massa do corpo. Nesse caso podemos tratar as for- 
p Pp [ZF | = JF)? + (2F,)? + (LF)? 


¢as como concorrentes no centro de massa. Consideraremos 
a ac&o de forcas ndo concorrentes sobre os movimentos de 
corpos quando discutirmos a cinética de corpos rigidos no 
Capitulo 6. 

Se escolhermos a direcdo x, por exemplo, como a direcéio 
do movimento retilineo de uma particula de massa m, a ace- 
leracdo nas diregdes y e z sera nula e as componentes escala- 
res da Eq. 3/3 tornam-se 


Yuriko Nakao/Reuters/CORBIS 


LF, = ma, 
=F, =0 (3/4) 
LF, =0 : 


Essa vista de um teste de colisio automobilistico sugere que ace- 


Para os casos em que nao somos livres para escolher uma leragoes muito grandes e grandes forcas correspondentes baer 
em todo o sistema dos dois carros. Os bonecos de impacto também 


diregao coordenada ao longo do movimento, teriamos no caso s49 submetidos a grandes forcas, principalmente pelas restricées 
geral todas as trés componentes da equagdo do cinto do ombro/cinto de seguranga. 


Exemplo 3/1 


Um homem de 75 kg esta em pé sobre uma balanca de mola em wm elevador. Duran- 
te os trés primeiros segundos'do.movimento a partir do repouso, a tracdo T no cabo de 
elevagio é 8300 N. Encontre a leitura R da balanga em newtons durante esse intervalo 
de tempo e a velocidade v ascendente do elevador no final dos trés segundos. A massa 
total do elevador, do homem e da balanca é 750 kg, 


ay 


Solugdo. A forca registrada pela balanga e a velocidade, ambas dependem da acele- 
ragéo do elevador, que é constante durante o intervalo para o qual as forgas sao cons- 
tantes. A partir do diagrama de corpo livre do elevador, da balanca e do homem em 
conjunto, a acelerac&o 6 encontrada como sendo 


75(9,81) = 736 N 


{2F, = may] 8300 ~ 7360 = 750ay ay = 1,257 m/s” 750(9,81) = 7360 N R 
A balanga 1é a forca para baixo exercida sobre ela pelos pés do homem. A reagao R igual 
e oposta a esta agao 6 mostrada no diagrama de corpo livre do homem isolado, junta- 
mente com 0 seu peso, e a equagéo do movimento para ele fornece Sugestao Util 
(SF, = ma,] R — 736 = 75(1,257) R= 830N Resp. | @ Se a balanga fosse calibrada em quilogra- 
mas esta indicaria 830/9,81 = 84,6 kg que, 
A velocidade atingida no final dos trés segundos é evidentemente, nao 6 a sua massa verdadei- 
3 ra jd que a medida foi feita em um sistema 
[Av = i adt} v-0= i 1,257 dt v = 3,77 m/s Resp. nao inertial (acelerado). Sugestdo: Refaga 
, esse problema em unidades habituais ame- 
ricanas. 2 


1 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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Exemplo 3/2 


Um pequeno carro de inspecdo com uma massa de 200 kg corre ao longo do cabo ele- 
vado fixo e 6 controlado pelo cabo preso em A. Determine a aceleragao do carro quando o 
cabo de controle esta horizontal e sob uma tracéo T = 2,4 KN. Encontre também a forca 
F total exercida pelo cabo de sustentagiio sobre as rodas. 


Solucae. O diagrama de corpo livre do carro e das rodas tomados em conjunto e trata- 
dos como uma particula revela a tragao T de 2,4 KN, o peso P = mg = 200(9,81) = 1962 N, 
ea forca F exercida sobre o conjunto das redas pelo cabo. 

O carro esté em equilibrio na direcéo y uma vez que nao ha aceleragéo nessa dire- 
géo. Deste modo, 


[aF, = 0] F ~24(%) - 1,96242)=0 F = 2,73 kN Resp. 
0) Na diregao x a equacéo do movimento fornece 
[2F, = ma,] 2400(}2) - 1962(3,) = 2000 a = 7.30 m/s? Resp. 
P=mg=1962N 
Sugestao Util 
@ Escolhendo nossos eixos coordenados ao 
longo e normal a direcéio da aceleracéo, sd- 
: mos capazes de resolver as duas equacées 
de forma independente. Seria de mesma 
forma se x ey fossem escolhidos como hori- 
zontal e vertical? 
Exemplo 3/3 


Obloco de concreto A de 125 kg é liberado a partir do repouso na posigéo mostrada e 
puxa a tora de 200 kg para cima na rampa com 30°. Se 0 coeficiente de atrito dindmico 
entre a tora e a rampa 6 0,5, determine a velocidade do bloco quando este atinge 0 solo 
em B. : 


Sofucado. Os movimentos da tora e do bloco A s&o nitidamente dependentes. Embora a 
esta altura jé deva ser evidente que a aceleracdo da tora para cima da inclinagdo 6 me- 
tade da aceleragéo de A para baixo, podemos provar isto formalmente. O comprimento 
total constante do cabo é L = 2sg + s4 + constante, onde a constante leva em conta as 

@ partes do cabo alojadas em torno das polias. Diferenciando duas vezes em relagao ao 
tempo fornece 0 = 28 + 84, ou 


0 = 2ag + ag 


‘Admitimos aqui que as massas das polias sao despreziveis e que giram com atrito 
desprezivel. Com estas hipéteses o diagrama de corpo livre da polia C revela o equili- 
brio de forga e momento. Assim, a tragaéo no cabo preso a tora é duas vezes aquela apli- 
cada ao bloco. Observe que as aceleracées da tora e do centro da polia C s&o idénticas. 

O diagrama de corpo livre da tora mostra a forga de atrito 4, N para o movimento 
de subida no plano. O equilibrio da tora na diregéio y fornece 


® (iF, = 0} N — 200(9,81) cos 30° = 0 N= 1699N 


Sugestées Uteis 


@ As coordenadas utilizadas para expressar a relagao de restri¢do cinematica final 
devem ser consistentes com aquelas utilizadas para as equacdes cinéticas de mo- 
vimento. 

@ Podemos verificar que a tora ird realmente subir a rampa caleulando a forga no 
cabo necessdria para iniciar 0 movimento a partir da condigéo de equilibrio. Esta 
forga 6 27 = 0,5N + 200(9,81) sen 30° = 1831 N ou T = 915 N, que é inferior ao 


peso 1226 N do bloco A. Assim, a tora ird se mover para cima. 


: 
i 
125(9,81) N 1+ 
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e sua equacdo de movimento na direcao x fornece 

iF, = ma,] 0,5(1699) — 27 + 200(9,81) sen 30° = 200a, 

Para 0 bloco com o sentido positive para baixo, temos 

@ {+ L=F = ma) 125(9,81) — T = 125a, 

Resolvendo as trés equagées em ag, a, e T resulta 

a, = 1,777 m/s? ag = -0,883 m/s? T= 1004N 


@® Para a queda de 6 m com aceleragao constante, o bloco adquire uma velocidade 


v2 = Qax] v4 = ¥2(1,777)(6) = 4,62 m/s Resp. 


@ Note o grave erro em assumir que T = 
125(9,81) N, neste caso, o bloco A nao iria 
acelerar. 

@ Devido as forgas neste sistema permanece- 
rem constantes, as aceleracgées resultantes 
também permanecem constantes. 


Exemplo 3/4 


O modelo de projeto para um novo navio tem uma massa de 10 kg e é testado em 
um tanque de experimentagao para determinar a sua resisténcia ao movimento através 
da dgua em diferentes velocidades. Os resultados dos testes sio representados no gra- 
fico anexo, e a resisténcia R pode ser estreitamente aproximada pela curva parabdlica 
tracejada indicada. Se o modelo é liberado quando tem uma velocidade de 2 m/s, deter- 
mine o tempo ¢ necessdrio para reduzir sua velocidade para 1 m/s e a correspondente 
distancia x percorrida. 


Solugdo. Aproximamos a relag&o resisténcia-velocidade por R = kv” e encontramos k 
substituindo R = 8 Nev = 2 m/s na equagao, que fornece k = 8/2? = 2.N - s*/m”. Entdo, 
R= 2’. 
A unica forca horizontal sobre o modelo é R, de modo que 
® [2F, = ma,] -R=ma, ou —2v?= 107 


Separamos as varidveis e integramos para obter 


t 7) 
auf @ =5(t_l 
i dt = sf, ee t a(2 A). 


Assim, quando uv = u)/2 = 1 m/s, o tempo ét = 5 ¢ - d = 2,53. Resp. 
A distancia percorrida durante os 2,5 segundos é obtida pela integracdo de v = dx/dt. 
Assim, v = 10/(5 + 2t) de modo que 


oof 4 
inn 
Zz ib 
ad 
2 


Sugestées Uteis 


@ Tenha cuidado em observar o sinal negativo 
para R. 
@ Sugestéo: Expresse a distancia x apés a li- 


a 25 49 10 2,5 
® | dx = i Bam dt xe In (5 + 24) =3,47m Resp. beracdo em termos da velocidade v e veja se 
e ig vocé concorda com a relacao resultante « = 
5 In (uq/v). 
Exemplo 3/5 


A luva de massa m desliza para cima no eixo vertical sob a agao de uma forga F de 
modulo constante, mas de direcgéo varidvel. Se @ = kt onde k 6 uma constante e se a 
luva parte do repouso com 6 = 0, determine o médulo F da forga que resultard na luva 
chegar ao estado de repouso quando @ atinge 7/2. O coeficiente de atrito dinamico entre 
a luva eo eixo é py. 


Sofucdo. Apés desenhar o diagrama de corpo livre, aplicamos a equacéo do movimento 
na diregao y para obter 


@® [EF, = ma,] Feos @ — 4,N — mg =m 


Sugestides Uteis 

@ Se @ fosse expresso como uma fungéo do 
deslocamento vertical y em vez do tempo 
t, a aceleragéo se tornaria uma fungio do 
deslocamento e poderiamos utilizar y dv = 
a dy. 
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grando primeiro entre limites genéricos fornece 
é v 
| (F cos kt — y,F sen kt — mg) dt = m { dv 
0 0 


que vem a ser 


f (sen ké + (cos kt ~ 1)] — mgt = mu 


Para 6 = 7/2 0 tempo torna-se t = 7/2k ev = 0 de modo que 


® Fir + (0-1-7 =0 e 


PROBLEMAS 
Problemas introdutorios 


3/1 Durante um teste de frenagem, o carro com motor traseiro 6 
parado a partir de uma velocidade inicial de 100 km/h em uma dis- 
tancia de 50 m. Se é sabido que todas as quatro rodas contribuem 
igualmente para a forea de frenagem, determine a forga de frenagem 
F emcada roda. Suponha uma desaceleragao constante para 0 carro 
de 1500 kg. 

Resp. F = 2890 N 


j I 50m 
= 100 km/h v= 0 


Problema 3/1 


3/2 O caixote de 50 kg esta parado quando a forca P é aplicada. 
Determine a aceleracdo resultante do caixote se (a) P = 0, (b) P= 
150 N e (c) P = 300 N. 


fl, = 0,20 
Hy, = 0,15 


Problema 3/2 


3/3 Em um determinado instante, 0 caixote de 40 kg tem uma ve- 
locidade de 10 m/s subindo o plano inclinado a 20°. Calcule o tempo 
¢ necess4rio para o caixote atingir 0 repouso e a correspondente dis- 
tancia d percorrida. Também, determine a distancia d’ percorrida 
quando a velocidade do caixote for reduzida para 5 m/s. 

Resp. t = 1,767 s, d = 8,83, d’ = 6,63 m 


Problema 3/3 


onde o equilibrio na direcao horizontal requer N = F sen 0. Substituindo 6 = kt e inte- 


_ mgr 
Ok Poca m) 


@ Vemos que os resultados ndo dependem de 
k, a taxa na qual a forga varia de diregao. 


Resp. 


3/4 O aviao a jato de 300 t possui trés motores, cada um deles 
produz um empuxo quase constante de 240 kN durante a decolagem. 
Determine o comprimento s necessdrio da pista se a velocidade de 
decolagem 6 de 220 km/h. Calcule s primeiro para uma direcdo de 
decolagem subindo de A para B e segundo para uma decolagem des- 
cendo de B para A sobre a pista ligeiramente inclinada. Despreze a 
resisténcia do ar e de rolamento, 


0,5° 


Horizontal 


Problema 3/4 


3/5 Ocaminhdo de 10 t puxa o reboque de 20 t. Se o conjunto parte 
do repouso em uma estrada horizontal com uma forca de tracéo de 
20 KN entre as rodas do caminhao e a estrada, calcule a tragdo T na 
barra de engate horizontal e a aceleragio a do veiculo. 

Resp. T = 18,33 kN, a = 0,667 m/s? 


Problema 3/5 


3/6 Um esquiador parte do repouso sobre uma encosta com 40° no 
instante de tempo ¢ = 0 e registra 0 tempo t = 2,58 s quando passa 
um ponto de controle da velocidade 20 metros abaixo na encosta. 
Determine o coeficiente de atrito dindmico entre a neve e os esquis. 
Despreze a resisténcia do vento. 


Problema 3/6 


Cinética de Particulas 95 


3/7 Calcule a aceleracdo vertical a do cilindro de 150 kg para cada 
um dos dois casos ilustrados. Despreze o atrito e a massa de polias. 
Resp. (a) a = 1,401 m/s? 

(b) a = 3,27 m/s? 


200(9,81) N 


(a) (b) 
Problema 3/7 


3/8 O homem de 80 kg em uma cadeira para trabalhos em altura 
exerce uma forca de tragéo de 270 N sobre a corda por um curto 
intervalo de tempo. Encontre a sua aceleragéo. Despreze a massa da 
cadeira, da corda e das polias. 


Problema 3/8 


3/9 Um homem puxa a si mesmo para cima no plano inclinado 
com 15° pelo método mostrado. Se a massa combinada do homem e 
do carrinho é de 100 kg, determine a aceleracdo do carrinho quando 
o homem exerce uma forea de tracgao de 250 N na corda. Despreze 
todo 0 atrito e a massa da corda, das polias e das rodas. 

Resp. a = 4,96 m/s* 


Probiema 3/3 


3/10 O avido comercial a jato A com 340 t possui quatro motores, 
cada um dos quais produz um empuxo quase constante de 200 kN 
durante a decolagem. Uma pequena aeronave B taxia em direcao 4 
extremidade da pista com uma velocidade constante vg = 25 km/h. 
Determine a velocidade e a aceleracéo que A aparenta ter em rela- 
gao a um observador em B 10 segundos apés A iniciar a sua decola- 
gem. Despreze a resisténcia do ar e de rolamento. 


SA 1 


Problema 3/10 


3/11 Um carro estd descendo a encosta de inclinacdio 6, com os 
freios ligeiramente acionados de modo que a velocidade v é cons- 
tante, A inclinag&o diminui bruscamente para 6) no ponto A. Se o 
condutor néo muda a forga de frenagem, determine a aceleragdo a 
do carro apés este passar no ponto A. Avalie a sua expressdo para 
6, = 6° e A = 2°. 

Resp. a = g(sen % ~ sen 6,), a = —0,0696g 


v = constante 


6 
Problema 3/11 


3/12 A talha é liberada a partir do repouso com todos os cabos es- 
ticados. Despreze o atrito e a massa de todas as polias e determine a 
aceleragao de cada cilindro e as tragées T', e 1, nos dois cabos. 


(eee 
g 
ia 
.) 
an 
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3/13 Determine a tracdo P no cabo que dara ao bloco de 50 kg uma 
acelerag&o constante de 2 m/s” para cima no plano inclinado. 
Resp. P.= 227N 


Problema 3/13 


3/14 Um trem de brinquedo possui acoplamentos magnéticos cuja 
forca de atragaéo maxima é 0,9 N entre carros adjacentes. Qual é a 
forca m4xima P com a qual uma crianga pode puxar a locomotiva e 
n&o romper o trem separando um acoplamento? Se P é ligeiramente 
ultrapassado, qual acoplamento falha? Despreze a massa e 0 atrito 
associado com todas as rodas. 


60g 


30 ¢ 30g 30g 


Problema 3/14 


Problemas Representativos 


3/15 Um trem é composto de uma locomotiva com 180 t e cem va- 
ges com 90 t. Se a locomotiva exerce uma forga de atrito de 180 kN 
sobre os trilhos na partida do trem a partir do repouso, calcule as 
forgas nos engates 1 e 100. Suponha auséncia de folga nos engates 
e despreze o atrito. : 

Resp. T, = 176,5 KN, Tyo) = 1765 N 


Problema 3/15 


3/16 Um pequeno pacote é depositado pela correia transportadora 
em uma rampa com 30° em A com uma velocidade de 0,8 m/s. Calcu- 
le a distancia s sobre a superficie plana BC na qual o pacote atinge o 
repouso. O coeficiente de atrito dinamico para 0 pacote e a superficie 
de suporte desde A até C é 0,3. 


Problema 3/16 


3/7 A esfera de ago esta suspensa na estrutura acelerada pe- 
Jas duas cordas A e B. Determine a aceleracéo a da estrutura que 
fard com que a tracgdo em A seja o dobro daquela em B. 


Resp. a = oe 


33 


Problema 3/17 


3/18 Aesfera de aco com 10 kg esta suspensa em uma estrutura de 
15 kg que desliza para baixo no plano inclinado a 20°. Se o coeficien- 
te de atrito dinamico entre a estrutura e o plano inclinado é 0,15, 
calcule a tragao em cada um dos fios de suporte A e B. 


Problema 3/18 


3/19 O coeficiente de atrito estatico entre a superficie plana da 
carroceria do caminhiio e o caixote que este carrega é 0,30. Determi- 
ne a distancia minima de parada s que o caminhdo pode ter a partir 
de uma velocidade de 70 km/h com desaceleragao constante se 0 cai- 
xote nao deve deslizar para frente. 

Resp, s = 64,3 m 


<—3 m—>| 


Problema 3/19 


3/20 Seo caminhdo do Prob. 3/19 faz uma parada a partir de uma 
velocidade inicial de 70 km/h em uma distancia de 50 m com desace- 
leracio uniforme, determine se 0 caixote bate ou néo na proteg&o na 
extremidade dianteira da carroceria. Se o caixote bate na protegiio, 
calcule sua velocidade em relag&io ao caminhao quando o impacto 
ocorre. Utilize os coeficientes de atrito », = 0,30 e w, = 0,25. 


3/21 Um cilindro de massa m repousa em um carro de suporte 
como mostrado. Se B = 45° e @ = 30°, calcule a maxima aceleragiio a 
que o carro pode receber para cima do plano inclinado de modo que 
o cilindro nao perca o contato em B. 

Resp. a = 0,366g¢ 
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Problema 3/21 


3/22 Durante um teste de confiabilidade, uma placa de circuito 
impresso de massa m é fixada a um shaker eletromagnético e subme- 
tida a um deslocamento harménico x = X sen wt, onde X é a ampli- 
tude do movimento, w 6 a freqtiéncia do movimento em radianos por 
segundo, e t 6 o tempo. Determine 0 médulo F,,4, da forca horizontal 
maxima que o shaker exerce sobre a placa de circuito impresso. 


Problema 3/22 


3/23 Se os coeficientes de atrito estatico e dindmico entre o bloco 
A de 20 kg e o carrinho B de 100 kg tém ambos essencialmente o 
mesmo valor de 0,50, determine a aceleragao de cada parte para (a) 
P=60Ne(b)P=40N. 
Resp. (a) ag = 1,095 m/s?, ag = 0,981 m/s? 
(b) a4 = dy = 0,667 m/s? 


P 


Problema 3/23 


3/24 Determine a aceleraciio vertical do cilindro de 30 kg para 
cada um dos dois casos. Despreze 0 atrito e a massa das polias. 


(a) () 
Problema 3/24 


3/25 Despreze completamente o atrito e a massa das polias e de- 
termine as aceleracdes dos corpos A e B apés a liberacdo a partir do 
repouso. 
Resp. ag = 1,024 m/s? descendo a inclinacao 
@z = 0,682 m/s? para cima 


Problema 3/25 


3/26 O sistema é liberado a partir do repouso com o cabo esticado. 
Despreze a pequena massa e o atrito da polia e calcule a aceleragao 
de cada corpo e a tragao T no cabo apés a liberacao se (a) w, = 0,25; 
Hy, = 0,20 @ (b) ft, = 0,15; py, = 0,10. 


Problema 3/26 


3/27 O sistema é liberado a partir do repouso com o cabo esticado. 
Para os coeficientes de atrito u, = 0,25 e jz, = 0,20, calcule a acele- 
ragao de cada corpo e a tragao T' no cabo. Despreze a pequena massa 
eo atrito nas polias. 
Resp. a, = 1,450 m/s? descendo a inclinacdo 
@z = 0,725 m/s” para cima 
T=105,4N 


Problema 3/27 


3/28 Um trem de metré com trés vagdes esta percorrende uma 
descida com 5% de inclinag&o quando os freios individuais dos va- 
gées séo acionados simultaneamente. Cada vagio de 10 t pode gerar 
uma forga de frenagem de 0,5 vez a forca normal exercida sobre ele 
pelos trilhos. Determine a desacelerag&o a do trem e as forcas T, e T, 
nos engates 1 e 2 para os casos em que (a) todos os freios funcionam 
normalmente, (b) os freios do vagao A falham, (c) os freios do vagao 
B falham, e (d) os freios do vagao C falham. 
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coowners pre ret rn er 


Problema 3/28 


3/29 Um jogador arremessa uma bola de beisebol horizontalmente 
em direcao a um radar de mao, tipo pistola, para medigao de veloci- 
dade. A bola de beisebol tem uma massa de 146 g e uma circunferén- 
cia de 232 mm. Se a velocidade em x = 0 6 vy = 150 km/h, estime a 
velocidade como uma fungao de x. Assuma que o arrasto aerodina- 
mico horizontal sobre a bola de beisebol 6 dado por A = Cy, g pv”)S, 
onde C, é 0 coeficiente de arrasto, p é a massa especffica do ar, v € 
a velocidade, e S é a rea da secdo transversal da bola de beisebol. 
Use um valor de 0,3 para Cy. Despreze a componente vertical do 
movimento, mas comente sobre a validade desta hipotese. Avalie sua 
resposta para x = 18 m, que 6 a distancia aproximada entre a mao 
do arremessador e a base principal. 
Resp. v = ve 85100 
v = 136,3 km/h 


Problema 3/29 


3/30 Uma corrente pesada com uma massa p por unidade de com- 
primento 6 puxada pela forca constante P ao longo de uma superfi- 
cie horizontal constitufda por uma parte lisa e uma parte rugosa. 
Se a corrente esta inicialmente em repouso sobre a superficie lisa 
com x = 0 e se 0 coeficiente de atrito dindmico entre a corrente e a 
superficie rugosa 6 j,, determine a velocidade v da corrente quando 
x = L, Suponha que a corrente permanece esticada e, portanto, se 
desloca como uma unidade ao longo de todo 0 movimento. Qual 6 0 
valor minimo de P que ira permitir a corrente permanecer esticada? 
(Sugestdo: A aceleragéo nao deve se tornar negativa.) 


L oe 


Lisa. Rugosa, [, 


Problema 3/30 


3/31 Uma forca P é aplicada ao carrinho inicialmente parade. De- 

termine a velocidade e 0 deslocamento no tempo t = 5 s para cada 
uma das histérias de variacdo das forcas P, e P). Despreze o atrito. 
Resp. Para Py: v = 12,5 m/s, s = 20,8 m 

Para P: v = 8,33 m/s, s = 10,42 m 


PN Po 
50 -—---—— bP 
| 
| 
| 
Parabélica 
0 
0 5 48 


Problema 3/31 


3/32 Durante a sua aproximacdo final da pista, a velocidade da 
aeronave 6 reduzida de 300 knv/h em A para 200 km/h em B. Deter- 
mine a forca aerodinaémica externa R que age sobre a aeronave de 
200 t durante esse intervalo, e encontre as componentes dessa forga 
que sao paralelas e normais a trajetéria de véo. 


i 2km 


Problema 3/32 


3/33 Em um teste para determinar as caracteristicas de esmaga- 
mento de embalagens de poliestireno, um cone de ago de massa m 6 
largado de modo que caia uma distancia h e entéo penetre no mate- 
rial. A resisténcia R do poliestireno 4 penetrag&o depende da drea da 
seco transversal do objeto penetrante e, portanto, 6 proporcional ao 
quadrado da distancia x de penetragéio de cone, ou R = he®, Se o cone 
atinge o repouso em uma distancia x = d, determine a constante k 
em termos das condicées do ensaio e dos resultados. 


3) 
Resp, k = _ (h +4) 


Problema 3/33 


3/34 Um pequeno bloco recebe uma velocidade inicial v medida 
ao longo do piso horizontal de um elevador que se desloca com uma 
aceleracio a descendente. Devido ao atrito, o bloco se desloca apenas 
uma distancia s medida ao longo do piso antes de parar de deslizar. 
O experimento é repetido com a mesma velocidade inicial em relagao 
ao piso quando o elevador tem uma aceleragéo para cima de mesmo 
médulo a, e o bloco desliza uma distancia menor s,. Determine a 
aceleragéo a do elevador. 
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3/35 Uma barra de comprimento / e massa desprezivel conecta o 
carrinho de massa M e a particula de massa m. Se o carrinho esta 
submetido a uma acelerag&o constante a para a direita, qual é 0 an- 
gulo resultante 9 em regime permanente que a barra livre faz com a 
vertical para girar? Determine a forga P (nado apresentada) que deve 
ser aplicada ao carrinho para produzir a aceleragdo especificada. 


Resp. = tan"! (3) ,»P=(M+m)a 


Problema 3/35 


3/36 A mola ndo linear tem uma relagdo forca de tragao-deflexao 
dada por F,, = 150x + 400x*, onde x é expresso em metros e F,,, 6 ex- 
presso em newtons. Determine a aceleragéo do bloco de 6 kg se este é 
liberado a partir do repouso em (a) x = 50 mm e (b) x = 100 mm. 


Posicaéo da mola 
sem deformacdo 


Problema 3/36 


3/37 A mola com constante k = 200 N/m esta fixada no suporte e 
no cilindro de 2 kg, que desliza livremente sobre a guia horizontal. 
Se uma forca constante de 10 N é aplicada ao cilindro no instante 
de tempo ¢ = 0 quando a mola esté sem deformagao e o sistema esta 
em repouso, determine a velocidade do cilindro quando « = 40 mm. 
Também determine o deslocamento maximo do cilindro. 

Resp. v = 0,490 m/s, x = 100 mm 


Posigéo de 
rae equilibrio 


10N 


200 N/m 2 kg 


Problema 3/37 
3/38 Determine as aceleracées dos corpos A e B e a tensao no cabo 


devida 4 aplicagéo da forca de 300 N. Despreze totalmente o atrito e 
as massas das polias. 


70 kg 


35 kg 


Problema 3/38 


3/39 Calcule a aceleracdo do bloco A para o instante representado. 
Despreze as massas das polias. 
Resp. a = 1,406 m/s® 


Problema 3/39 


3/40 QO planejamento de uma missao lunar requer que uma nave 
espacial de 1200 kg decole a partir da superficie da Lua e viaje em 
linha reta a partir do ponto A e ultrapasse o ponto B. Se o motor da 
nave espacial tem um empuxo constante de 2500 N, determine a 
velocidade da nave espacial quando esta passa o ponto B. Utilize a 
Tabela D/2 e a lei da gravitagao do Capitulo 1 se necessdrio. 


Problema 3/40 


3/41 Em um ensaio de resisténcia ao movimento em um banho de 
éleo, uma pequena esfera de ago com massa m é liberada a partir do 
repouso na superficie (y = 0). Se a resisténcia ao movimento é dada 
por R = kv onde k é uma constante, desenvolva uma expressdo para 
a profundidade A necessaria para a esfera atingir a velocidade v. 
mg 1 mu 
Reap b= TE n= itino) k 


Problema 3/41 


3/42 Sea esfera de ago do Prob. 3/41 é liberada a partir do repouso 
na superficie de um liquido no qual a resisténcia ao movimento é 
R = cv?, onde c é uma constante e v 6 a velocidade da esfera para 
baixo, determine a profundidade / necesséria para a esfera atingir 
a velocidade v. 


3/43 Determine a faixa de variagdo da forca aplicada P para a qual 
o bloco de massa my nao escorregard sobre o bloco em formato de 
cunha de massa m,. Despreze o atrito associado com as rodas do 
bloco inclinado. 

Resp. 0,0577(m, + mgig = P = 0,745(m, + mig 
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Problema 3/43 


3/44 OscursoresA e B estao conectados por uma barra leve rigida 
de comprimento / = 0,5 m e se deslocam com atrito desprezivel nos 
rasgos horizontais mostrados. Para a posi¢do onde x, = 0,4 m, a ve- 
locidade de A é v, = 0,9 m/s para a direita, Determine a aceleragéio 
de cada cursor e a forga na barra neste instante. 


P=40N 


ta | 


Problema 3/44 


3/45 Os cursores A e B sao conectados por uma barra leve rigida e 
se deslocam com atrito desprezivel nos rasgos, ambos se encontram 
em um plano horizontal. Para a posigéo mostrada, a velocidade de A 
é 0,4 m/s para a direita. Determine a aceleragéo de cada cursor e a 
forga na barra nesse instante. 
Resp. a4 = 7,95 m/s, ap = 8,04 m/s? 
; [= 25,0N 


Problema 3/45 


»3/46 Duas esferas de ferro, cada uma das quais com 100 mm de 
diaémetro, so liberadas a partir do repouso com uma separagéo de 
centro a centro de 1m. Suponha um lugar no espaco sem nenhuma 
forca, além da forga de atragdo gravitacional mtitua, e calcule o tem- 
po ¢ necessdrio para as esferas se tocarem e a velocidade absoluta v 
de cada esfera no contato. 
Resp. t = 13 h 33 min 
v = 4,76(10) m/s 


100 2 
—>| 
1 
Q 


a 


Problema 3/46 


®3/47 Acorrente é liberada a partir do repouso com 0 comprimen- 
to b de elos pendurados suficiente apenas para iniciar o movimento. 
Os coeficientes de atrito estatico e dindmico entre os elos e a superfi- 
cie horizontal tém essencialmente 0 mesmo valor yu. Determine a ve- 
locidade v da corrente quando 0 ultimo elo passa a borda. Despreze 
qualquer atrito na borda. 


Problema 3/47 


3/48 O tambor motorizado gira no sentido hordrio a uma veloci- 
dade constante, produzindo no cabo vertical uma velocidade 
constante v para baixo. Como parte do projeto deste siste- 
ma, determine a tragdo T no cabo em termos da coordenada 
y do cilindro de massa m. Despreze o diaémetro e a massa 
das pequenas polias. 


24/2 
Resp, T = on Jb? + y? (« + ee) 


Problema 3/48 
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3/5 Movimento Curvitineo 


Voltamos agora a nossa atenc&o para a cinética de parti- 
culas que se deslocam ao longo de trajetérias curvilineas. Ao 
aplicar a segunda lei de Newton, Eq. 3/3, no movimento cur- 
vilineo faremos uso das trés descricées de coordenadas para 
a acelerac&o que desenvolvemos nas Segies 2/4, 2/5 e 2/6. 

Aescolha de um sistema de coordenadas apropriado de- 
pende das condicdes do problema e é uma das decisées fun- 
damentais a serem tomadas na resolugéo dos problemas de 
movimento curvilineo. Reescrevemos agora a Eq. 3/3 em trés 
formas, cuja escolha depende de qual sistema de coordena- 
das é mais adequado. 

Coordenadas Retangulares (Segio 2/4, Fig. 2/7) 


(3/6) 


onde a,=% @ ay=y¥ 


(3/7) 


Shaun Botterill/Getty Images 


Devido a inclina¢do lateral na curva desta pista, a forca de 
reacdo normal fornece a maior parte da aceleracao nor- 
mal do tren6 de corrida. 


ThinkStock/Media Bakery 


imediatamente apés a partida desta posi¢ao de oscilacao, 
esta crianga ira experimentar uma aceleracado tangencial. 
Entéo, apds adquirir uma velocidade, ela ir4 experimentar 
também uma aceleracao normal. 


Coordenadas polares (Secao 2/6, Fig. 2/15) 


LF. = ma. 


: (3/8) 
LF, = mdg 


onde a,=i~r6? e ag=r6 + 276 

Na aplicacéo dessas equagdes de movimento para um cor- 
po tratado como uma particula, vocé deve seguir o procedi- 
mento geral estabelecido na segao anterior sobre movimento 
retilineo. Apés identificar 0 movimento e escolher o sistema 
de coordenadas, desenhe o diagrama de corpo livre do corpo. 
Em seguida, obtenha os somatérios apropriados das forgas a 
partir desse diagrama da forma usual. O diagrama de corpo 
livre deve estar completo para evitar o somatério incorreto 
das forcas. 

Apés ter designado os eixos de referéncia, vocé deve usar 
as expressées tanto para as forgas quanto para as acelera- 
gées as quais sejam consistentes com a designagao. Na pri- 
meira das Eq. 3/7, por exemplo, o sentido positivo do eixo 
n 6 direcionado ao centro de curvatura, e assim o sentido 
positivo do nosso somatério de forga 2F, também deve ser 
direcionado ao centro de curvatura de modo a concordar com 
o sentido positivo da aceleracdo a, = v/p. 
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Exemplo 3/6 


Determine a velocidade maxima v que 0 bloco deslizante pode ter quando passa pelo 
ponto A sem que perca o contato com a superficie. 


Solucéo. A condicéo para a perda de contato é que a forga normal N que a superficie 
exerce sobre o bloco seja zero. Somando as forgas na diregéo normal resulta 


[iF = ma,] mg =m & = Vgp Resp. 
= p 


Se a velocidade em A for menor do que Jep. , entéio uma forca normal para cima exercida 
pela superficie sobre 0 bloco poderia existir. Para que o bloco tenha uma velocidade em 
A que seja maior do que Vgp, algum tipo de restrigao, tal como uma segunda superfi- 
cie curva acima do bloco, teria que ser introduzida para fornecer forga adicional para 
baixo. 


Exemplo 3/7 


| Pequenos objetos sdo liberados a partir do repouso em A e deslizam para baixo na 
superficie circular lisa de raio R para uma esteira transportadora B. Determine a ex- 
| pressdo para a forca normal N de contato entre a guia e cada objeto em termos de 6¢ 
especifique a velocidade angular correta da polia de raio r da’esteira transportadora 
para evitar qualquer deslizamento sobre a esteira quando os objetos sao transferidos 
| para o transportador. 


Solugde. O diagrama de corpo livre do objeto é mostrado junto com as diregées das 
coordenadas n e t, A forca normal N depende da componente n da aceleragio que, por 
gua vez, depende da velocidade. A velocidade sera crescente de acordo com a aceleragio 
tangencial a,. Assim, vamos encontrar a, inicialmente para qualquer posigdo em geral. 


{=F = ma] mg cos 6= ma, a,=g cos 0 


@ Agora podemos encontrar a velocidade por integragao 


o 0 

{u du = a, ds] i, vdo= |) geos ode) v® = IgR sen 6 [Supestao Gal. = 
@ F eéssencial aqui que reconhégamos a neces- 
/.:: gidadé-de-expressar a aceleragio tangencial 
como uma funcao da posigéo’ de: modo que 
v possa ser encontrado por meio da inte- 
\ gragéo da relagéio cinematica v dv = a, ds, 
na qual todas as'grandezas siio medidas ao 

longo da trajetéria. 


Obtemos a forga normal somando as forgas no sentido positivo de n, que é 0 sentido da 
componente n da aceleracio. 


ve 


R N = 38mg sen@ Resp. 


[EF = ma,] N-mgsen 0 =m 


A polia da esteira transportadora deve girar na taxa v = rw para @ = 7/2, portanto 


o = J2gRir 


Exemplo 3/8 


Um carro de 1500 kg entra em um trecho sinuoso de uma estrada no plano hori- 
zontal e diminui a velocidade em uma taxa uniforme a partir de uma velocidade de 
100 km/h em A para uma velocidade de 50 km/h quando passa por C, O raio de curva- 
i tura p da estrada em A é de 400 metros e em C é de 80 m. Determine a forga horizontal 
total exercida pela estrada sobre os pneus nas posigées A, B e C. O ponto B é 0 ponto de 
inflexdo onde a curvatura muda de direcao. 
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Solucdo. O carro sera tratado como uma particula de modo que o efeito de todas as a 
forcas exercidas pela estrada sobre os pneus serd tratado como uma unica forca. Uma a mh 
i vez que 0 movimento é descrito ao longo da direcdo da estrada, coordenadas normal ~™~/ 
i e tangencial serdo utilizadas para especificar a acelerag&o do carro. Determinaremos / 
entéo as forcas a partir das aceleragées. 4 Oy & 
A aceleracdo tangencial constante é no sentido negativo de , e seu médulo é dado BS <. ae 
por {A) “¢ 
(50/3,6)? — (100/3,6)? 
® vg? = v4? + 2a, As] @ = |S | = 1,447 m/s? 
As componentes normais da aceleracgio em A, B e C sao Sugestdes Uteis 
(100/36)? @ Observe o valor numérico do fator de con- 
: a, = vA Em A, a, = ——.— = 1,929 2 
® Ie, pl i 400 mis versao de km/h para m/s de 1000/3600 ou 
13,6. 
BoB on 0 @) Note que a, 6 sempre direcionada para o 
Em ©, dies (50/3,6)? _ 2,41 mis? centro de curvatura. 
80 
A aplicagdo da segunda lei de Newton em ambas as diregdes n e ¢ no diagrama de pe 
corpo livre do carro fornece (A),/ 
op an 
t 2 
(aF, = maj] F, = 1500(1,447) = 2170 N Fa) (8) 
1 IE 
@® (iF, = ma,] Em A, F,, = 1500(1,929) = 2890 N 
F 
Em B, F,=0 , 
Em C, "= 1500(2,41) = 3620 N ® Note que a diregdo de F, deve concordar 
com aquela de a, 


Assim, a forca horizontal total agindo sobre os pneus vem a ser 


Em A, F= JF 2+F2 = (@890)2 + Gio? = 3620N Resp. 
Em B, F=F,=2170N 


® Em C, F= JP? + F? = (620)? + @170)? = 4220 N Resp, |@ O Angulo feito por a e F com a diregéo da 
trajetéria pode ser calculado caso desejado. 


Exemplo 3/9 t\ 
pamsisaciein, seb Shel / \ 
Calcule o médulo v da velocidade necessdria para a nave espacial # se manter em \ Ug 
uma 6rbita circular de altitude 320 km acima da superficie da Terra. we 
“ 
at Si -o_mr 
(R+h? 


Solugdo. A wnica forca externa agindo sobre a nave espacial é a forga de atragao gra- 
@ vitacional para a Terra (isto é, 0 seu peso), como mostrado no diagrama de corpo livre. 
Somando as forgas na diregéo normal resulta i 


(EF, = ma,) 6 mmp 2 v? ae Gmp =R g \ : Y 
° wR +h RR) V@+A “VR +h Seo eth 


onde a substituicdo de gR? = Gmp foi introduzida. A substituigéo de valores fornece 


9,825 . 
» = (63711000) I ese7 + s2onio00) © 220 ms Ree 
Sugestiio Util 


@ Note que, para observagdes feitas em um sistema de referéncia inercial, nao existe uma grandeza como a “forga centrifuga” agindo no 
sentido negativo de n. Note também que nem a nave espacial e nem os seus ocupantes sao “sem peso”, porque 0 peso em cada caso ¢ 
dado pela lei da gravitacio de Newton. Para esta altitude, os pesos so apenas cerca de 10% menores que os valores na superficie da 
Terra. Finalmente, o termo “zero-g” também é equivocado. Somente quando fazemos nossas observacgies em relagéio a um sistema de 
coordenadas que possui uma aceleracao igual a aceleragao gravitacional (como em uma nave espacial em drbita) é que parecemos 
estar em um ambiente “zero-g”. A grandeza que se anula a bordo da nave espacial em 6rbita é a familiar forga normal associada, por 

* exemplo, com um objeto em contato com uma superficie horizontal dentro da nave espacial. 
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Exemplo 3/10 


j 
i 
: 
i 
j 
| 


O tubo A gira em torno do eixo vertical O com uma velocidade angular constante. 
6 = wecontém um pequeno tampio cilindrico B de massa m cuja posi¢do radial é contro- 
lada pelo cordao que passa livremente através do tubo e do eixo e 6 enrolado em torno 
do tambor de raio 6. Determine a tragéo T no cordéo:e a componente horizontal F, da 
forga exercida pelo tubo sobre o tampiio se a velocidade angular constante de rotacaio 
do tambor é w) em primeiro lugar na diregéo do caso (a) 6 em segundo lugar na diregdo 
do caso (6). Despreze o atrito. 


1 
} 


Solucdo. Com r como varidvel, usamos a forma em coordenadas polares das equagdes 
de movimento, Eqs. 3/8. O diagrama de corpo livre de B 6 mostrado no plano horizontal iy 


0 +0 
e desvenda simplesmente 7' e Fy. As equacées de movimento sao caso (a) J 
s | 
[x, = ma] -f = mF ~ 76% one LB 
1 sh . —_— +r 
[2hy = mag] Fy = m(r6 + 270) 
Caso {a}. Com? = + bi, # = 06 = 0, as forgas resultam fo 
T = mre? Fy= 2mbagw Resp. 
‘ . Sugestao Util 
@ Caso (b). Com* = — bay, * = 0 e 6 = 0, as forgas resultam 
: @ O sinal negativo indica que F, 6 no sentido 
T= mro* Fy=-2mboyw | Resp. oposto ao que é mostrado no diagrama de 
. corpo livre, 
PROBLEMAS 3/51 Seo bloco de 2 kg passa sobre o topo B da porcdo circular 
da trajetéria com uma velocidade de 3,5 m/s, calcule 0 médulo Ng 
Problemas Introdutérios + da forca normal exercida pela trajetéria sobre o bloco. Determine 


a velocidade maxima v que o bloco pode ter em A sem que perca o 


3/49 O pequeno bloco A de 2 kg desliza para baixo na trajetéria aires 
contato com a trajetéria. 


curva e passa pelo ponto mais baixo B com uma velocidade de 4 m/s. 
Se o raio de curvatura da trajetéria em B é de 1,5 m, determine a 
’ forca normal N exercida sobre o bloco pela trajetéria neste ponto. 

necess4rio 0 conbecimento das propriedades de atrito? 
Resp. N = 41,0 N para cima, néo 


Resp. Nz = 9,41 N, v = 4,52 m/s 


Problema 3/51 


Problema 3/49 3/52. Se a velocidade do bloco mostrada no Prob. 3/51 é de 4,5 m/s 


quando passa no ponto A da pista lisa, determine a forca normal 
correspondente exercida sobre o bloco pela pista e a taxa de variacao 
no tempo da velocidade. 


i 3/50 A conta P de 60 g recebe uma velocidade inicial de 2 m/s no 
ponto A da guia lisa, que esta curvada no plano horizontal. Se a forca 
horizontal entre a conta e a guia tem um médulo de 0,8 N no ponto 
B, determine o raio de curvatura p da trajetéria neste ponto. 


3/53 Se o saltador de esqui com 80 kg alcanca uma velocidade 
A de 25 m/s quando se aproxima da posigdo de decolagem, calcule o 
saxhas , i r 

médulo N da forca normal exercida pela neve sobre os seus esquis 
imediatamente antes que este atinja A. 


Resp.N=1791N 


Problema 3/50 
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Problema 3/53 


3/54 Determine o Angulo de inclinagado lateral apropriado @ para o 
aviao voando a 600 km/h e executando uma curva com 3 km de raio. 
Note que a forga exercida pelo ar 6 normal a superficie de apoio da 
asa. 


Problema 3/54 


3/55 Ocarro passa sobre o topo de uma curva num plano vertical 
em A com uma velocidade de 60 km/h e ent&o passa pelo fundo de 
uma depressiio em B. Os raios de curvatura da estrada em A e B séo 
ambos 100 m. Encontre a velocidade do carro em B se a forga normal 
entre a estrada e os pneus em B é o dobro daquela em A. O centro de 
massa do carro esta a 1 metro da estrada. 

Resp. vg = 74,4 km/h 


Problema 3/55 ij 


3/56 Um aviao de transporte a jato voa na trajetéria apresentada 
para permitir que astronautas experimentem a condigdo de “ausén- 
cia de peso” andloga aquela a bordo de uma nave espacial em érbi- 
ta. Se a velocidade no ponte mais alto 6 de 900 km/h, qual é 0 raio 
de curvatura p necessdrio para simular exatamente o ambiente de 
“queda livre” orbital? 


Problema 3/56 


3/57 O tubo vazado é articulado em torno do eixo horizontal que 
passa pelo ponto O e gira no plano vertical com uma velocidade an- 
gular constante no sentido anti-hor4rio 6 = 3 rad/s. Se uma par- 
ticula de 0,1 kg esta deslizando no tubo em diregdéo a O com uma 
velocidade de 1,2 ns em relac&o ao tubo quando a posic&o 6 = 30° 
é ultrapassada, calcule o médulo da forga normal N exercida pela 
parede do tubo sobre a particula neste instante. 

Resp. N = 0,1296 N 


Problema 3/57 


3/58 O componente OA gira em torno de um eixo horizontal que 
passa por O com uma velocidade constante no sentido anti-hordrio 
w = 8 rad/s. Quando passa a posicéio 6 = 0, um pequeno bloco de 
massa m é colocado sobre este a uma distancia radial r = 450 mm. 
Se é observado que o bloco desliza em 6 = 50°, determine 0 coeficien- 
te de atrito estatico j, entre o bloco e 0 componente. 


Problema 3/58 


3/59 As pequenas esferas sAo livres para se deslocar na superficie 
interna das camaras esféricas rotativas mostradas em seco trans- 
versal com raio R = 200 mm. Se as esferas atingem uma posicéo 
angular de regime permanente 6 = 45°, determine a velocidade an- 
gular do 1 dispositive. 

Resp. 0. = 3,64 rad/s 


Problema 3/59 
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3/60 Uma crianca gira uma pequena esfera de 50 g presa na ex- 
tremidade de um fio com 1 m de modo que a esfera traca um circulo 
em um plano vertical como mostrado. Qual é a velocidade minima v 
que a esfera deve ter quando estiver na posi¢ao 1? Se essa velocida- 
de é mantida ao longo do circulo, calcule a trag&o T' no fio quando a 
esfera esta na posicaéo 2. Despreze qualquer pequeno movimento da 
mao da crianga. 


Problema 3/60 , 
3/61 O teste-padrdo para determinar a maxima aceleracdo lateral 
de um carro é realizado conduzindo o carro em torno de um circulo 
com 60 m de didmetro pintado sobre uma superficie asfaltada hori- 
zontal. O motorista lentamente aumenta a velocidade do veiculo até 
que nao seja mais capaz de manter ambos os pares de rodas sobre a 
linha. Se essa velocidade maxima é de 55 km/h para um carro com 


'. 1400 kg, determine sua capacidade de aceleracao lateral a, em ter- 


mos de g e calcule o médulo F da forga de atrito total exercida pela 
pavimentagao sobre os pneus do carro. 
Resp. a, = 0,793g, F = 10,89 kN 


Problema 3/61 


3/62 O carro do Prob. 3/61 esté se movendo a 40 km/h quando o 
motorista aciona os freios, e o carro continua a se deslocar ao longo 
da trajetéria circular. Qual 6 a desaceleragéo maxima possivel se 
os pneus estio limitados a uma forga de atrito horizontal total de 
10,6 KN? 


Problemas Representativos 


3/63 Quando o esqueitista transpie a superficie mostrada, as velo- 
cidades do seu centro de massa em 9 = 0°, 45° e 90° sao 8,5 m/s, 6 m/s 
e 0, respectivamente. Determine a forga normal entre a superficie e 


as rodas do esqueite se a massa combinada da pessoa e do esqueite é 
70 kg e seu centro de massa estd a 750 mm da superficie. 
Resp. Ny = 2040 N, Nge = 1158 N, Noy = 0 


Problema 3/63 


3/64 Calcule a velocidade rotacional N necessdria para a atracéo 
aérea de um parque de diversées a fim de que os bracos das gondolas 
assumam um Angulo 6 = 60° com a vertical. Despreze a massa dos 
bracos aos quais as gondolas estéo presas e trate cada géndola como 
wma particula. 


Problema 3/64 


3/65 © cano de uma espingarda esta girando em um plano ho- 
rizontal em torno do eixo vertical z com uma velocidade angular 
constante 6 = 0,5 rad/s quando uma bala de 60 g 6 disparada. Se a 
velocidade da bala em relagéo ao cano é de 600 m/s pouco antes de 
chegar a boca A, determine o esforgo P horizontal lateral resultante 
exercido pelo cano sobre a bala pouco antes de esta emergir em A. 
De que lado do cano age P? 

Resp. P = 36 N, lado direito 


Problema 3/65 


3/66 A pequena esfera de massa m esté inicialmente suspensa em 
repouso por dois fios. Se de repente um fio é cortado, determine a 
razao k da tragdo no fio remanescente imediatamente apés 0 outro 
fio ser cortado pela tracdo no equilibrio inicial. 


Problema 3/66 


3/67 Um piloto voa em um avido a uma velocidade constante de 
600 km/h no efrculo vertical com um raio de 1000 m. Calcule a for- 
¢a exercida pelo assento sobre o piloto de 90 kg no ponto A e no 
ponto B. 

Resp. N, = 3380 N, Ng = 1617 N 


600 kuv/h 
Problema 3/67 


3/68 Um pneu com 700 mm de didmetro é girado até 4000 rpm 
em uma maquina de balanceamento de pneus fora do veiculo. Uma 
pequena pedra redonda é langada de um sulco na banda de rodagem 
a esta velocidade rotacional. Estime o médulo N das forgas normais 
que estavam sendo exercidas sobre a pedra de 10 g pelos lados do 
sulco se 0 coeficiente de atrito estatico entre a pedra e a borracha 
é 0,95. Suponha uma estrutura rigida para a banda de rodagem e 
despreze o efeito do peso da pedra. 


Problema 3/68 


3/69 Uma esfera EF de 2 kg esté sendo deslocada em um plano 
vertical por um braco robético. Quando o Angulo @ é de 30°, a veloci- 
dade angular do brago em torno de um eixo horizontal que passa por 
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O & de 50 graus/s no sentido hordrio e sua aceleragdo angular é de 
200 graus/s” no sentido anti-hordrio. Além disso, o elemento hidréu- 
lico esta sendo encurtado na taxa constante de 500 mm/s. Determine 
a forca minima P necessdria para segurar se o coeficiente de atrito 
estatico entre a esfera e as superficies de aperto é de 0,5. Compare 
P com a forga minima P, necessdria para manter a esfera em equili- 
brio estatico na posigéo de 30°. 

Resp. P = 27,0 N, P, = 19,62 N 


Problema 3/69 


3/70 Determine a altitude A (em quilémetros) acima da superficie 
da Terra na qual um satélite em uma 6rbita circular tem 0 mesmo 
perfodo, 23,9344 h, que a rotacdo absoluta da Terra. Se tal érbita se 
situa no plano equatorial da Terra, diz-se que esta é6 geossincrona, 
pois o satélite nao aparenta se deslocar em relacdo a um observador 
fixo na Terra. 


3/71 Os carros de uma atracdo de parque de diversées tém uma 
velocidade v, = 22 m/s em A e uma velocidade ug = 12 m/s em B. 
Se um passageiro de 75 kg se senta sobre uma balanea de mola (que 
registra a forga normal exercida sobre esta), determine a leitura da 
balanca quando o carro passa pelos pontos A e B. Suponha que os 
bracgos e as pernas da pessoa n4o sustentam uma forga conside- 
ravel. 

Resp. N4 = 1643 N, Nz = 195,8N 


Problema 3/71 


3/72 O brinquedo de parque de diversdes gira em torno do ponto 
fixo O. Um mecanismo (nao apresentado) impulsiona a unidade de 
acordo com. @ = (7/3) sen 0,950#, onde @ esta em radianos e ¢ estA em 
segundos. Determine a forga normal maxima N exercida pelo assen- 
to sobre um passageiro de massa m, e indique quais dos passageiros 
sao submetidos a forca maxima. 
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Problema 3/72 


3/73 Uma pequena conta de massa m é conduzida por um aro cir- 
cular de raio r que gira em torno de um eixo vertical fixo. Mostre 
como se pode determinar a velocidade angular w do aro pela obser- 
vagao do Angulo @ que localiza a conta. Despreze o atrito em sua 
andlise, mas assuma que uma pequena quantidade de atrito esta 
presente para amortecer qualquer movimento da conta em relagaéo 
ao aro uma vez que uma velocidade angular constante tenha sido 
estabelecida. Aponte quaisquer restrigées sobre sua solugao. 


= & 
Resp. oO Vr cs 


f 
pa 
| 

al 


Problema 3/73 


3/74 O cursor A de 3 kg se encaixa com folga na ranhura lisa de 
465° no disco, que gira em um plano horizontal em torno do seu centro 
O. Se A é mantido em posicao por um cordio fixo no ponto B, deter- 
mine a tracéio J no cordao para uma velocidade rotacional constante 
6 = 300 rpm. A diregao da velocidade faria alguma diferenga? 


150 mm 
Problema 3/74 


3/75 Um pequeno objeto A é mantido contra a superficie vertical 
do recipiente cilindrico rotativo de raio r pela ago centrifuga. Se 0 
coeficiente de atrito estatico entre o objeto e o recipiente é p1,, deter- 
mine a expressdo para a velocidade angular minima 6 = w do reci- 
piente que impedird o objeto de escorregar para baixo na superficie 
vertical. 


Resp. o = 
e Bs? 


Problema 3/75 


3/16 O brago robotico estd se elevando e prolongando simultanca- 
mente. Em um determinado instante, @ = 30°, 6 = 40 graus/s, §= 
120 graus/s?,! = 0,5 m,i = 0,4 m/s, ef = —0,3 m/s”. Calcule as forgas 
radial e transversal F. e F, que o braco deve exercer sobre a pega 
segurada P, a qual possui uma massa de 1,2 kg. Compare com 0 caso 
de equilibrio estatico na mesma posicao. 


Problema 3/76 


3/717 O pequeno objeto 6 colocado sobre a superficie interna do pra- 
to cénico no raio mostrado. Se o coeficiente de atrito estatico entre 
0 objeto e a superficie cénica é 0,30, para qual faixa de velocidades 
angulares w em torno do eixo vertical o bloco permanecera sobre 0 
prato sem deslizar? Assuma que as variagées de velocidade sao rea- 
lizadas lentamente de modo que qualquer acelerag&o angular pode 
ser desprezada. 

Resp. 3,41 = w = 7,21 rad/s 


ca 02m—| 
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3/78 O pequeno objeto de massa m é colocado sobre a superficie 
cénica giratéria no raio mostrado. Se o coeficiente de atrito estatico 
entre o objeto e a superficie rotativa 6 0,8, calcule a maxima velo- 
cidade angular # do cone em torno do eixo vertical para a qual o 
objeto nao deslizard. Suponha uma variagao da velocidade angular 
muito gradual. 


Problema 3/78 


3/79 © caminhdo-plataforma parte do repouso em uma estrada 
cujo raio de curvatura constante é 30 m e cujo Angulo de inclinacgéo 
lateral 6 10°. Se a aceleragéo constante do caminh4o para frente é 
2 m/s”, determine o tempo t apés o inicio do movimento no qual o 
caixote sobre a plataforma comeca a deslizar. O coeficiente de atrito 
estatico entre o caixote e a plataforma do caminhdo 6 p,, = 0,3, e 0 
movimento do caminhao ocorre em um plano horizontal. 

Resp. t = 5,58 s 


Problema 3/79 


3/80 O disco com a canaleta circular gira em torno do eixo vertical 
com uma rotagado constante de 30 rpm e suporta as duas esferas de 
4 kg. Calcule a maior das duas forgas de contato entre o disco e cada 
esfora. (Este resultado pode ser obtido usando apenas uma equacéo 
de forga?) 


Problema 3/80 


3/81 A partir do repouso em que @ = 20°, uma crianca de 35 kg 
desliza com atrito desprezivel para baixo no escorrega que tem a 
forma de um arco circular com raio de 2,5 m. Determine a aceleracao 
tangencial e a velocidade da crianga, e a forga normal exercida sobre 
ela (a) quando @ = 30° e (6) quando 6 = 90°. 

Resp. (a) a, = 8,50 m/s’, v = 2,78 m/s 


N=280N 
(b) a, = 0, v = 5,68 m/s 
N=795N 


Problema 3/81 


3/82 Determine a velocidade v na qual o carro de corrida nao teré 
tendéncia a deslizar lateralmente sobre a pista inclinada, isto 6, a 
velocidade em que nao existe dependéncia do atrito. Além disso, de- 
termine as velocidades maxima e minima, utilizando 0 coeficiente de 
atrito estatico 4, = 0,90. Declare qualquer hipétese assumida. 


80 


Problema 3/82 


3/83 O carro tem uma velocidade de 70 km/h na base da depressao 
quando 0 piloto aciona os freios, provocando uma desaceleragéo de 
0,5g. Qual é o Angulo @ minimo da almofada do banco para o qual 
win pacote nao deslizara para frente? O coeficiente de atrito estatico 
entre o pacote e a almofada do banco é (a) 0,2 e (b) 0,4. 

Resp. (a) 6 = 7,34°, (b) @ = ~3,16° 


Horizontal 
Almofada do banco 
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3/84 Repita o Prob. 3/83, exceto pelo carro estar no topo de uma 
elevagao como mostrado na figura. 


6 
Horizontal 


Almofada do banco 


Problema 3/84 


3/85 A pequena esfera de massa m est4 presa a um fio leve.de 
comprimento L e se desjoca como um péndulo cénico em um circu- 
lo horizontal com uma velocidade tangencial v. Localize o plano de 
movimento pela determinagio de h, e encontre a tracdo T no fio. 
(Observacdo: Utilize a relagéo v = rb = ra, onde w é a-velocidade 
angular em torno do eixo vertical.) 

: Resp. h = glo”, T = mLw* 


Problema 3/85 


3/86 O brago ranhurado gira no plano horizontal em torno do eixo 
vertical fixo que. passa pelo ponto O. O cursor C dé 2 kg é puxado 
em diregdo a O na taxa constante de 50 mm/s tracionando o cordéo 
S.No instante em que r = 225 mm, o braco tem uma velocidade an- 
gular no sentido anti-hordrio w = 6 rad/s e que esta diminuindo na 
taxa de 2 rad/s”. Para este instante, determine a tragio T no corddo 
eo médulo N da forga exercida sobre o cursor pelas superficies la- 
terais da ranhura radial lisa. Indique qual lado, A ou B, da ranhura 
tem contato com o cursor. 


Problema 3/86 


3/87 O tambor com diametro de 650 mm gira em torno de um eixo 
horizontal com uma velocidade angular constante Q = 7,5 rad/s. O 
pequeno bloco A n&o possui movimento em relacéo 4 superficie do 
tambor quando este passa pela posigéo no fundo em @ = 0. Determi- 
ne 0 coeficiente j, de atrito estatico entre o bloco e 0 tambor se for 
observado que 0 bloco desliza quando chega a (a) @ = 50° e (b) 0 = 
100°. Verifique no ultimo caso se o contato é mantido até @ = 100°. 
Resp. (a) 1, = 0,306, (b) 4, = 0,583 


Problema 3/87 


3/88 © tambor rotativo de uma secadora de roupa é mostrado na 
figura. Determine a velocidade angular do tambor que resulta na 
perda de contato entre as roupas e tambor em @ = 50°. Assuma que as 
pequenas palhetas evitam o deslizamento até a perda de contato. 


Problema 3/88 


3/89 O pequeno cursor A de 180 g se desloca sem atrito considerd- 
vel no tubo vazado, que gira em um plano horizontal com uma veloci- 
dade constante 0. = 7 rad/s. O cursor é lancado com uma velocidade 
inicial *) = 20 m/s em relagdo ao tubo nas coordenadas inerciais x = 
150 mm e y = 0. Determine 0 médulo P da forca horizontal exercida 
sobre 0 cursor pelo tubo imediatamente antes de o cursor sair do 
tubo. 

Resp. P = 53,3 N 


Problema 3/89 


3/90 Para as condicées indicadas no Prob. 3/89, determine as com- 
ponentes inerciais x e y da forca horizontal P exercida sobre o cursor 
pelo tubo imediatamente antes do cursor sair do tubo. & 
3/91 O carro de 1500 kg esta viajando a 100 km/h sobre a porgio 
reta da estrada, e ent&o sua velocidade é reduzida uniformemente 
de A para C, posiG%io em que este atinge o repouso. Calcule o médulo 
F da forga de atrito total exercida pela estrada sobre o carro (a) pou- 
co antes de este passar o ponto B, (6) pouco depois que este passa 0 
ponto B, e (e) pouco antes deste parar no ponto C. 

Resp. (a) F = 7,83 kN, (b) F = 11,34 kN 

(c) F = 7,83 kN 


IN 


eo \ 
80 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
— eee ee 


Wi axed 


32 m 


Problema 3/91 


3/92 A atracdo de parque de diversées consiste em um suporte fixo 
junto a O, do brago de 6 m OA, que gira em torno do eixo em O, e do 
compartimento, que permanece horizontal por meio de um mecanis- 
mo em A (nao apresentado). Em um determinado instante, 6 = 45°, 
B = 0,8 rad/s, e B = 0,4 rad/s®, todos no sentido hordrio. Determine 
as forcas horizontal e vertical (F e N) exercidas pelo banco sobre o 
passageiro de 80 kg em P. Compare seus resultados com os valores 
estaticos destas forgas. Note que todo passageiro se desloca em um 
circulo com um raio de 6 m. 
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Problema 3/92 


3/93 Um pequeno vefculo entra no topo A da trajetoria circular 
com uma velocidade horizontal vg e ganha velocidade conforme se 
desloca para baixo na trajetéria. Determine uma expressao para o 
Angulo B que localiza o ponto onde o veiculo sai da trajetéria e se tor- 
na um projétil. Avalie sua expressdo para vg = 0. Despreze o atrito e 
trate o veiculo como uma particula. 


2 2 


= cos? (24 22) 2 = 48,9° 
Resp. B = cos (2+25),p 48,2 


Problema 3/93 


3/94 Quando uma correia em V aciona wma polia em alta veloci- 
dade, a aca&o centrifuga tende a diminuir 0 seu contato com a polia 
e conseqiientemente reduzir a capacidade de transmitir torque. Um 
dispositivo para compensar este efeito 6 apresentado e consiste em 
um compartimento e quatro esferas que giram com a polia. As es- 
feras séo comprimidas contra as duas superficies cénicas de 30° e 
forgam o lado interno de A a deslizar para a esquerda em direciio 
ao lado oposto B, apertando assim a correia. A peca A 6 conectada a 
B por uma chaveta colocada na extensdo do cubo da polia, de forma 
que esta gira com o restante da polia, mas esta livre para deslizar 
sobre B. Calcule a forga axial F sobre A provocada pela acio das es- 
feras para uma velocidade de 600 rpm, se a massa de cada uma das 
quatro esferas 6 de 2,5 kg. 


Problema 3/94 


112 Capitulo 3 


3/95 Um arremessador destro de beisebol lanca uma bola curva 
inicialmente destinada ao canto direito da base principal B. Esta faz 
uma curva de modo a desviar 150 mm conforme indicado. Assuma 
que a componente horizontal da velocidade é constante em v = 
38 m/s, despreze 0 movimento vertical, e estime (a) 0 raio de curva- 
tura médio p da trajet6ria da bola de beisebol, e (6) a forca normal R 
agindo sobre a bola de beisebol de 146 g. 

Resp. (a) p = 1080 m, (6) R = 0,1952 N 


> 150 
mm. 
BEY : 
7 
A 
fh. 
\ 
\ 
! 
4 
. 18m" 
fev 
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U 
Aé 


Problema 3/95 


~ 


3/96 Um helicéptero de combate a incéndio paira sobre um lago 
enquanto o seu recipiente de agua é imerso e cheio. Este em segui- 
da sobe um pouco, tira o recipiente do lago, e comega 0 seu véo es- 
sencialmente a partir do repouso com uma aceleragéo horizontal ay. 
Obtenha uma expressio para o Angulo @ para o qual 6 6 méximo. 
Também determine a tragéo T no cabo como uma fungio de 0. 


ea 


Problema 3/96 


3/97 A bomba centrifuga com palhetas radiais lisas gira em torno 
de seu eixo vertical com uma velocidade angular constante 6 = w. En- 
contre o médulo N da forga exercida por uma palheta sobre uma par- 
ticula P de massa m conforme essa se desloca ao longo da palheta. A 
particula é introduzida em r = rg sem velocidade radial. Assuma que 
a particula tem contato somente com a lateral da palheta. 

Resp. N = 2mw*Jfr? — 72 


Eixo de 
referéncia 
fixo 


Problema 3/97 


3/98 A particula P é liberada no instante de tempo ¢ = 0a partir 
da posig&o r = rq no interior do tubo liso sem velocidade em relacao 
ao tubo, que é acionado na velocidade angular constiante wy) em torno 
de um eixo vertical. Determine a velocidade radial u,, a posigéo ra- 
dial r, e a velocidade transversal uv, como fungées do tempo t. Expli- 
que por que a velocidade radial aumenta com o tempo na auséncia 
de forgas radiais. Trace a trajetéria absoluta da particula durante o 
intervalo de tempo em que a particula esta no interior do tubo para 
ro = 0,1 m,/ = 1me wy = Ll rad/s. 


Problema 3/98 


3/99 A nave espacial P esta na orbita eliptica mostrada. No ins- 
tante representado, sua velocidade é v = 4230 m/s. Determine os 
valores correspondentes de 7, 6,7 e 6. Utilize 8 = 9,825 m/s? para a 
aceleragao da gravidade sobre a superficie da Terra e R = 6371 km 
para o raio da Terra. : 
Resp. ¢ = 3078 m/s, @ = 1,276(10-) rad/s 
#=—0,401 m/s? 6 = ~3,45(10-) rad/s? 


wal 


300 km 


Problema 3/99 


, 
a 


»3/100 Um tube vazado gira em torno do eixo horizontal que 
passa pelo ponto O com uma velocidade angular constante w). Uma 
particula de massa m é introduzida com velocidade relativa nula em 
r = 0 quando 0 = 0 e desliza para fora através do tubo liso. Determi- 
ne r como uma funcao de @. 


Resp. r = 2er (senh @ — sen 0) 
2a 


Problema 3/100 


3/101 Um pequeno cursor de massa m recebe uma velocidade 
inicial de mddulo vg sobre a guia horizontal circular fabricada a par- 
tir de uma haste delgada. Se o coeficiente de atrito dinamico 6 py, 
determine a distancia percorrida antes de o cursor atingir 0 repouso. 
(Sugestéo: Observe que a forca de atrito depende da forga normal 
resultante.) 

092 + Jug? + 7, 


Resp. s = —"—In | 
PS Og rE 
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Problema 3/101 


3/102 Cada pneu no carro de 1350 kg pode suportar uma forca de 
atrito maxima paralela a superficie da estrada de 2500 N. Esta forga 
limite é aproximadamente constante durante todos os movimentos 
retilineos e curvilineos possfveis do carro e é aleancdvel somente se 
o carro nao derrapa. Sob esta frenagem maxima, determine a distan- 
cia total de parada s se os freios sao acionados pela primeira vez no 
ponto A quando a velocidade do carro é de 25 m/s e se 0 carro segue 
a linha central da estrada, 

Resp, s = 47,4m 


10m. 


Problema 3/102 


SECAO B. TRABALHO E ENERGIA 


3/6 Trasatno £ Enercia Cinética 


Nas duas segdes anteriores, aplicamos a segunda lei de 
Newton F = ma a varios problemas de movimento de par- 
ticula para estabelecer a relag&o instantdnea entre a resul- 
tante das forgas agindo sobre uma particula e a aceleragdo 
resultante da particula. Quando precisamos determinar a 
variagao na velocidade ou o deslocamento correspondente da 
particula, integramos a acelerag&o calculada utilizando as 
equacées cinematicas apropriadas. 

Existem duas classes gerais de problemas nas quais os 
efeitos cumulativos das forgas nao equilibradas agindo sobre 
uma particula sao de interesse para nés. Esses casos envol- 
vem (1) integrac&o das forgas com respeito ao deslocamento 
da particula e (2) integragao das forgas com respeito ao tem- 
po em que sao aplicadas. Podemos incorporar os resultados 
dessas integracées diretamente nas equagdes que regem o 
movimento de modo que isto se torne desnecessdrio para re- 
solver diretamente a aceleracgdo. A integragéo com respeito 
ao deslocamento conduz as equagdes de trabalho e energia, 
que sao o assunto desta segdo. A integragdo com respeito ao 
tempo conduz as equagées de impulso e quantidade de movi- 
mento, discutidas na Segéo C. 


Definicéo de Trabalho 


Desenvolvemos agora 0 significado quantitativo do termo 
“trabalho”.* A Fig, 3/2a apresenta uma forea F agindo sobre 
uma particula em A que se desloca ao longo da trajetéria 
mostrada. O vetor posigéo r, medido a partir de alguma ori- 
gem conveniente O, localiza a particula quando esta passa 0 
ponto A, e dr é 0 deslocamento diferencial associado com um 
movimento infinitesimal de A para A’. O trabalho realizado 
pela forga F durante o deslocamento dr é definido como 


dU=F-dr 


O médulo desse produto escalar 6 dU = F ds cos a, onde a é0 
Angulo entre F e dr e onde ds é 0 médulo de dr. Essa expres- 
sAo pode ser interpretada como o deslocamento multiplicado 
pela componente de forca F, = F cos « na diregao do deslo- 
camento, como representado pelas linhas tracejadas na 
Fig. 3/26. Alternativamente, o trabalho dU pode ser inter- 
pretado como a forga multiplicada pela componente de des- 
locamento ds cos a na diregao da forga, como representado 
pelas linhas cheias na Fig. 3/2b. 


*O conceito de trabalho também foi desenvolvido no estudo do trabalho virtual 
no Capitulo 7 do Vol. 7 Estdtica. 
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{b) 
Figura 3/2 


Com essa definigéo de trabalho, deve-se notar que a com- 
ponente F,, = F sen a normal ao deslocamento nao realiza 
trabalho. Assim, o trabalho dU pode ser escrito como 


dU =F, ds 


Trabalho é positive se a componente F, que realiza trabalho 
tem o mesmo sentido do deslocamento e é negativo se tem 0 
sentido oposto. Forgas que realizam trabalho sao denomina- 
das forgas ativas. Forgas de restric&éo que nao realizam tra- 
balho sao denominadas forcas reativas. 


Unidades de Trabalho 


As unidades SI de trabalho siio aquelas da forca (N) mul- 
tiplicada pelo deslocamento (m) ou N-m. Esta unidade recebe 
o nome especial de joule (J), que é definido como o trabalho 
realizado por uma forga de 1 N que age ao longo de uma dis- 
tancia de 1 m no mesmo sentido da forga. O uso consistente 
do joule para trabalho (e energia) em vez das unidades N- m 
evitaré possiveis diuividas com as unidades de momento de 
uma forga ou de torque, que também sao escritos N - m. 

No sistema gravitacional, o trabalho tem as unidades 
kgf +m. Dimensionalmente, trabalho e momento sao os mes- 
mos, A fim de distinguir entre as duas grandezas, recomen- 
da-se que o trabalho seja expresso em joules e o momento 
como newton - metro. Deve-se notar que o trabalho é um es- 
calar como determinado pelo produto escalar e envolve o pro- 
duto de uma forga e uma distancia, ambos medidos ao longo 
da mesma linha. O momento, por outro lado, 6 um veter como 
determinado pelo produto vetorial e envolve o produto da 
forga e da distancia medida perpendicularmente A forga. 


Calculo do Trabatho 


Durante um movimento finito do ponto de aplicacdo de uma 
forga, a forga realiza uma quantidade de trabalho igual a 


2 2 
u={ F-dr = [ , de + P, dy + F, dz) 
1 1 


Ss} S82 


Figura 3/3 


ou 
Sp 

U= if F,ds 
$s) 


A fim de proceder a essa integracdo, 6 necessdrio conhecer 
as relag6es entre as componentes de forca e suas respectivas 
coordenadas ou a relacao entre F, es. Se a relagao funcional 
nao é conhecida como uma expresso matematica que pode 
ser integrada, mas é especificada na forma de dados aproxi- 
mados ou experimentais, entéo podemos calcular o trabalho 
procedendo a uma integracdo numérica ou grafica como re- 
presentado pela drea sob a curva de F, contra s, como mos- 
trado na Fig. 3/3. 


Exemplos de Trabalho 


Quando o trabalho deve ser calculado, podemos sempre 
comegar com a definig&éo de trabalho, U = JF - dr, inserir 
expressées vetoriais apropriadas para a fora F e para o ve- 
tor deslocamento diferencial dr, e efetuar a integracéio ne- 
cessdria. Com alguma experiéncia, a realizacéo de cdlculos 
simples, tais como aqueles associados a forcas constantes, 
podem ser realizados por inspecéo. Calcularemos agora for- 
malmente o trabalho associado com trés forcas que ocorrem 
freqiientemente: forgas constantes, forcas devidas a molas e 
pesos. 


(1) Trabatho Associado com uma For¢a Externa Cons- 
tante. Considere a forga constante P aplicada ao corpo en- 
quanto este se desloca da posicao 1 para a posicao 2, Fig. 3/4, 
Com a forca P e o deslocamento diferencial dr escritos como 
vetores, o trabalho realizado sobre o corpo pela forca 6 


2 2 
Urs = [ F-dr = [ [P cos a)i + (Psena)j]-dxi 
1 1 


Bf 
= | P cos a dx = P cos alta ~ x1) = PL cosa (8/9) 
Bal 


TRE 


Figura 3/4 
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Como discutido anteriormente, essa expressdo para o tra- 
balho pode ser interpretada como a componente de forga P 
cos a multiplicada pela distancia L percorrida. Caso a esti- 
vesse entre 90° e 270°, o trabalho seria negativo. A compo- 
nente de forca P sen a normal ao deslocamento nao realiza 
trabalho. 


(2) Trabatho Associado com a Forca de uma Mola. Con- 
sideramos aqui a mola linear comum de rigidez k onde a for- 
¢a necessdaria para esticd-la ou comprimi-la é proporcional a 
deformacao x, como mostrado na Fig. 3/5a. Desejamos deter- 
minar o trabalho realizado sobre o corpo pela forga da mola 
enquanto este sofre um deslocamento arbitrdrio de uma po- 
sic¢do inicial x, para uma posigé&o final xg. A forga exerci- 
da pela mola sobre o corpo é F = —kxi, como mostrado na 
Fig. 3/5b. A partir da definicdo de trabalho, temos 


2 eS 
Uya= | Bede = | (bei) dei 
1 1 


acaifr al 2» 2 
=—] keds = 3 h(x,? ~ x4) (3/10) 
xy 


Se a posicdo inicial é a de deformagéo nula da mola de 
modo que x, = 0, entéo o trabalho é negativo para qualquer 
posigéo final x. # 0. Isto é verificado observando que se o 
corpo comeca na posigéo da mola sem deformagiio e ento se 
desloca para a direita, a forea da mola é para a esquerda; se 
0 corpo comega em x, = 0 e se desloca para a esquerda, a for- 
ca da mola é para a direita. Por outro lado, se deslocamos a 
partir de uma posico inicial arbitraria x, 4 0 para a posigao 
final sem deformacao x2 = 0, vemos que o trabalho 6 positivo. 


Forga F necessdria para 
esticar ou comprimir a mola 


{a) 


Posigéo sem 
deformagiio 


(6) 


Figura 3/5 


Em qualquer movimento em diregdo 4 posi¢éo da mola sem 
deformacdo, a forca da mola e o deslocamento tém o mesmo 
sentido. 

No caso geral, evidentemente, nem x; nem x, sao zero. O 
médulo do trabalho é igual a drea trapezoidal sombreada da 
Fig. 3/5a. Para caleular o trabalho realizado sobre um corpo 
pela forca de uma mola, deve-se tomar cuidado para garantir 
que as unidades de k e x sejam consistentes. Se x esta em 
metros, k deve ser em N/m. Além disso, certifique-se de con- 
firmar que a varidvel x representa uma deformacao a partir 
do comprimento da mola nao esticada e ndo o comprimento 
total da mola. 

A expressdo F = kx é na verdade uma relacao estdtica 
que s6 é verdadeira quando os elementos da mola nao tém 
aceleracéo. O comportamento dinamico de uma mola quando 
sua massa é levada em consideracéo é um problema bastan- 
te complexo que nao sera tratado aqui. Assumiremos que a 
massa da mola é pequena quando comparada com as massas 
de outros componentes em aceleracao do sistema, neste caso 
a relacao linear estatica nao implicaré um erro consideravel. 


(3) Trabalho Associado com o Peso. Caso (a) g = cons- 
tante. Se a variacéo de altitude é suficientemente pequena 
para que a aceleracéo da gravidade g possa ser considerada 
constante, o trabalho realizado pelo peso mg do corpo mos- 
trado na Fig. 3/6a enquanto o corpo é deslocado de uma alti- 
tude arbitrdria y, para uma altitude final yp é 


Nhe 


it 


2 2 
f F-dr = [ (maj): (dxi + dys) 
1 1 


Ye 
~mE | dy = ~mg(y2— 1) (8/11) 
n 
Vemos que 0 movimento horizontal nao contribui para este 
trabalho. Observamos também que se o corpo sobe (talvez 
devido a outras forgas nfo apresentadas), entéo (yy — y4) > 0 
e esse trabalho é negativo. Se o corpo cai, (yg — y;)< 0e0 
trabalho é positivo. 


‘ay 
S 
f 
dr 
Ye Mie y 
on mg 
ahh Lux 
(a) 
Gmpm er 
e's i 


Terra ‘x 


mr 


(b) 
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Caso (b) g # constante. Se grandes variacées na altitude 
ocorrem, entéo o peso (forca gravitacional) nao é mais cons- 
tante. Devemos entao utilizar a lei da gravitacéo (Eq, 1/2) 
e expressar 0 peso como uma forca varidvel de médulo 

Gm,m 
F= fr, como indicado na Fig. 3/6b. Usar a coordenada 
r 
radial mostrada na figura permite que se expresse o traba- 
Tho como 


e,-dre, = —Gmrm 


1 aa 
1 1 1 1 

= Oman( 7-7) = more(7 2) 
onde a equivaléncia Gm = gR? foi estabelecida na Secao 1/5, 
com g representando a acelerag&o da gravidade na superfi- 
cie da Terra e R representando o raio da Terra. O estudante 
deve verificar que se um corpo se eleva para uma altitude 
mais alta (ry > r,), este trabalho é negativo, como também foi 
no caso (a). Se o corpo cai para uma altitude inferior (r, < rj), 
o trabalho é positivo. Certifique-se de compreender que r re- 
presenta uma distancia radial a partir do centro da Terra e 
nao uma altitude h = r — R acima da superficie da Terra. 
Como no caso (a), se tivéssemos considerado um deslo¢a- 
mento transversal, além do deslocamento radial mostrado 
na Fig. 3/66, terfamos conclufdo que'o deslocamento trans- 


versal, porque 6 perpendicular ao peso, n&o contribui para 
o trabalho. 


2 2 ae; r 
Tia] F-dr= [ Health “dr 
1 


(8/12) 


Trabalho e Movimento Curvilineo 


Consideramos agora o trabalho realizado sobre uma par- 
ticula de massa m, Fig. 3/7, se deslocando ao longo de uma 
trajetéria curva sob a agao da forca F, que representa a re- 
sultante XF de todas as forgas agindo sobre a particula. A 
posigao de m 6 especificada pelo vetor posigéo r, e seu des- 
locamento ao longo de sua trajetéria durante o intervalo de 
tempo dt é representado pela variacdo dr em seu vetor posi- 
g&o. O trabalho realizado por F durante um movimento finito 
da particula do ponto 1 para o ponto 2 é 


3 82 
U1. = i, F-dr = i} F,ds 
1 8 


onde os limites especificam os pontos extremos inicial e final 
do movimento. 


x 
Figura 3/7 


Quando substituimos a segunda lei de Newton F = ma, a 
express&o para o trabalho de todas as forcas vem a ser 


2 2 
Ui. =| F-dr =f ma:dr 
1 1 
Mas a - dr = a, ds, onde a, é a componente tangencial da 
aceleracao de m. Em termos da velocidade v da particula, a 


Eq. 2/3 fornece a, ds = uv dv. Assim, a express&o para o tra- 
balho de F se torna 


2 ve 
Ua= | Pede= |" modo = 3m? v2) (9/13) 

1 oH 
onde a integracao é realizada entre os pontos 1 e 2 ao longo 
da curva, pontos nos quais as velocidades tém os médulos 0; 


€ Ve, respectivamente. 


Principio do Trabalho e Energia Cinética 
Aenergia cinética T da particula 6 definida como 


(8/14) 


e é0 trabalho total que deve ser realizado sobre a particula 
para levd-la de um estado de repouso para uma velocida- 
de v. A energia cinética 7'é uma grandeza escalar com as 
unidades de N-m ou joules (J) em unidades SI. A energia 
cinética 6 sempre positiva, independentemente do sentido da 
velocidade. 

A Kq. 3/13 pode ser reescrita como 


Uy_=1,-T,=AT (3/15) 


que é a equacdo de trabalho-energia para uma particula, A 
equagéo afirma que o trabalho total realizado por todas as 
forgas agindo sobre uma particula enquanto se move do pon- 
to 1 para o ponto 2 é igual a correspondente variagdo na 
energia cinética da particula. Embora T seja sempre positiva, 
a variagéo AT pode ser positiva, negativa, ou zero. Quando 
escrita nessa forma concisa, a Kg. 3/15 nos mostra que o tra- 
balho sempre resulta em uma variacdo de energia cinética. 

Alternativamente, a relagéo trabalho-energia pode ser 
expressa como a energia cinética inicial T, mais o trabalho 
realizado U,_, igual A energia cinética final T), ou 


(3/15a) 


Quando escrito nessa forma, os termos correspondem & se- 
qiiéncia natural dos eventos. Evidentemente, as duas formas 
3/15 e 3/15a s&o equivalentes. 


Vantagens do Método de Trabalho-Energia 


Vemos agora a partir da Eq. 3/15, que uma das principais 
vantagens do método de trabalho e energia é que este evita 
a necessidade de calcular a aceleracgdo e conduz diretamente 
as variacdes de velocidade como fungées das forcas que reali- 
zam trabalho. Além disso, a equag&o de trabalho-energia en- 
volve apenas aquelas forcas que realizam trabalho e, assim, 
dao origem a variagdes no médulo das velocidades. 

Consideramos agora um sistema de duas particulas uni- 
das por uma conexdo que é sem atrito e incapaz de qual- 
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quer deformacdo. As forcas na conexdo sAo iguais e opostas, e 
seus pontos de aplicagdo necessariamente tém componentes 
de deslocamento idénticas na direcdo das forgas. Portanto, o 
trabalho liquido realizado por essas forcas internas é igual 
a zero durante qualquer movimento do sistema. Assim, a 
Eq. 3/15 é aplicdvel a todo o sistema, onde U,_, é 0 trabalho 
total ou liquide realizado sobre o sistema pelas forgas exter- 
nas a este e AT é a variacao, T, — T,, na energia cinética to- 
tal do sistema. A energia cinética total é a soma das energias 
cinética de ambos os elementos do sistema. Portanto vemos 
que outra vantagem do método de trabalho-energia 6 que 
este nos permite analisar um sistema de particulas unidas 
na forma descrita sem desmembramento do sistema. 

A aplicacéo do método de trabalho-energia exige o isola- 
mento da particula ou sistema em estudo. Para uma unica 
particula vocé deve desenhar um diagrama de corpo livre 
mostrando todas as forcas aplicadas externamente, Para um 
sistema de particulas rigidamente conectadas sem molas, 
desenhe um diagrama de forcas ativas mostrando apenas 
aquelas forcas externas que realizam trabalho (forgas ati- 
vas) sobre todo o sistema.* 


Poténcia 


A capacidade de uma maquina é medida pela taxa de va- 
riag&o no tempo em que esta pode realizar trabalho ou for- 
necer energia. O trabalho total ou a saida de energia nao é 
uma medida dessa capacidade uma vez que um motor, ndo 
importa quéo pequeno, pode fornecer uma grande quanti- 
dade de energia se Ihe for dado tempo suficiente. Por outro 
lado, uma maquina grande e potente é solicitada a fornecer 
uma quantidade grande de energia em um curto periodo de 
tempo. Assim, a capacidade de uma maquina é calculada por 
sua poténcia, que é definida como a taxa de realizagdo de 
trabalho no tempo. 

Conseqiientemente, a poténcia P desenvolvida por uma 
forga F que realiza uma quantidade de trabalho U é 
P = dU/dt = F-dr/dt. Como dr/dt é a velocidade v do ponto 
de aplicacdo da forga, temos 


(3/16) 


A poténcia 6 evidentemente uma quantidade escalar, e no 
SI tem as unidades de N-m/s = J/s. A unidade especial para 
poténcia é 0 watt (W), que equivale a um joule por segundo 
(J/s). Em unidades inglesas, a unidade para poténcia meca- 
nica é o horsepower (hp). Estas unidades e suas equivalén- 
cias numéricas s4o 


1W=14d/s 
1 hp = 550 ft-Ib/sec = 33.000 ft-Ib/min 
lLhp = 746 W = 0,746 kw 
Eficiéncia 
A raz&o entre o trabalho realizado por uma maquina e 
o trabalho realizado sobre a maquina durante 0 mesmo in- 


*O diagrama de forgas ativas foi introduzido no método do trabalho virtual em 
estatica. Veja o Capitulo 7 do Vol. 1 Estdtica. 


tervalo de tempo é denominada eficiéncia mecdnica e,, da 
maquina. Esta definicféo assume que a maquina opera de 
maneira uniforme de modo que nao haja actiimulo ou esgota- 
mento da energia dentro desta. A eficiéncia € sempre menor 
que a unidade, uma vez que todo dispositive opera com al- 
guma perda de energia e que a energia nao pode ser criada 
dentro da mdéquina. Em dispositivos mecAnicos que envol- 
vem partes méveis, sempre haverd alguma perda de energia 
devida ao trabalho negative das forgas de atrito dinamico. 
Este trabalho é convertido em energia térmica que, por sua 
vez, € dissipada para o ambiente. A eficiéncia mecanica em 
qualquer instante de tempo pode ser expressa em termos de 
poténcia mecanica P por 

P. 


saida 


em = Bp 


entrada 


(3/17) 


Além da perda de energia por atrito mecAnico, pode haver 
também perdas de energia elétrica e térmica, caso em que 
a eficiéncia elétrica e, e a eficiéncia térmica e, também estado 
envolvidas. A eficiéncia global e nestes casos é 


C= 7 Ce, 


A poténcia que deve ser produzida pelo ciclista depende da velocida- 
de da bicicleta e da forca propulsora que é exercida pela superficie de 
apoio sobre a roda traseira. 
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Exemplo 3/11 


Calcule a velocidade v da caixa de 50 kg quando esta atinge a base da rampa em B 
se esta recebe uma velocidade inicial de 4 m/s para baixo da rampa em A. O coeficiente 
de atrito dinamico é 0,30. 


Solugao. © diagrama de corpo livre da caixa 6 desenhado e inclui a forca normal Rea 
forga de atrito dinadmico F calculada na forma usual. O trabalho realizado pelo peso 6 
positivo, enquanto aquele realizado pela forca atrito é negativo. O trabalho total reali- 
zado sobre a caixa durante o movimento é 

[U = Fs] U1» = 50(9,81)(10 sen 15°) — 142,1(10) = -151,9 J 


A equacao de trabatho-energia fornece 
[T, + Ups = Tol dmv, + Ur» = kmog? 

1 1 

5 (50)(4)? — 151,9 = 5 (50)u9? 


Vg = 8,15 m/s Resp. 


Uma vez que o trabalho liquide realizado 6 negativo, obtemos uma reducdo na energia 
cinética. 


Exemplo 3/12 


O caminhao-plataforma, que carrega um caixote de 80 kg, parte do repouso e atinge 
uma velocidade de 72 km/h em uma disténcia de 75 m numa estrada horizontal com 
aceleragao constante. Calcule o trabalho realizado pela forga de atrito agindo sobre o 
caixote durante este intervalo se os coeficientes de atrito estatico e dindmico entre o 
caixote e a plataforma do caminhao sfio (a) 0,30 e 0,28, respectivamente, ou (b) 0,25 e 
0,20, respectivamente. 


Solugado. Se o caixote nao desliza sobre a plataforma, sua aceleracao seré a mesma do 
caminhdo, que é 


{v2 = 20s] a= Oe = TABBY 9 67 ms 


Caso (a). Essa aceleracio exige uma forca de atrito sobre o caixote de 
[F = mal} F = 80(2,67) = 2138 N 


que é menor do que 0 valor maximo possivel de pV = 0,30(80)(9,81) = 235 N. Portanto, 
0 caixote nao desliza e o trabalho realizado pela forca de atrito estatico 213 N é 


[U = Fs} U,»2 = 213(75)=16000J ou I16kd Resp. 
Caso (6). Para y., = 0,25, a forga de atrito maxima possivel é 0,25(80)(9,81) = 196,2 N, 
que é ligeiramente menor do que o valor de 213 N necessario para nao deslizar. Portan- 
to, concluimos que o caixote desliza, e a forga de atrito 6 governada pelo coeficiente de 


atrito dinamico e 6 F = 0,20(80)(9,81) = 157,0 N. A aceleracdo torna-se 


[F = ma] a= F/m = 157,0/80 = 1,962 m/s? 


As distancias percorridas pelo caixote e pelo caminhao so proporcionais a suas acele- 
ragoes. Assim, o caixote tem um deslocamento de (1,962/2,67)75 = 55,2 m, e o trabalho 
realizado pelo atrito dindmico é 


(U = Fs] Uj.» = 157,0(55,2)= 86603 ou 8,6kd Resp. 


50(9,81) N 


1B = 142,1N 
R=474N 


Sugestio Util 


@ O trabalho devido ao peso depende apenas 
da distancia vertical percorrida. 


80(9,81) N 
ae 
t— 
80(9,81) N 


Sugestées Uteis 


@ Notamos que as forgas de atrito estAtico nao 
realizam trabalho quando as superficies em 
contato estéo ambas em repouso. Quando 
estado em movimento, entretanto, como nes- 
te problema, a forca de atrito estdtico atu- 
ando sobre o caixote realiza trabalho positi- 
vo e aquela que atua sobre a plataforma do 
caminhio realiza trabalho negativo. 

® Este problema mostra que uma forga atri- 
to dindmico pode realizar trabalho positivo 
quando a superficie que suporta o objeto e 
gera a forga de atrito estd em movimento. 
Se a superficie de apoio esta em repouso, 
ent&o a forga de atrito dinAmico agindo so- 
bre a peca em movimento sempre realiza 
trabalho negativo. 
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Exemplo 3/13 


O bloco de 50 kg em A é montado sobre roletes de modo que este se desloque ao 
longo da barra fixa horizontal com atrito desprezivel sob a ado da forca constante de 
300 N no cabo. O bloco é liberado a partir do repouso em A, com a mola na qual esta 
preso distendida de uma quantidade inicial x, = 0,233 m. A mola possui uma rigidez 
k = 80 N/m. Calcule a velocidade v do bloco quando esse atinge a posigao B. 


Solugdo. Supde-se, inicialmente que a rigidez da mola é pequena o suficiente para 
permitir que o bloco aleance a posigéo B. O diagrama de forcas ativas para o sistema 
composto pelo bloco e pelo cabo é mostrado para uma posi¢&o genérica. A forca da mola 
80x e a tracdo 300 N sao as tinicas forgas externas a esse sistema que realizam traba- 
tho sobre ele. A forga exercida sobre 0 bloco pela barra, o peso do bloco, e a reagdo da 
pequena polia sobre o cabo nado realizam trabalho sobre o sistema e n4o estado incluidos 
no diagrama de forgas ativas. 

A medida que o bloco se destoca de x, = 0,233 m para xy = 0,233 + 1,2 = 1,433 m,o 
trabalho realizado pela forca da mola agindo sobre o bloco é 


[Ug = gh? - x97)] Urg = $010,283? — (0,233 + 1,2)%] 
= 80,05 
O trabalho realizado sobre o sistema pela forga constante de 300 N no cabo é a forga 
muiltiplicada pelo deslocamento horizontal do cabo sobre a polia C, que é ((1,2)? + (0,9) — 
0,9 = 0,6 m. Assim, o trabalho realizado é 300(0,6) = 180 J. Aplicamos agora a equagéo 
de trabaltho-energia ao sistema e obtemos 


(7, + Uyg= Tol 0- 800+ 180=4(500? vy = 2,00 m/s Resp. 


Fazemos uma observacao especial da vantagem para a nossa escolha do sistema. 
Se o bloco sozinho constituisse o sistema, a componente horizontal da tragao no cabo 
de 300 N sobre o bloco teria de ser integrada ao longo dos 1,2 m do deslocamento. Esta 
etapa exigiria muito mais esforgo do que foi necess4rio na solugéo como apresentada. 
Se houvesse atrito consideravel entre o bloco e-sua barra de guia, teriamos verificado 
ser necessério isolar somente o bloco a fim de calcular a forca normal varidvel e, conse- 
qiientemente, a forga de atrito varidvel. A integracdo da forca de atrito durante o deslo- 
camento seria entado necessdria para avaliar o trabalho negativo que esta realizaria. 


Exemplo 3/14 


O guincho motorizado A eleva a tora de 360 kg para cima do plano inclinado de 30° a 
uma velocidade constante de 1,2 m/s. Se a poténcia de safda do guincho é 4 kW, calcule o 
coeficiente de atrito dinamico jz, entre a tora e o plano inclinado. Se a poténcia é subita- 
mente aumentada para 6 kW, qual é a aceleragdo instanténea a correspondente da tora? 


Solugdo. A partir do diagrama de corpo livre da tora, obtemos N = 360(9,81) cos 30° = 
3060 N, e a forca de atrito dindmico vem a ser 3060,. Para velocidade constante, as 
forcas estéo em equilibrio de modo que 


{=F = 0] T — 30604, ~ 360(9,81) sen 30° = 0 T = 3060p, + 1766 
A poténcia de safda do guincho fornece a tragdo no cabo 
IP = Tu] T = Plo = 4000/1,2 = 3330 N 
Substituindo T resulta 

3330 = 3060p, + 1766 By = 0,518 Resp. 

Quando a poténcia 6 aumentada, a tragdéo momentaneamente torna-se 

[P = Tv] T = Pio = 6000/1,2 = 5000 N 
e a aceleracaéo correspondente é dada por 
=F, = ma,] 5000 — 3060(0,513) — 360(9,81) sen 30° = 360a 


a= 4,63 m/s? Resp. 


c 300N 
rx 


Sugestao Util 


@ Lembre-se de que esta formula geral é vali- 


da para qualquer deflexdo inicial e final da 
mola x; e %», positiva (mola em trag&o) ou 
negativa (mola em compresséio). No desen- 
volvimento da expresso do trabalho para a 
mola, assumimos a mola como sendo linear, 
que 6 0 caso aqui. 


x 
ea 


3609,8)N T-~ 


Sugestées Uteis 


@ Observe a conversio de quilowatts para 


@) Conforme a velocidade aumente, a acelera- 


watts. Lembre-se também de usar J/s em 
vez de N - m/s. 


cAo caira até a velocidade estabilizar em um 
valor maior que 1,2 m/s, 
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Exemplo 3/15 


Um satélite de massa m é colocado em uma 6rbita eliptica em.torno da Terra. No pon- 
to A, sua distancia da Terra 6 h, = 500 km e este tem uma velocidade v, = 30 000 km/h. 
Determine a velocidade vy do satélite quando este atinge o ponto B, a uma distancia 
hg = 1200 km da Terra. 


Sofucgdo. O satélite esta se deslocando fora da atmosfera da Terra de modo que a tinica 
forca agindo sobre este é a atracéo gravitacional da Terra. Para a grande variacaio em 
altitude deste problema, ndéo podemos assumir que a aceleracdo-devido 4 gravidade 


é constante, Pelo contrario, devemos usar a expressio para o trabalho, desenvolvida SLR r 
nesta segao, que leva em consideragéo a variacéo na aceleracéo gravitacional com 3 te if 
a altitude. Em outras palavras, a expressfo para o trabalho leva em consideragdo a {Ty / 
Gi ~ } 
variacéo do peso F = nnn com a altitude. Esta expresso para o trabalho é ‘ . 4 
‘ i 
\ * 
r ‘ j 
Uy. = mere{ - 4) a \ | 
To ry, \ } \ A a 
A equagiio de trabalho-energia T, + U,_. = Ty fornece ‘ / at an \ 
: Le \ | 
O° Ly? aft t\_1.2 ar | eft _ 1 ov ! i 
ro gm,” + mgh’ on = mv, U9” = vy? + 2gh’ Pigs 2. 
Substituindo os valores numéricos resulta : 
. Sugestdes Uteis 
2 _, (30,.000\? 4)(108)72(-207%_~ ___1073__ Note que o resultado é independente da 
Ye ( 3,6 2OBIUGITAON | saar se Ta00 ~ G71 + BOO @ ects do satélite. : 
= 69,44(108) —. 10,72(108) = 58;,73(10°) (m/s)® ® Consulte a Tabela D/2, Apéndice D, para en- 
vy = 7663 m/s on vg. = 7663(3,6) = 27 590 kin/h Resp, contrar orate 8 de Terre: 


PROBLEMAS : Posigéio eee | 
Problemas introdutérios leformagao \ 

\ 
3/103 Utilize o método de trabalho-energia para desenvolver uma 
expresso para a altura maxima atingida por um projétil que é lan- 
gado com velocidade inicial vp a partir do nivel do solo. Avalie sua 
express4o para v, = 50 m/s. Assuma uma aceleragéo gravitacional 
constante e despreze a resisténcia do ar. 


Pa eean 
Resp... h = gg = 127,4m 


Problema 3/104 


3/105 O carrinho tem uma velocidade v, = 4 m/s quando passa 
pelo ponto A. Este se desloca sem atrito consideravel e passa so- 
bre o topo da elevacao da pista. Determine a velocidade do carrinho 
quando este passa pelo ponto B. O conhecimento da forma da pista 
€ necessdrio? 


Resp. vg = 7,16 m/s 


Problema 3/103 


3/104 A mola esta sem deformagiio na posigéo x = 0. Sob a aciio de 
uma forga P, o carrinho se desloca da posic¢do inicial x, = —150 mm 
até a posicdo final x, = 80 mm. Determine (a) o trabalho realizado 
sobre o carrinho pela mola e (b) o trabalho realizado sobre o carrinho 
pelo seu peso. Problema 3/105 


| 
i 


3/106 Utilize como referéncia a figura do Prob. 3/105. Sabe-se que 
o carrinho de 3 kg passa sobre 0 topo da pista e chega em B com uma 
velocidade vg = 6 m/s, determine o trabalho realizado pelo atrito 
entreA eB. 


3/107 O cursor C de 0,5 kg parte do repouso em A e desliza com 
atrito desprezivel sobre a haste fixa no plano vertical. Determine a 
velocidade v com que o cursor golpeia a extremidade B quando atua- 
do por uma forga de 5 N, que possui uma direcdo constante. Despreze 
as pequenas dimensées do cursor. 

Resp. v = 2,82 m/s 


5N 


~\ 


maa’ : 


Problema 3/107 


3/108 O guindaste sobre esteiras equipado para demolicao esta se 
deslocando a uma velocidade constante de 3 km/h quando é subitia- 
mente parado. Caleule o Angulo @ maximo por meio do qual 0 cabo 
da bola de demoligao oscila. 


Problema 3/108 


3/109 O carro esta se deslocando com a velocidade vy = 105 km/h 
para cima na inclinagdéo de 6%, e o motorista aciona os freios no 
ponto A, provocando a derrapagem de todas as rodas. O coeficiente 
de atrito dinamico para a pista escorregadia devida & chuva é 4, = 
0,6. Determine a distancia de parada s4,. Repita seus cdleulos para 
o caso em que o carro estd se deslocando para baixo de B para A. 
Resp. sap = 65,8 m, sp, = 80,4 m 


100 
Problema 3/109 


ee 
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3/110 OcursorA de 15 kg é liberado a partir do repouso na posigéo 
mostrada e desliza com atrito desprezivel para cima na haste fixa 
inclinada de 30° em relagéio a horizontal sob a acdo de uma forca 
constante P = 200 N aplicada ao cabo. Caleule a rigidez k necessaria 
da mola de modo que a sua deflexéo maxima seja igual a 180 mm. A 
posigdo da pequena polia em B é fixa. 


Problema 3/110 


3/111 No projeto de um péra-choque sobre molas para um carro 
de 1500 kg, deseja-se parar o carro a partir de uma velocidade de 
8 km/h em uma distAncia igual a 150 mm de deformacao da mola. 
Especifique a rigidez k necessdria para cada uma das duas molas 
por tras do pdéra-choque. As molas estéo sem deformagao no inicio 
do impacto. 

Resp. k = 164,6 kN/m 


Problema 3/111 


3/112 O vetor posig&éo de uma particula 6 dado por r = 841 + 
1,2¢7j — 0,5(¢8 — Dk, onde ¢ 6 o tempo em segundos a partir do inicio 
do movimento e onde r é expresso em metros. Para a condigéo em que 

= 4s, determine a poténcia P desenvolvida pela forca F = 40i ~ 
20j — 36k N que age sobre a particula. 


3/113 Um carro esté viajando a 60 km/h descendo uma inclina- 
¢ao de 10% quando os freios em todas as quatro rodas travam. Se o 
coeficiente de atrito dindmico entre os pneus e a estrada é de 0,70, 
encontre a distancia s medida ao longo da estrada que o carro der- 
rapa antes de parar. 

Resp. s = 23,7 m 


3/114 Ohomeme sua bicicleta tém uma massa combinada de 95 ke. 
Que poténcia P o homem desenvolve subindo a inclinagdo de 5% a 
uma velocidade constante de 20 km/h? 
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Problema 3/114 


3/115 No projeto de um sistema de esteiras transportadoras, pe- 
quenos blocos metdlicos sao descarregados com uma velocidade de 
0,4 m/s sobre uma rampa pela esteira transportadora superior mos- 
trada. Se 0 coeficiente de atrito din&mico entre os blocos e a rampa é 
de 0,30, calcule o Angulo 6 que a rampa deve fazer com a horizontal 
para que os blocos sejam transferidos sem deslizar para a esteira 
transportadora inferior que se move na velocidade de 0,14 m/s. 
Resp. 0= 16,62° 


Problema 3/115 


3/1t6 O cursor de 2 kg 6 liberado a partir do repouso em A e des- 
liza para baixo a haste fixa inclinada no plano vertical. O coeficiente 
de atrito dindmico 6 0,4. Calcule (@) a velocidade v do cursor quando 
este colide com a mola e (6) a deflexéo maxima x da mola. 


Problema 3/116 


3/117 A mulher de 54 kg sobe o lance de escadas em 5 segundos. 
Determine a poténcia média desenvolvida. 
Resp. P= 291 W 


Problema 3/117 


3/118 Um menino de 40 kg parte do repouso na base A de uma 
inclinag&o de 10% e aumenta sua velocidade em uma taxa constante 
até 8 km/h quando passa em B, 15 m ao longo da inclinacdo a partir 
de A. Determine sua poténcia de saida quando ele atinge B. 


a 15 >| 


\ 


\ 


Problema 3/118 ~ 


Problemas Representativos 


3/119 Uma escada rolante de uma loja de departamentos movimen- 
ta uma carga regular de 30 pessoas por minuto elevando-as do pri- 
meiro para o segundo andar através de uma distancia vertical de 7m. 
‘Uma pessoa média possui uma massa de 65 kg. Se o motor que aciona 
a unidade fornece 3 kW, calcule a eficiéncia mecAnica e do sistema. 
Resp. e = 0,744 


Problema 3/119 


3/120 O cursor cilindrico de 6 kg é liberado a partir do repouso na 
posic¢éo mostrada e cai sobre a mola. Calcule a velocidade v do cilin- 
dro quando a mola tiver sido comprimida em 50 mm. 
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3/121 Um carro com uma massa de 1500 kg parte do repouso na 
base de uma inclinacdo de 10% e adquire uma velocidade de 50 km/h 
em uma distancia de 100 m com aceleracdo constante para cima 
na inclinagéo. Qual é a poténcia P fornecida as rodas motrizes pelo 
motor quando o carro atinge essa velocidade? 

Resp. P = 40,4 kW 


3/122 A resisténcia R 4 penetracéo x de um projétil de 0,25 kg 
disparado com uma velocidade de 600 m/s em um bloco de material 
fibroso 6 apresentada no grafico. Represente essa resisténcia pela li- 
nha tracejada e calcule a velocidade v do projétil para o instante em 
que x = 25 mm se o projétil é levado a parar apés uma penetragao 
total de 75 mm. 


Problema 3/122 


3/123 Aunidade motoraA é utilizada para elevar o cilindro de 300 
kg a uma taxa constante de 2 m/s. Se o medidor de poténcia B regis- 
tra uma entrada de poténcia elétrica de 2,20 kW, calcule a eficiéncia 
elétrica e mecanica combinada e do sistema. 

Resp. e = 0,892 


Problema 3/123 


3/124 0 terceiro estagio de um foguete langado verticalmente 
para cima sobre o pélo norte sobe sem propulsao até uma altitude 
maxima de 500 km em seguida & queima total do combustivel de 
seu motor. Calcule a velocidade para baixo v do foguete quando este 
tiver caido 100 km a partir de sua posicdo de altitude maxima. (Use 
o valor médio de 9,825 m/s* para g e 6871 km para o raio médio da 
Terra.) 


3/125 Em um patio de manobras ferrovidrio, um vagao de carga de 
68 t se deslocando a 0,5 m/s em A encontra uma secéo retardadora 
do trilho em B que exerce uma forca de desaceleragao de 32 KN sobre 
0 vagiio no sentide oposto ao movimento. Ao longo de qual distancia 
x deve ser ativado o retardador a fim de limitar a velocidade do va- 
gao a 8 m/s em C? 

Resp. x = 53,2 m 


(Escala vertical exagerada) c 


Problema 3/125 


3/126 Cada um dos dois sistemas é liberado a partir do repouso. 
Calcule a velocidade v de cada cilindro de 25 kg apés 0 cilindro de 
20 kg ter caido 2 m, O cilindro de 10 kg do caso (a) é substitufdo por 
uma forga de 10(9,81) N no caso (6). 


10(9,81) N - 


{a) (b) 
Problema 3/126 


3/127 Um pequeno vefculo de teste com um foguete de propulsao 
com uma massa total de 100 kg parte do repouso em A e se desloca 
com atrito desprezivel ao longo da pista no plano vertical como mos- 
trado. Se o foguete propulsor exerce um empuxo T constante de 1,5 
KN a partir de A até a posigéo B onde este é desligado, determine a 
distancia s que o veiculo percorre para cima na inclinagdo antes de 
parar. A perda de massa devida a expulsdo de gases pelo foguete 6 
pequena e pode ser desprezada. 

Resp. s = 160,0 m 


Problema 3/127 


3/128 No projete estrutural dos andares superiores de um edificio 
industrial, uma tolerancia deve ser dada para as quedas acidentais 
de maquinas pesadas através de uma pequena distancia. Para uma 
maquina de massa m deixada cair de uma distancia muito pequena 
em cima de um pavimento que se comporta elasticamente, determi- 
ne a forca maxima F suportada pelo piso. (O problema é modelado 
pela massa m montada sobre suportes a uma distancia desprezivel 
acima da mola de rigidez k, com a ac¢éo acontecendo quando os su- 
portes séo subitamente retirados.) 
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Problema 3/128 


3/129 O pequeno cursor de massa m 6 liberado a partir do repouso 
quando na posic¢éo A e entao desliza ao longo da pista no plano verti- 
cal. A pista é lisa-de A até D e rugosa (coeficiente de atrito dindmico 
4) a partir do ponto D em diante. Determine (a) a forga normal Nz 
exercida pela pista sobre 0 cursor logo apés este passar o ponto B, 
(6) a forca normal Ng exercida pela pista sobre o cursor quando este 
passa 0 ponto C no fundo, e (c) a distancia s percorrida ao longo da 
inclinagdo apés passar o ponto D antes de o cursor parar. 

(a) Ng = 4mg 
(6) No = Img 
4R 


1+ 4/3 


Resp. 


@s= 


Problema 3/129 


3/130 O carro de 150 kg tem uma velocidade inicial de 3 m/s para 
baixo do plano inclinado em A, quando uma forga constante de 550 N 
€ aplicada ao cabo de elevagéio como mostrado. Calcule a velocidade 
do carro quando este atinge B. Mostre que na auséncia de atrito esta 
velocidade é independente de a velocidade inicial do carro em A ser 
para cima ou para baixo do plano inclinado. 


550.N 
—p 


Problema 3/130 


3/131 Uma fora horizontal constante P = 700 N é aplicada ao 
mecanismo como mostrado. Com a esfera de 14 kg inicialmente em 
repouso sobre seu suporte com @ = 60°, calcule a velocidade v da es- 
fera quando @ se aproxima de zero onde a esfera atinge a sua posigéio 
mais alta. 


4kg 


Problema 3/131 


3/132 A esfera 6 liberada a partir da posigéo A com uma veloci- 
dade de 3 m/s e oscila em um plano vertical, Na posigao mais baixa, 
© cordio bate na barra fixa em B, e a esfera continua a oscilar no 
arco tracejado. Calcule a velocidade ug da esfera quando esta passa 
a posigéo C. 


Problema 3/132 


3/133 Uma vez em curso a uma velocidade constante, o elevador 
A de 1000 kg sobe & taxa de 1 andar (3 m) por segundo. Determine a 
poténcia de entrada P,,, na unidade motora M se a eficiéncia mecé- 
nica e elétrica combinada do sistema é6e = 0,8. 


Resp. P.y = 36,8 kW 


Resp. v = 3,88 m/s 


Problema 3/133 


Ry 


Cinética de Particulas 125 


3/134 O sistema é liberade a partir do repouso na posic¢io mostra- 
da. O cilindro de 15 kg cai através do orificio no suporte, mas 0 disco 
de 15 kg (mostrado em corte) é removido do cilindro quando este 
bate no suporte. Determine a distancia s que o bloco de 50 kg sobe 
no plano inclinado. O coeficiente de atrito dindmico entre o bloco eo 
plano inclinado é 0,30, e a massa da polia é desprezivel. 


Problema 3/134 


3/135 Calcule a velocidade horizontal v com que o carrinho de 
20 kg deve colidir na mola a fim de comprimi-la um maximo de 
100 mm. A mola é conhecida como uma mola com “endurecimento”, 
uma vez que sua rigidez aumenta com a deflexao como mostrado no 
grafico anexo. 

Resp. v = 2,38 m/s 


Problema 3/135 


3/136 Um carro de 1400 kg estd viajando a uma velocidade 
va = 100 km/h quando passa o ponto A, e em seguida o carro desce 
uma inclinagdo de 6%. O motorista aciona os freios de modo a trazer 
a velocidade do carro em B para vg = 20 km/h. Calcule a energia 
Q dissipada pelos freios na forma de calor. Despreze as perdas por 
atrito devido a outras causas coma, por exemplo, a resisténcia do ar. 


100 B 


Problema 3/136 


3/137 I determinado experimentalmente que as rodas motrizes 
de um carro devem exercer uma forga de tragao de 560 N sobre a 
superficie da estrada a fim de manter uma velocidade constante do 
vefculo de 90 km/h em uma estrada horizontal. Sabendo-se que a 
eficiéncia global do conjunto de acionamento ée,, = 0,70, determine 
a poténcia de saida P necessdria no motor. 

Resp. P= 20 kW 


- 
3/138 0 jogo de duas molas é usado para trazer o-émbolo A de 
0,5 kg para o repouso a partir de uma velocidade de 5 m/s e inverter 
o seu sentido de movimento. A mola interna aumenta a desacelera- 
Gao, e o ajuste de sua posi¢éo é usado para controlar o ponto exato 
em que a reversdo ocorre. Se este ponte deve corresponder a uma 
deflexdo maxima A = 200 mm para a mola externa, especifique o 
ajuste da mola interna determinando a distancia s. A mola externa 
tem uma rigidez de 300 N/m e a interna uma rigidez de 150 N/m. 


(ee 


Problema 3/138 


3/139 A forca P = 40 N é aplicada ao sistema, que esta inicial- 
mente em repouso. Determine as velocidades de A e B apés A ter se 
deslocado 0,4 m. 

Resp. v, = 1,180 m/s, vg = 2,36 m/s 


Problema 3/139 


3/140 Ocilindro de 6 kg é liberado a partir do repouso na posi¢ao 
mostrada e cai sobre a mola, que foi inicialmente pré-comprimida 
em 50 mm pela trava leve e fios restritivos. Se a rigidez da mola é de 
4kN/m, calcule a deflexdo adicional A da mola produzida pela queda 
do cilindro antes que este reverta o movimento. 


Problema 3/140 


3/141 Em um teste de projeto da pressiio no anel de segmento, o 
pistdo especial de aluminio com 100 mm de didmetro com uma mas- 
sa de 2,7 kg é liberado a partir do repouso no cilindro vertical sob a 
ag&o da forca constante de 60 N. O pistao atinge uma velocidade de 
2,5 m/s em 250 mm de curso. O coeficiente de atrito dinamico entre 
os anéis de ferro fundido e o cilindro é 0,15. O didmetro do pistao é 
ligeiramente menor do que o didémetro do cilindro de modo que toda 
a resisténcia por atrito no movimento se deve ao atrito no anel de 
segmento. Calcule a pressaio média p entre os anéis e a parede do 
cilindro. Cada um dos dois anéis de 12 mm de largura é livre para 
expandir em seu alojamento no pistao. 

Resp. p = 46,6 kPa 


i 
i 
‘ 
i 
i 
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60 N 


r—— 100 mn——>| 


Problema 3/141 


3/142 Ensaios extensivos de um automével experimental de 900 kg 
revelaram a forca de arrasto aerodindmico Fy e a forga total nao ae- 
rodinamica de resisténcia ao rolamento Fz serem como mostrado no 
grafico. Determine (a) a poténcia necesséria para velocidades cons- 
tantes de 50 e 100 km/h em uma estrada horizontal, (b) a poténcia 
necessdria para uma velocidade constante de 100 km/h tanto para 
cima como para baixo em uma inclinagdo de 6%, e (c) a velocidade 
constante na qual nenhuma poténcia é necessdria para descer a in- 
clinagdo de 6%. 


300 
Fp = (constante) 
7, 200 
& 100 
(parabélica) 
9 40 80 120 
Velocidade v, km/h 
Problema 3/142 


3/143 O cursor de 0,60 kg desliza sobre a haste curva no plano 
vertical com atrito desprezivel sob a agéo de uma forea constante F 
no fio guiado pelas pequenas polias em D. Se o cursor é liberado a 
partir do repouso em A, determine a forca F que resultara no cursor 
colidindo no batente em B com uma velocidade de 4 m/s. 

Resp. F = 18,21N 


600 mm. 


aT mm 
Problema 3/143 


3/144 O cursor de 25 kg na posicdo mostrada tem uma velocidade 
inicial vg = 0,6 m/s sobre o trilho inclinadé e desliza sob a influéncia 
da gravidade e do atrito. O coeficiente de atrito dindmico entre 0 
cursor e o trilho é de 0,5. Calcule a velocidade do cursor quando este 
passa a posi¢do para a qual a mola esté comprimida de uma distan- 
cia x = 100 mm. A mola oferece uma resisténcia & compressdo C e 
é conhecida como uma mola com “endurecimento”, uma vez que sua 
rigidez aumenta com a deflexdo como mostrado no grafico anexo. 


Problema 3/144 


3/145 =O bloco de 10 kg é liberado a partir do repouso sobre a 
superficie horizontal no ponto B, onde a mola foi esticada por uma 
distancia de 0,5 m a partir de sua posicdo neutra A. O coeficiente de 
atrito dinamico entre o bloco eo plano é de 0,30. Calcule (a) a veloci- 
dade v do bloco quando este passa 0 ponto A e (b) a distancia maxima 
x para a esquerda de A que o bloco alcanca. 

Resp. (a) v = 2,18 m/s, (b) x = 0,804 m 


Lp = 0,30 
Problema 3/145 


3/146 =O carro de massa m acelera em uma estrada horizontal 
sob a agdo da forga motriz F de uma velocidade v, até uma veloci- 
dade mais alta v, em uma distAncia s. Se o motor desenvolve uma 
poténcia de saida constante P, determine vu». Trate o carro como uma 
particula sob a agao da forca horizontal isolada F. 


Problema 3/146 
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3/7 Enercia Potencta 


Na secgio anterior sobre trabalho e energia cinética, iso- 
lamos uma particula ou uma combinagao de particulas co- 
nectadas e determinamos o trabalho realizado por forcas 
gravitacionais, forgas de molas, e outras forcgas aplicadas 
externamente agindo sobre a particula ou sistema. Fizemos 
isso para avaliar U na equacéo de trabalho-energia. Na pre- 
sente secéo introduziremos o conceito de energia potencial 
para tratar o trabalho realizado por forcas gravitacionais e 
por forgas de mola. Este conceito simplificara a andlise de 
varios problemas. 


Energia Potencial Gravitacional 


Consideramos inicialmente o movimento de uma parti- 
cula de massa m nas proximidades da superficie da Terra, 
onde a atracdo gravitacional (peso) mg é essencialmente 
constante, Fig. 3/8a. A energia potencial gravitacional V, da 
particula é definida como o trabalho mgh realizado contra o 
campo gravitacional para elevar a particula uma distancia h 
acima de algum plano arbitrario de referéncia (denominado 
datum), onde V, é tomada como zero. Assim, escrevemos a 
energia potencial como 


(3/18) 


Esse trabalho é denominado energia potencial porque 
pode ser convertido em energia se a particula puder realizar 


(a) 


(6) 
Figura 3/8 


trabalho sobre um corpo de suporte enquanto retorna para 
seu plano de referéncia original mais baixo. No curso de um 
nivel em h = h, para um nivel mais elevado em h = hy, a 
variagée na energia potencial vem a ser 


AVg = mg hy — h,) = mgAh 


O trabalho correspondente realizado pela forca gravitacio- 
nal sobre a particula 6 —mgAh. Assim, o trabalho realizado 
pela forca gravitacional é o contrdrio da variacao na energia 
potencial. 

Quando grandes variacées de altitude no campo da Terra 
séio encontradas, Fig. 3/8, a forca gravitacional Gmmpr? = 
mgR?/r? nao é mais constante. O trabalho realizado contra 
essa forga para mudar a posigéo radial da particula de r, 
para ry é a variagéo (V,)2 ~ (V,), na energia potencial gravi- 
tacional, que é 


"% 
| mgR® dr = mgR? (2 os 
n r ry 


1) = (Vio - (V,), 
Tr 


Também é comum tomar (Vig = 0 quando r, = %, de modo 
que com esta posicéo de referéncia temos 


(3/19) 


No curso de r, até ra, a variacéo correspondente na energia 
potencial é 


sone (3 
que, mais uma vez, é 0 conirdrio do trabalho realizado pela 
forga gravitacional. Observamos que a energia potencial de 
uma dada particula depende somente da sua posicdo, h ou 
r, e nao da trajetéria em particular que seguiu para chegar 
nessa posicao. 


Energia Potencial Elastica 


O segundo exemplo de energia potencial ocorre na defor- 
magao de um corpo eldstico, tal como uma mola. O trabalho 
que é realizado sobre a mola para deformd-la é armazenado 
na mola e 6 denominado energia potencial eldstica V,. Esta 
energia 6 recuperavel sob a forma de trabalho realizado pela 
mola sobre o corpo preso a sua extremidade mével durante 
a liberag&o da deformacdo da mola. Para a mola unidimen- 
sional linear de rigidez k, que discutimos na Secéo 3/6 ¢ ilus- 
trada na Fig. 3/5, a forca suportada pela mola em qualquer 
deformag&o x, de tracao ou compressao, a partir de sua po- 
sigéo sem deformacéo 6 F = kx. Assim, definimos a energia 
potencial elastica da mola como o trabalho realizado sobre 
ela para deform4-la de uma quantidade x, e temos 


(3/20) 


Se a deformacdo, seja de tracfo ou compressdo, de uma 
mola aumenta a partir de x, até x, durante o movimento, 
entdo a variag&o na energia potencial da mola é o seu valor 
final menos o seu valor inicial ou 


AV, = phe? — 2,2) 
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que é positivo. Inversamente, se a deformacéo de uma mola 
diminui durante o intervalo de movimento, entéo a variagdo 
na energia potencial da mola torna-se negativa. O médulo 
dessas variagées é representado pela drea trapezoidal som- 
breada no diagrama F-x da Fig. 3/5a. 

Porque a forca exercida sobre a mola pelo corpo em mo- 
vimento é igual e oposta 4 forea F exercida pela mola so- 
bre o corpo, resulta que o trabalho realizado sobre a mola é 
o oposto do trabalho realizado sobre o corpo. Portanto, po- 
demos substituir o trabalho U realizado pela mola sobre o 
corpo por —AV,, o negativo da variacado de energia potencial 
para a mola, desde que a mola agora esteja incluida dentro 
do sistema. 


Equacao de Trabalho-Energia 


Com o membro eldstico incluido no sistema, modificamos 
agora a equacdo de trabalho-energia para levar em conside- 
rac4o os termos de energia potencial. Se U’;_, representa o 
trabalho de todas as forcas externas, além das forcas gra- 
vitacionais e forcas de molas, podemos escrever a Eq. 3/15 
como U’y_. + (—AV,) + (-AV,) = AT ou 


Ulg = AT +AV (3/21) 


onde AV é a variagdéo na energia potencial total, gravitacio- 
nal mais eldstica. 

Esta forma alternativa da equacao de trabalho-energia 6 
freqiientemente muito mais conveniente de usar do que a 
Eq. 3/15, uma vez que o trabalho tanto da forcga da gravida- 
de quanto de mola é considerado como focalizando a aten- 
¢&o sobre as posigées inicial e final da particula e sobre os 
comprimentos inicial e final da mola eldstica, A trajetéria 
seguida entre essas posicdes inicial e final nao tem nenhuma 
conseqiiéncia para a avaliagao de AV, e AV,. 

Note que a Eq, 3/21 pode ser reescrita na forma equiva- 
lente 


(3/21a) 


Para ajudar a esclarecer a diferenga entre a utilizagdo das 
Kgs. 3/15 e 3/21, a Fig. 3/9 mostra esquematicamente uma 
particula de massa mm restrita a se deslocar ao longo de uma 
determinada trajetéria sob a acdo das forcas F’, e Fp, da forga 
gravitacional P = mg, da forga da mola F, e da reagéio normal 
N. Na Fig. 3/96, a particula 6 isolada com seu diagrama de 
corpo livre. O trabalho realizado por cada uma das forgas F',, 
F,, P e forca da mola F = kx é avaliado, digamos, de A para B, 
e igualado com a variacgéo na energia cinética AT utilizando 
a Eq. 3/15. A reacao de restrigéo N, sendo normal & trajeté- 
ria, nado realizara trabalho. A abordagem alternativa é mos- 
trada na Fig. 3/9c, onde a mola esta incluida como uma parte 
do sistema isolado. O trabalho realizado durante o intervalo 
entre F, e F, 6 0 termo U’,_, da Eq. 3/21 com as variacdes 
nas energias elastica e potencial gravitacional incluidas no 
lado da energia na equagiio. 

Verificamos com a primeira abordagem que o trabalho 
realizado por F = kx pode exigir uma integracao um pouco 
mais complicada para levar em conta as variagdes no médulo 
e diregéo de F quando a particula se desloca de A para B. 
Com a segunda abordagem, porém, somente os comprimen- 


(a) 


Sistema 


1 psp. Vy = mgh 


i 


Fo F, 
F=kx 7 
P=mg oi é 
Uy, = AT Vz = 0 
Uy = AT + AV 
(0) (c) 
Figura 3/9 


tos inicial e final da mola séo necessdrios para avaliar AV,, 
Isso simplifica 0 cdlculo enormemente. 

Para problemas onde as tmicas forcas sdo gravitacional, 
eldstica, e forgas de restrigéio que nao realizam trabalho, o 
termo U’ da Eq. 3/21a é nulo, e a equagéo de energia torna-se 


T,+V,=T+V, ou E,=E, (3/22) 


onde E = T' + Véaenergia mecAnica total da particula e sua 
mola conectada. Quando £ é constante, vemos que as trans- 
feréncias entre energia cinética e potencial podem ocorrer 
enquanto a energia mecdnica total 7’ + V néo varia. A Eq. 
3/22 exprime a lei de conservacdo da energia dindmica. 


Campos de Forca Conservativos* 


Observamos que o trabalho realizado contra uma forga 
gravitacional ou uma forca eldstica depende apenas da va- 
riag&o liquida de posigao e nao da trajetéria particular segui- 
da para atingir a nova posicao. Forcas com esta caracteristi- 
ca estéo associadas com campos de forga conservativos, que 
possuem uma importante propriedade matematica. 

Considere um campo de forga onde a forca F é uma fun- 
c&o das coordenadas, Fig. 3/10. O trabalho realizado por F 
durante um deslocamento dr de seu ponto de aplicagéo é 
dU =F - dr. O trabalho total realizado ao longo de sua tra- 
jetoria de 1 até 26 


U=[R-dr = [dx + F, dy + F, dz) 


*Opeional. 


Figura 3/10 


A integral JF - dr 6 uma integral de linha que depende, em 
geral, na trajetéria particular seguida entre dois pontos 
quaisquer 1 e 2 no espaco. Se, no entanto, F - dr 6 uma dife- 
rencial exata* —dV de alguma funcdo escalar V das coorde- 
nadas, entio 


Vo 
Uys = if ~dV = -(V,-V)) 


(3/23) 
vy ; 


*Lembre que uma fungiio df = P dx + Q dy + R dz 6 uma diferencial exata 
nas coordenadas x-y-z se 

oP_9Q AP _ aR = 8Q_ aR 

ay ax dz OX dz oy 


Exemplo 3/16 


O cursor de 3 kg é liberado a partir do repouso na posicdo 1 e desliza com atrito 
desprezivel em um plano vertical ao longo da haste circular. A mola conectada possui 
uma rigidez de 350 N/m e tem um comprimento nao deformado de 0,6 m. Determine a 


velocidade do cursor quando este passa a posigéo 2. 
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que depende apenas dos pontos extremos do movimento e 
que é portanto independente da trajetéria seguida. O sinal 
negativo antes de dV é arbitrdrio, mas é escolhido para con- 
cordar com a desigriacaéo usual do sinal da variagao de ener- 
gia potencial no campo gravitacional da Terra. 

Se V existe, a variacdo diferencial em V resulta 


Vas Vy V 
WV = Gy ae + 5 dy + 5, de 


Comparando com —dV = F - dr = F, dx + F, dy + F, dz 
obtemos 


_av 


=W eceV 


i Ox y oy 4 oz 
A forca pode também ser escrita como o vetor 
F=-VV (8/24) 


onde o simbolo V representa o operador vetorial “nabla”, que 


e 


=4 2458 
Vaigtis +k 


& 
gle 


A quantidade V é conhecida como a funcdo potencial e a ex- 
presséo VV 6 conhecida como 0 gradiente da fungdo poten- 
cial. 

Quando as componentes de forca s&o derivaveis a partir 
de um potencial como descrito, a forga 6 chamada de conser- 
vativa, eo trabalho realizado por F entre dois pontos quais- 
quer é independente da trajetéria seguida. 


Solucae. O trabalho realizado pelo peso e pela forca da mola sobre o cursor sera tra- 
tado utilizando os métodos de energia potencial. A reagéo da haste sobre o cursor 6 
normal ao movimento e nao realiza trabalho. Assim, U’,_, = 0. Definimos que o plano 
de referéncia é no nivel da posigao 1, de modo de que as energias potenciais gravita- 


cionais sao 
V,=0 
Vz = —mgh = —3(9,81)(0,6) = —17,66 J 
As energias potenciais eldsticas (mola) inicial e final sao 
Vy = 3 hmy? = 5 (850)(0,6)? = 63 J 
Va = 3 httg? = 5 (850)(0,8,/2 ~ 0,6)? = 10,813 
A substituigéo na equagéo alternativa de trabalho-energia fornece 


(Pr + V,+Ulg=Te+ Vol 0 +6340= $Bv.? ~ 17,66 + 10,81 


UV, = 6,82 m/s 


Sugestao Util 


@ Note que se avalidssemos 0 trabalho realiza- 
do pela forga da mola agindo sobre o cursor 
por meio da integral [F - dr, esta exigiria 
um cdleulo trabalhoso para levar em conta 
as variagées no médulo da forca, junto com 
a variagaéo no angulo entre a forca e a tan- 
gente A trajetéria. Note ainda que v, depen- 
de apenas das condigées nas extremidades 
do movimento e ndo requer o conhecimento 
do formato da trajetéria. 


Resp. 


(OKC) 


130 Capitulo 3 


Exemplo 3/17 


O cursor de 10 kg se desloca com atrito desprezivel para cima da guia inclinada. A 
mola conectada tem uma rigidez de 60 N/m e é esticada em 0,6 m na posicéio A, onde 
o cursor 6 liberado a partir do repouso. A forga de 250 N é constante e a polia oferece 
resisténcia desprezivel ao movimento do fio. Calcule a velocidade v, do cursor quando 
este passa no ponto C. 


Solucdo. O cursor e 0 fio inextensivel juntamente com a mola conectada serdo analisa- 
dos como um sistema, que permite a utilizagao da Eq. 3/21a. A unica forca nao potencial 
realizando trabalho sobre este sistema é a tracgdo de 250 N aplicada ao fio. Enquanto o 
cursor se desloca de A para C, 0 ponto de aplicacéo da forca de 250 N se désloca de uma 
distancia AB — BC ou 1,5 ~ 0,9 = 0,6 m. 


Us.c = 250(0,6) = 150 0 


Definimos um plano de referéncia na posigéo A de modo que as energias potenciais 
gravitacionais inicial e final sao 


V,=0 Vo = mgh = 10(9,81)(1,2 sen 80°) = 58,95 
As energias potenciais elasticas inicial e final séo 
Va = ghag? = 


Vo = ghey? = 


4 (60)(0,6)? = 10,8 3 
460(0,6 + 1,2)" = 972d 
A substituigéo na equacio alternativa de trabalho-energia Eq. 3/210 fornece 
If, t+ Vat Une = Te + Vel 0+0+ 10,8 + 150 = 4 (10g? + 58,9 + 97,2 


Uo = 0,974 mis Resp. 


Exemplo 3/18 


O sistema apresentado é liberado a partir do repouso com a barra leve OA na posi- 
gao vertical indicada. A mola de tor¢fio em O esta sem deflexdio na posigdo inicial e exer- 
ce um momento restaurador de médulo k,@ sobre a barra, onde @ é a deflexéo angular 
da barra no sentido anti-hordrio. A corda S 6 presa ao ponto C da barra e desliza sem 


atrito através de um furo vertical na superficie de suporte. Para os valores m, = 2 kg, © 


my = kg, L = 0,5 m, e ky = 18 N-mv/rad: 
(a) Determine a velocidade v, da particula A quando 6 atinge 90°, 


(b) Represente graficamente v4, como uma fungiio de 0 para o intervalo 0 = 6 = 90°. 
Identifique o valor maximo de v, e o valor de @ em que esse maximo ocorre. 


Solucdo (a). Vamos comegar por estabelecer uma relagéo geral para a energia poten- 
cial associada com a deflexdo de uma mola de tor¢a&o. Recordando que a variagao de 
energia potencial é 0 trabalho realizado sobre a mola para deformé-la, escrevemos 


1 
v= [ eyoao = age? 
A 2 


Precisamos também estabelecer a relacdo entre vg e vg quando @ = 90°. Observando 
que a velocidade do ponto C é sempre v,/2, e, ainda, que a velocidade do cilindro B é a 
metade da velocidade do ponto C em 6 = 90°, concluimos que em @ = 90°, 


= fh 
Up = Gua 


Estabelecendo planos de referéncia nas alturas iniciais dos corpos A e B, e com o estado 
lem @ = 0 e0 estado 2 em 6 = 90°, escrevemos 


(T, + Vy + Ug = Te. + Val 


1 1 Ly2\ 4 
0+ 0+ 0= 5 imgug® + 5mpvp” — m,gL — mpo( 1?) + 1,,(z) 


Sugesties Uteis 


@ No hesite em utilizar subscritos adaptados 
ao problema em questao. Aqui utilizamos A 
eC em vez dele 2. 

@ As reacées das guias sobre 0 cursor so nor- 
mais a diregao do movimento e nao reali- 
zam trabalho. 


Sugestées Uteis 


@ Note que a massa B se deslocara para baixo 
da metade do comprimento da corda inicial- 
mente acima da superficie de suporte. Essa 
distancia para baixo.é 


2G) 


4 


Substituindo valores: 


= loys laf %4?_ 7 0,5V2) | tg =) 
0 5 Qua + h(a) 2(9,81)(0,5) 4esn( 4 +5 (13) 9 


Resolvendo, v4 = 0,794 mis 


(b). Deixamos nossa definigao do estado inicial 1 como esta, mas agora redefinimos o 
estado 2 para associd-lo com um valor arbitrario de @. A partir do diagrama em anexo 
construido para um valor arbitrario de 6, vemos que a velocidade do cilindro B pode ser 


escrita como 
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Resp. 


wis 


1) d Aran Id] ,L 90° - 6 
== =o Qh ! 
°B Ald @ | FAL qs ( 2 )I| c 7 i 
. (parte de cima — 
=r ( 8 \co5( 90° =.8)| = £4 apg { 20° — 9 do furo 
2 2 2 4 2 
Lory Tt 
: v o oe 
Finalmente, porque v, = LO, vg = “Ae (22 a) Lac TE 
4 2 i | } ae 
aa | 
(T, + V, + Uig = T+ Vel 7 eaten tee 
4 f 
2 g\]2 ‘g | 
0+0+0= prmgva? + ml “A o5(% 3 a)| ~—m,gl\l — cos @) = | 
2 a | ‘a 
~ mpal 2) Ev? — ok a=) Ly ge 
ma($)/ 2 2 3g sen ( 7) + id | | 
Apés a substituigdo das quantidades fornecidas, variamos @ para produzir o grdfico de °9 “i030 30740506070. BO 90 
vg contra 6. O valor maximo de v, é encontrado como sendo 6, graus 
(4)max = 1,400 m/s em 6 = 56,4° Resp. 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


3/147 A mola tem um comprimento nao esticado de 0,4 me uma ri- 
gidez de 200 N/m. O cursor de 3 kg e a mola conectada sao liberados 
a partir do repouso em A e se deslocam no plano vertical. Calcule a 
velocidade v do cursor quando este atinge B na auséncia de atrito. 
Resp. v = 1,587 m/s 


tu 


oe 


—— 0,6 m ial 


Problema 3/147 


3/148 As duas particulas de massas iguais estado ligadas por uma 
haste de massa desprezivel. Se estas sdo liberadas a partir do re- 
pouso na posig¢éo mostrada e deslizam sobre a guia lisa no plano 
vertical, calcule sua velocidade v quando A atinge a posicgdo de B e 
Besta em B’, 


® Os sinais de valo: 
de se saber que ug 


bsoluto refletem o fato 
ositivo. 


Problema 3/148 


3/149 O cursor de 1,2 kg é liberado a partir do repouso na posi¢do 
Ae desliza sem atrito ao longo da guia no plano vertical mostrada. 
Determine (a) a velocidade vg do cursor quando este passa a posigdo 
Be (b) a deflexdo maxima 6 da mola. 

Resp. (a) vg = 9,40 m/s, (b) § = 54,2 mm 


Problema 3/149 
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3/150 O cursor de 1,2 kg do sistema do Prob. 3/149 6 liberado a 
partir do repouso na posi¢éo A e desliza sem atrito ao longo da guia 
no plano vertical. Determine a forga normal exercida pela guia sobre 
o cursor (a) pouco antes que este passe o ponto C, (b) logo depois que 
este passa o ponto C e (c) pouco antes que este passe o ponto E. 


3/151 © aémbolo de 2 kg é liberado a partir do repouso na posic¢aéo 
mostrada onde a mola de rigidez k = 500 N/m foi comprimida para a 
metade do seu comprimento sem deformacao de 200 mm. Calcule a 
altura maxima A acima da posicao inicial alcangada pelo émbolo. 
Resp. h = 95,6 mm. 


Problema 3/153 


3/154 O sistema é liberado a partir do repouso com a mola inicial- 
150 mm mente esticada em 75 mm. Calcule a velocidade v do cilindro apés 
este ter caido 12 mm. A mola tem uma rigidez de 1050 N/m. Despre- 
ze a massa da pequena polia. 


100 mm 


Problema 3/151 

: k = 1050 N/m 
3/152 Um cursor com uma massa de 0,25 kg é liberado a partir 
do repouso em A e desliza para baixo e em torno do arame liso fixo. 
Determine a forcga N entre o arame e o cursor quando este passa 0 
ponto B. 


Problema 3/154 


3/155 A haste leve é articulada em O e carrega as particulas de 2 
e 4 kg. Se a haste é liberada a partir do repouso em @ = 60° e oscila 
no plano vertical, calcule (a) a velocidade v da particula de 2 kg 
imediatamente antes que esta atinja a mola na posigéo tracejada 
e (6) a compressfio maxima x da mola. Assuma que x 6 pequeno de 
modo que a posicéo da haste quando a mola 6 comprimida 6 essen- 
cialmente horizontal. 


Resp. (a) v = 1,162 m/s, (6) x = 12,07 mm 


Problema 3/152 


3/153 A mola de constante & esté sem deformagao quando o cursor 
de massa m passa a posicéo B. Se o cursor é liberado a partir do 
repouso na posicéio A, determine sua velocidade quando este passa 
| pelos pontos B e C. Qual é a forca normal exercida pela guia sobre o 

cursor na posigéo C? Despreze o atrito entre a massa e a guia circu- 
lar, que se situa em um plano vertical. 


} Resp. vg = /2gR + aR — 2,/2) 
ve = 4g +e — 22) 


N= |e + RE = ~2| 


Problema 3/155 


Problemas Representatives 


3/156 O cursor de 10 kg desliza sobre a haste vertical lisa e tem 
uma velocidade v, = 2 m/s na posigao A onde cada mola esta esti- 
cada de 0,1 m. Calcule a velocidade v, do cursor quando este passa 
o ponto B. 


Problema 3/156 


3/157 As duas rodas constituidas de aros e raios de massa despre- 
zivel giram em torno de seus respectivos centros e estado suficiente- 
mente pressionadas uma a outra de modo a evitar qualquer desliza- 
mento. As massas excéntricas de 1,5 kg e 1 kg estéo montadas sdbre 
as bordas das rodas. Se as rodas recebem um leve desvio do repouso 
na posigdo de equilibrio mostrada, calcule a velocidade angular 6 da 
maior das duas rodas quando esta tiver girado através de um quarto 
de volta e colocado as massas excéntricas nas posicdes tracejadas 
mostradas. Note que a velocidade angular da roda pequena é duas 
vezes aquela da roda grande. Despreze qualquer atrito no mancal 
da roda. 

Resp. 6 = 9,90 rad/s 


kK 400 mm > 200 mm ~ 


Problema 3/157 


3/158 No projeto de uma volta completa para uma atragdo de um 
parque de diversées, deseja-se manter a mesma aceleragéo centri- 
peta ao longo de toda a volta. Assuma uma perda desprezivel de 
energia durante o movimento e determine 0 raio de curvatura pda 
trajetéria como fungdo da altura y acima do ponto inferior A, onde a 
velocidade e 0 raio de curvatura so ug € pp, respectivamente. Para 
um dado valor de pp, qual 6 o valor minimo de vg para o qual o veiculo 
nao saird da pista na parte superior da volta? 
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Problema 3/158 


3/159 O mecanismo mostrado se situa no plano vertical e é libe- 
rado a partir do repouso na posigao em que 6 = 60°. Nesta posigao a 
mola nao esta esticada. Calcule a velocidade da esfera de 5 kg quan- 
do @ = 90°. A massa das conexdées é pequena e pode ser desprezada. 

Resp. v = 1,736 m/s 


Problema 3/159 


3/160 Os pequenos corpos A e B, cada um com massa m, esto li- 
gados e suportados pelas conexées articuladas de massa desprezivel. 
Se A é liberado a partir do repouso na posi¢do mostrada, caleule sua 
velocidade v, quando este cruza a linha central vertical, Despreze 
todo atrito. 


Problema 3/160 
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3/161 Quando o mecanismo 6 liberado a partir do repouso na po- 
si¢déo em que § = 60°, o carro de 4 kg cai e a esfera de 6 kg sobe. De- 
termine a velocidade v da esfera quando @ = 180°. Despreze a massa 
das conexées e trate a esfera como uma particula. 

Resp. v = 0,990 m/s 


6kg 


Problema 3/161 


3/162 As molas estdo sem deformacéo na posigéio indicada. Se o 
cursor de 6 kg 6 liberado a partir do repouso na posigéo em que 
a mola inferior 6 comprimida ‘de 125 mm, determine a compressa&o 
maxima xg da mola superior. 


250 

mm kp = 1750 N/m 
ee 

500 6kg 150mm 

i 

oo) a = 8400 Nim 


Problema 3/162 


3/163 Se o sistema é liberado a partir do repouso, determine as 
velocidades de ambas as massas apés B ter se deslocado em 1 m. 
Despreze o atrito e as massas das polias. 

Resp. vg = 0,616 m/s, vz = 0,924 m/s 


Problema 3/163 


3/164 O sistema é liberado a partir do repouso na posicdo indi- 
cada. O cilindro de 6 kg passa através do furo na cantoneira, mas o 
disco de 4: kg ndo. Determine a altura maxima / que o cilindro de 
8 kg sobe. Explique o que acontece com a energia cinética do disco. 
Despreze a massa do cabo e das pequenas polias. 


Problema 3/164 


3/165 Um satélite é colocado em uma orbita eliptica em torno da 
Terra e tem uma velocidade vp na posicéo do perigeu P. Determine 
a expresséo para a velocidade vu, na posigéo do apogeu A. Os raios 
para A e P sao, respectivamente, r4 e rp. Observe que a energia total 
permanece constante. 


Problema 3/165 


3/166 O cursor tem uma massa de 2'kg ¢ estd preso 4 mola leve, 
que tem uma rigidez de 30 N/m e um comprimento sem deformaciéo 
de 1,5 m. O cursor é liberado a partir do repouso em A e desliza para 
cima na barra lisa sob a agdo da forga constante de 50 N. Calcule a 
velocidade v do cursor quando este passa a posigiio B. 


Problema 3/166 
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3/167 Em sua viagem de retorno de uma missdo espacial, a nave 
espacial tem uma velocidade de 24 000 km/h no ponto A, que esta 
a 7000 km do centro da Terra. Determine a velocidade da nave es- 
pacial quando esta atinge o ponto B, que esté a 6500 km do centro 
da Terra. A trajetéria entre esses dois pontos esta fora do efeito da 
atmosfera da Terra. 

Resp. vg = 26 300 km/h 


Problema 3/167 


3/168 O cursor C de 2 kg com a mola conectada se desloca com 
atrito de A até B ao longo da haste fixa. Se o cursor tem uma velo- 
cidade de 3 m/s em A e uma velocidade de 5 m/s em B, determine 
a perda U; de energia devido ao atrito. A mola tem uma rigidez de 
30 N/m e um comprimento sem deformacao de 0,5 m. O plano x-y é 
horizontal. Determine também a forca de atrito média F durante o 
movimento de A para B. 


Problema 3/168 


3/169 © ponto fixo O é localizado em um dos dois focos da guia 
eliptica. A mola tem uma rigidez de 3 N/m e nao esta esticada quan- 
do o cursor estd em A. Se a velocidade vy é tal que a velocidade do 
cursor de 0,4 kg se aproxima de zero em C, determine sua velocidade 
no ponto B. A guia lisa esta localizada em um plano horizontal. (Se 
necessdrio, recorra as Eqs. 3/43 para geometria eliptica.) 

Resp. vz = 2,51 m/s 


+ 800 mm — 


Problema 3/169 


3/170 Uma nave espacial m esta se deslocando em diregao ao 
centro da Lua com uma velocidade de 3000 km/h a uma distancia 
da sua superficie igual ao raio R da Lua. Calcule a velocidade de 
impacto v com a superficie da Lua se a nave espacial nao for capaz 
de acionar seus retrofoguetes. Considere a Lua fixa no espaco, O 
raio R da Lua 6 1738 km, e a aceleracdo devida 4 gravidade na sua 
superficie é 1,62 m/s”. 


Problema 3/170 


3/171 Um atleta de salto com vara de 80 kg carregando uma vara 
uniforme de 4,9 m e 4,5 kg se aproxima do salto com uma velocidade 
v e ultrapassa por pouco o sarrafo colocado a uma altura de 5,5 m. 
Quando ele ultrapassa o sarrafo, sua velocidade e a da vara sio es- 
sencialmente nulas. Calcule o valor minimo possfvel de v necessdrio 
para ele realizar o salto. Tanto a vara horizontal quanto o centro de 
gravidade do saltador estado a 1,1 m acima do nivel do solo durante 
a aproximagao. 

Resp. v = 32,8 km/h 


Lim 
1 


Problema 3/171 
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3/172 Quando o émbolo de 5 kg é liberado a partir do repouso em 
sua guia vertical com @ = 0, cada mola de rigidez k = 3,5 kN/m 
esta sem compressdo. As conexées sfo livres para deslizar através de 
seus cursores articulados e comprimir suas molas. Calcule a veloci- 
dade v do émbolo quando a posi¢ao 6 = 30° é ultrapassada. 


{ 
j-150 mm—-+<—150 mm ->} 
Problema 3/172 


3/173 Os carros de uma atracao de parque de diversdes tém uma 
velocidade v, = 90 km/h na parte mais baixa do trilho. Determine 
sua velocidade v, na parte mais alta do trilho. Despreze as perdas 
de energia devidas ao atrito. (Cuidado: Analise cuidadosamente a 
variacio de energia potencial do conjunto de carros.) : 
Resp. vg = 35,1 km/h 


Problema 3/173 


3/174 Um satélite artificial que se desloca em uma 6rbita eliptica 
tem uma velocidade de 25 000 km/h a uma altitude de 2200 km no 
ponto A. Determine sua velocidade vg no ponto B onde a altitude 6 
2500 km. Considere a Terra como uma esfera de raio R = 6371 km 
e use g = 9,825 m/s* para a aceleracéo da gravidade na superficie 
da Terra. 


3/175 O cursor de 0,6 kg é liberado a partir do repouso em A e 
desliza para baixo na guia parabdlica lisa (que esta localizada em 
um plano vertical) sob a influéncia do seu préprio peso e da mola de 
constante 120 N/m. Determine a velocidade do cursor quando este 
passa 0 ponto B e a forca normal correspondente exercida pela guia 
sobre este. O comprimento sem deformacao da mola é de 200 mm. 
Resp. v, = 5,92 m/s, N = 84,1 N 


0,5 m 0,5 m 


120 N/m 


‘~Parabdlica 


Problema 3/175 


3/176 Um equipamento de massa m esta preso em A por duas mo- 
Jas cada uma com rigidez k e comprimento sem deformagio 6. O 
equipamento é liberado a partir do repouso neste ponto e cai a uma 
pequena distancia. A deflexéo y em qualquer instante de tempo 6 
muito pequena quando comparada com 6, de modo que o alongamen- 
to da mola é muito proximamente dado por x = y.sen @ onde @ = cos 
(c/b), Determine a velocidade ¥ do equipamento como uma fungao de 
y e encontre a deflexaio maxima y,,;, do equipamento. 


Problema 3/176 


3/177 Calcule a velocidade maxima do cursor B se o sistema 6 
liberado a partir do repouso com x = y. O movimento é no plano — 
vertical. Assuma que o atrito é desprezivel. Os cursores possuem 
massas iguais. 

Resp. (0g) max = 0,962 m/s 


Problema 3/177 


3/178 “Bombeando” enquanto balanga, 0 menino aumenta a am- 
plitude de oscilacaio de 4 para 6, pela variacéo abrupta da posi¢do 
de sentado para a de deitado de costas no inicio de cada oscilagdo 
para frente e invertendo as posi¢ées no inicio de cada oscilagdo para 
tras. Considere 0 menino como uma particula em cada uma das duas 
configuragées onde a trajetéria do seu centro de massa 6 mostrada 
pela linha tracejada. Qualquer perda de energia mecAnica (T + V,) 
entre G, ¢ G, pode ser considerada como sendo desprezivel. Expres- 
se #, em termos de 0, R, eh. 


Problema 3/178 


%3/179 A corrente inicia do repouso com um numero suficiente de 
elos pendurados sobre a borda para apenas comegar 0 movimento 
superando 0 atrito entre o restante da corrente e a superficie de 
apoio horizontal. Determine a velocidade v da corrente quando o tl- 
timo elo passa a borda. 0 coeficiente de atrito dindmico é 1,. Despre- 
ze qualquer atrito na borda. 


Problema 3/179 


3/180 Acorrente de comprimento L é liberada a partir do repou- 
so sobre o plano inclinado liso com x = 0. Determine a velocidade v 


dos elos em termos de x. 
Resp. v = ,/2gx[sen @ + —(1 —sen 6)] 


Problema 3/180 
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3/181 0 funicular é constitufdo por duas cabines de passageiros, 
cada uma com massa m, uma em cada extremidade do cabo de com- 
primento total L e massa p por unidade de comprimento. O sistema 
é operade pela aplicacdo de um torque M ao tambor de raio r no topo 
da via férrea. Varias voltas do cabo em torno do tambor evitam 0 es- 
corregamento, ¢ o comprimento do cabo em torno do tambor pode ser 
desprezado em comparacao com L. Se as cabines partem do repouso 
em x = 0 com M constante, desenvolva uma expressdo para a veloci- 
dade uv de cada cabine para um determinado valor de x. Despreze a 
massa do tambor e todo atrito. 


=f 2 _ [Mx _ s 
Resp.o= 2 | pgx(L — x)sen @ 


r 


Problema 3/181 


b3/182 As duas particulas de massa m e 2m, respectivamente, 

estéo conectadas por uma haste rigida de massa desprezivel ¢ des- 

lizam com atrito desprezivel em uma trajetéria circular de raio r no 

interior do anel circular vertical. Se a unidade é liberada a partir do 

repouso em @ = 0, determine (a) a velocidade v das particulas quan- 

do a haste passa a posicao horizontal, (b) a velocidade maxima Ujpix 
das particulas, e (c) o valor maximo de @. 

Resp. (a) vgs = 0,865 gr 

(6) Umax = 0,908 gr 

(C) Omnae = 126,9° 


Problema 3/182 


: 
i 
| 
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SECAO C. IMPULSO E QUANTIDADE DE MOVIMENTO 


3/8 Intropucdéo 


Nas. duas secdes anteriores, concentramos a atengéo so- 
bre as equacdes de trabalho e energia, que s&o obtidas por 
meio da integragéio da equacéo do movimento F = ma com 
respeito ao deslocamento da particula. Constatamos que as 
variagoes de velocidade poderiam ser expressas diretamente 
em termos do trabalho realizado ou em termos das varia- 
cdes globais de energia. Nas préximas duas segées, iremos 
integrar a equagéo do movimento em relagdo ao tempo em 
vez de ao deslocamento. Essa abordagem conduz 4s equa- 
cdes de impulso e quantidade de movimento. Essas equagées 
facilitam enormemente a solucaéo de muitos problemas nos 
quais as forcas aplicadas agem durante periodos de tempo 
extremamente curtos (como em problemas de impacto) ou 
durante intervalos de tempo especificados. 


3/9 Imputso LincAR E QUANTIDADE DE 
Movimento Linear 


Considere novamente o movimento curvilineo geral no 
espago de uma particula de massa m, Fig. 3/11, onde a par- 
ticula é localizada pelo seu vetor posigéo r medido a partir 
de uma origem fixa O. A velocidade da particula 6 v = te 6 
tangente a sua trajetéria (apresentada em linha tracejada). 
A resultante 2F de todas as forgas sobre m 6 na diregéio da 
sua aceleragéo V. Podemos agora escrever a equagao basica 
do movimento para a particula, Eq. 3/3, como 


(3/25) 


sage 
LF = mv ao) ou 


onde o produto da massa-e da velocidade 6 definido como 
a quantidade de movimento linear G = mv da particula. A 
Eq. 3/25 estabelece que a resultante de todas as forcas agin- 
do sobre uma particula é igual & taxa de variagdo no tempo 
da sua quantidade de movimento linear. No SI as unidades 
para quantidade de movimento linear mv sdo kg - m/s, o que 
também equivale a N - s. 

Porque a Eq, 3/25 6 uma equacao vetorial, reconhecemos 
que, além da igualdade entre os médulos de LF e G, a diregaio 
da forca resultante coincide com a direcéo da taxa de varia- 


Wy 4 


‘ Trajetéria 


cao da quantidade de movimento linear, que é a direc&o da 
taxa de variacgdo na velocidade. A Eq. 3/25 é uma das mais 
Uiteis e importantes relacées em dindmica, e é valida enquan- 
toa massa m da particula ndo esté variando com o tempo. O 
caso onde m varia com o tempo é discutido na Segéo 4/7 do 
Capitulo 4. 

Agora escrevemos as trés componentes escalares da 
Eq. 3/25 como 


IF,=G, %F,=G, =IF,=G, (3/26) 


Estas equacées podem ser aplicadas independentemente 
umas das outras. 


0 Principio do Impulso-Quantidade de Movimento Linear 


Tudo o que fizemos até agora nesta secao foi reescrever a 
segunda lei de Newton de uma forma alternativa em termos 
de quantidade de movimento. Mas agora somos capazes de 
descrever o efeito da forca resultante =F sobre a quantidade 
de movimento linear da particula durante um periodo fini- 
to de tempo simplesmente pela integrac&o da Eq. 3/25 com 
respeito ao tempo ¢. Multiplicando a equagao por dt se obtém 
F dt = dG, que integramos desde o tempo ¢, até o tempo ty 
para obter 

ft, 


“SF dt = G@—G,- AG (3/27) 


ty 
Aqui a quantidade de movimento linear no instante de tem- 
po ty 6 Gy = mvy ¢ a quantidade de movimento linear no ins- 
tante de tempo t, 6 G, = mv,. O produto da forga e do tempo 
é definido como 0 impulso linear da forca, e a Eq, 3/27 deter- 
mina que o impulso linear total sobre m é igual & variacdo 
correspondente na quantidade de movimento linear de m. 
Alternativamente, podemos escrever a Eq, 3/27 como 


(3/2%a) 


que afirma que a quantidade de movimento linear inicial do 
corpo adicionada ao impuiso linear aplicado a ele é igual a 
sua quantidade de movimento linear final. 

A integral do impulso 6 um vetor que, em geral, pode im- 
plicar variagdes tanto no médulo quanto na diregéo durante 
o intervalo de tempo. Sob estas condigées, seré necessdrio 
expressar {F e G na forma por componentes e, em seguida, 
combinar as componentes integradas. As componentes da 
Ig. 3/27a sao as equacées escalares 

a, 


2 
m(v,), + | 2F, dt = mlv,), 
4 


ty 
mvy)y + I EF, dt = mp), (3/276) 


te 
m(v,), + if EE, dt = mv»), 
th 


Essas trés equagées escalares de impulso-quantidade de mo- 
vimento séo completamente independentes. 
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Considerando que a Eq. 3/27 enfatiza claramente que o 
impulso linear externo provoca uma variagao na quantidade 
de movimento linear, a ordem dos termos nas Eqs. 3/27a e 
3/276 corresponde a seqiiéncia natural dos eventos. Embo- 
ra a forma da Eq. 3/27 possa ser melhor para 0 dinamicista 
experiente, a forma das Eqs. 3/27a e 3/276 é muito util para 
o iniciante. 

Introduziremos agora o conceitoe do diagrama de impul- 
so-quantidade de movimento. Uma vez que o corpo a ser 
analisado tenha sido claramente identificado e isolado, fa- 
zemos trés desenhos do corpo como mostrado na Fig. 3/12. 
No primeiro desenho, indicamos a quantidade de movimento 
inicial mv,, ou as suas componentes. No segundo desenho ou 
intermedidrio, indicamos todos os impulsos lineares exter- 
nos (ou suas componentes). No desenho final, indicamos a 
quantidade de movimento linear final mv, (ou suas compo- 
nentes). A descrigéo das equagées de impulso-quantidade de 
movimento 8/27b segue entao diretamente desses desenhos, 
com uma clara correspondéncia elemento a elemento entre 
os diagramas e os termos da equagao. 

Observamos que 0 diagrama central é muito parecido com 
um diagrama de corpo livre, com a excecfo de que apare- 
cem os impulsos das forgas e nao as préprias forgas. Tal como 
acontece com o diagrama de corpo livre, é necessdrio in¢luir 
os efeitos de todas as forgas que atuam sobre 0 corpo, exceto 
aquelas forcas cujos médulos sao despreziveis. 

Em alguns casos, certas forgas sao muito grandes e de 
curta duracdo. Essas forcas sao denominadas forcas impul- 
sivas. Um exemplo é uma forca de impacto acentuado. Fre- 
qientemente assumimos que forgas impulsivas sao constan- 
tes durante o seu tempo de duracgdo, de modo que podem ser 
colocadas de fora da integral de impulso linear. Além disso, 
assumimos freqiientemente que forgas ndo impulsivas po- 
dem ser desprezadas em comparacao com forgas impulsivas. 
Um exemplo de uma forga nao impulsiva é 0 peso de uma 
bola de beisebol durante a sua coliséo com um bastao — o 
peso da bola (cerca de 1,425 N) é pequeno em comparagao 
com a forca (que pode ser de varios milhares de newtons em 
médulo) exercida sobre a bola pelo bastao. 

Ha casos em que uma forga agindo sobre uma particula 
varia com o tempo em uma forma determinada por medidas 
experimentais ou por outros meios aproximados. Neste caso 
uma integragao grdfica ou numérica deve ser realizada. Se, 
por exemplo, uma forca F agindo sobre uma particula em 
uma determinada direcéo varia com 9 tempo ¢ tal como in- 


dicado na Fig. 3/13, enta&o o impulso, i "Fat, dessa forga des- 
de ¢, até t. 6 a drea sombreada sob a curva. 


Conservacao da Quantidade de Movimento Linear 


Se a forga resultante sobre uma particula é zero durante 
um intervalo de tempo, vemos que a Eq. 3/25 exige que sua 


Gp = mve 


iy 


Figura 3/12 


Forca, F 


4 by 
Tempo, t 


Figura 3/13 


quantidade de movimento linear G permanega constante. 
Neste caso, diz-se que a quantidade de movimento linear da 
particula é conservada. A quantidade de movimento linear 
pode ser conservada em uma direcdo coordenada, tal como 
x, mas n&o necessariamente na diregio y ou z. Uma andali- 
se cuidadosa do diagrama de impulso-quantidade de movi- 
mento da particula revelara se o impulso linear total sobre 
a particula em uma determinada direcéo é zero. Caso seja, a 
quantidade de movimento linear correspondente se mantém 
inalterada (conservada) naquela diregao. 

Considere agora o movimento de duas particulas a e b 
que interagem durante um intervalo de tempo. Se as for- 
cas de interagéo F e —F entre elas sao as tinicas forgas nado 
equilibradas agindo sobre as partfculas durante o intervalo, 
segue-se que 0 impulso linear sobre a particula a é 0 oposto 
do impulso linear sobre particula 6. Portanto, a partir da Eq. 
8/27, a variacéo na quantidade de movimento linear AG, da 
particula a 6 0 oposto da variagao AG, na quantidade de mo- 
vimento linear da particula 6. Entao temos AG, = —AG, ou 
A(G, + G,) = 0. Assim, a quantidade de movimento linear 
total G = G, + G, para o sistema das duas particulas per- 
manece constante durante o intervalo, e escrevemos 


(8/28) 


A Eq. 3/28 expressa 0 principio da conservagdo da quantida- 
de de movimento linear. 
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A forsa de impacto exercida pela raquete so- 
bre esta bola de ténis geralmente seré muito 
maior do que o peso da bola de ténis. 


ty 
® (mtv), + A XP, dt = m(v,)q] 
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Examplo:3/13 


Uma tenista rebate a bola de ténis com sua raquete quande a bola esta no ponto 
mais alto de sua trajetéria como mostrado. A velocidade horizontal da bola pouco antes 
do impacto com a raquete 6 v; = 15 m/s e logo depois do impacto sua velocidade é v, = 
21 m/s direcionada no angulo de 15° como mostrado. Se a bola de 60 g esta em contato 
com a raquete por 0,02 s, determine o médulo da forca média R exercida pela raquete 
sobre a bola. Determine também o Angule £ feito por R com a horizontal, 


Solucdo. Construimos os diagramas de impulso-quantidade de movimento para a bola 


como se segue: 
by 
f[ mg dt 
t 


—-e 


MUy 


i 
ey 
+ 
i] 


x 
1 4 
R,dt 


—0,060(15) + R,,(0,02) = 0,060(21 cos 15°) 


ty 
(my), + [ LF, dt = mv, )g] 


0,060(0) + R,(0,02) ~ (0,060)(9,81) = 0,060(21 sen 15°) 
Podemos agora resolver para as forgas de impacto como 
R, = 105,9N. 
R, = 16,89 N 


Observamos que a forga de impacto R, = 16,89 N é consideravelmente maior do que 
o peso da bola 0,060(9,81) = 0,589 N. Deste modo, o peso mg, uma forca nao impulsiva, 
poderia ter sido desprezado como sendo pequeno em comparacéio com R,, Se tivéssemos 
desprezado o peso, o valor calculado de R, seria 16,31 N. 

Determinamos agora o médulo e diregao de R como 


= VRE + R3 = /105,97 + 16,897 = 107,2 N Resp. 


-1 16,89 


105,5 = 9,07° Resp. 


B setetetan 
R 


Sugestées Uteis 


@ Lembre-se de que para os diagramas de 
impulso-quantidade de movimento, a quan- 
tidade de movimento linear inicial esta no 
primeiro diagrama, todos os impulsos linea- 
res externos estéo no segundo diagrama,ea 
quantidade de movimento linear final esta 
no terceiro diagrama. 


@ Para o impulso linear i R,, dt, a forga de 


impacto média R, 6uma constante, de modo 
que esta pode ser, colocada fora da integral, 


resultando em i dt = R(t, ~ ty) = R,At. 


O impulso linear 1 na direc&o y foi tratado de 
forma semelhante. 


Exemplo 3/20 


Uma particula de 0,2 kg se desloca no plano vertical y-z (z para cima, y horizontal) 
sob a agéo de seu peso e de uma forca F que varia com o tempo. A quantidade de movi- 
mento linear da particula em newton-segundos é dada pela expressaio G = 5, (+ 3 - 
Xe - 4)k, onde ¢ é 0 tempo em segundos. Determine F e seu médulo para o instante de 
tempo em que é= 2s. 


Sofugao. O peso expresso como um vetor 6 —0,2(9,81)k N. Desta forma, a equagdo de 
forca-quantidade de movimento 6 


pF=G) F-020,8)k = ¢ Be + 3-2 - 4k 


= 34j — 2k 
Para t= 2s, F = 0,29,81)k + 3(2)j — 2(2%)k = 6] — 6,04 N Resp. 
Entao, F= J6? + 6,04? = 8,51 N Resp. 


z 
F 
Para cima] 
~0,2(9,81)k N 
wy 
Sugestao Util 


@ Nao se esqueca de que XF inclui todas as 
forgas externas agindo sobre a particula, in- 
cluindo o peso. 


Exemplo 3/21 


Uma particula com uma massa de 0,5 kg tem uma velocidade de 10 m/s na direcdo 
x no instante de tempo t = 0. As forcas F, e F, agem sobre a particula, e seus médulos 
variam com o tempo de acordo com 0 esquema grafico mostrado. Determine a velocida- 
de v, da particula no final do intervalo de 3 s. O movimento ocorre no plano horizontal 
xy. 


Sofugao. Inicialmente, construimos os diagramas de impulso-quantidade de movimen- 
to como indicado 


mv), 


& my), 
Fydt 
t 


O _ + O SU), 
mV), = 
0,5 (10) kg-m/s 4 
Fydt 
t 


n 


Entao as equagées de impulso-quantidade de movimento se seguem como 


ty 
(m(v,), + if EF, dt = m(vy),] 0,5(10) — [4(1) + 2(8 ~ 1)] = 0,59), 
by ” 
(v9), = —6 m/s 
ty 
(my), + | IF, dt = m(vq),] 0,5(0) + [1{2) + 2(3 — 2)] = 0,59), 
t 
(vg)y = 8 m/s 
Deste modo, 


Vo = —6i + 8j m/s e Ug = J6? + 8? = 10 m/s 


18 


6, = tan7 =e" 126,9° Resp. 


Apesar de nao ter sido solicitada, a trajetéria da particula para os primeiros trés 
segundos é desenhada na figura. A velocidade em ¢ = 3 s é mostrada junto com suas 
componentes. 


Exemplo 3/22 


O elevador de mina carregado com 150 kg esta descendo o plano inclinado a 4 m/s 
quando uma forea P é aplicada ao cabo como indicado no instante de tempo t = 0. A 
forca P 6 aumentada uniformemente com o tempo até que atinja 600 N emt = 4s, apés 
este tempo permanece constante neste valor. Calcule (a) o tempo ¢’ no qual o vagonete 


inverte o seu sentido e (b) a velocidade u do vagonete em ¢ = 8 s. Trate 0 vagonete como 
uma particula. 


Solucdo. A variacao especificada para P com o tempo é representada graficamente, e os 
diagramas de impulso-quantidade de movimento do vagonete so desenhados. 


ox. 
: ve oe 
150(4) kg-m/s a. iss 


“So 


‘/150(9,81) de 10% 


a eer 


<a0° 
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prot 
bos, 
v= 10 mis. 


-6i m/s’ 


| 
| 
1 
I. eo 
t=3s°, 
| ye 


Sugestao Util 


@ O impulso em cada direg&o 6 a drea cor- 
respondente sob o grafico da forga contra o 
tempo. Note que F, é no sentido negativo da 

direg&o x, por isso seu impulso é negativo. 
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Parte (a). O vagonete inverte o sentido quando a sua velocidade se torna nula. Supo- 
nhamos que esta condic¢ao ocorre em t = 4 + Aé s. A equagéio do impulso-quantidade de 
movimento aplicada consistentemente na direcdo positiva de x fornece 


mv), + { 2, dt = mv), 
150(~4) + 4 (4)(2)(600) + 2(600)A¢ ~ 150(9.81) sen 80% + At) = 150(0) 


At=2A6s t=4+ 2,46 = 6,468 Resp. 


Parte (b). Aplicando a equacao do impulso-quantidade de movimento a todo o inter- 
valo de 8s resulta 


m(o,), + { BR, dt = m(vg)y 
150(—4) + } (4)(2)(600) + 4(2)(600) — 150(9,81) sen 80°(8) = 150(0,), 


(vg), = 4,76 m/s Resp. 


O mesmo resultado 6 obtido por meio da andélise do intervalo de ¢’ até 8 s. 


Sugestio Util 


@- O-diagrama de impulso-quantidade de mo- 
vimento nos impede de cometer. o erro’ de 
usar 0 impulso de P em vez de 2P ou de es- 
quecer o impulso da componente do peso. O 
primeiro termo do impulso linear é a érea 
triangular da relacdo P-t para os primeiros 
48, dobrada devido a forga de 2P. 


' 
| 
} 
‘ 


Exemplo 3/23 


Abala de 50 g que se desloca a 600 m/s atinge o bloco de 4 kg centralmente e fica alo- 
jada dentro deste. Se o bloco desliza sobre um plano horizontal liso com uma velocidade 
de 12 m/s na diregdo indicada antes do impacto, determine a velocidade v2 do bloco eda 
bala alojada imediatamente apdés o impacto. 7 


Sofugdo. Uma vez que a forga de impacto é interna ao sistema composto pelo bloco 
e pela bala e uma vez que nao existem outras forcas externas agindo sobre.o sistema 
no plano de movimento, segue-se que a quantidade de movimento linear do sistema é 
conservada. Deste modo, 


[G, = Gy] 0,050(600) + 4(12)(cos 80° + sen 30%) = (4 + 0,050)v, 
Vo = 10,261 + 13,33j m/s Resp 
A velocidade final e sua direc&o'sao dadas por 


fv = vo? + v7] v_ = (10,26)? + (18,33)? = 16,88 m/s Resp 


{tan 6 = v,/v,J tan 6 = 75 = 6 = 52,4° Resp 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutorios 


3/t83 O motor de foguete de uma nave espacial com 30 t se des- 
locando a uma velocidade de 24 000 km/h 6 acionado e produz um 
empuxo de 20 kN na diregiio de sua trajetéria circular durante um 
periodo de 3 min. Determine a nova velocidade da nave espacial. A 
perda de massa devida ao combustivel queimado é desprezivelmen- 
te pequena. 

Resp. v = 24 400 km/h 


3/184 O avido de caga tem uma massa de 6450 kg e precisa de 
10 segundos a partir do repouso para atingir a sua velocidade de 


16,83 m/s 


A = §2,4° 


oo Ne bee 


Sugestio Util ae 
| ® Trabalhar com a forma vetorial do principio 
ieee onservacéo da quantidade de movimen- 
to linear 6 evidentemente equivalente a tra- 
alhar com a forma émcomporiéntes.’ 


Problema 3/184 


decolagem de 250 km/h sob o empuxo constante do jate T = 48 KN. 
Calcule a média no tempo # das resisténcias combinadas do ar e do 
solo durante a decolagem. 


3/185 Os dois motores de manobra orbital do énibus espacial de- 
senvolvem 26 KN de empuxo cada um. Se 0 énibus espacial esta via- 
jando em érbita a uma velocidade de 28 000 km/h, quante tempo 
levaria para alcangar ‘uma velocidade de 28 100 ki/h apés os dois 
motores serem acionados? A massa do énibus espacial é de 90 t. 
Resp. t = 48,18 


3/186 A velocidade de uma particula de 1,2 kg é dada por v = 
1,5¢°i + (2,4 — 3¢7)j + 5k, onde v 6 expresso em metros por segundo 
eo tempo ¢ é expresso em segundos. Determine a quantidade de mo- 
vimento linear G da particula, o seu médulo G, e a forca resultante R 
que age sobre a particula quando ¢ = 2s. 


3/187 Um projétil de 75 g viajando a 600 m/s atinge e se incorpora 
ao bloco de 50 kg, que esta inicialmente parado. Calcule a energia 
perdida durante o impacto. Expresse sua resposta como um valor 
absoluto |A| e como uma percentagem n da energia original do 
sistema E. 

Resp, |AE| = 13 480 J, n = 99,9% 


75 & 600 mi 
~ 


Problema 3/187 


3/188 Uma bala de 60 g é disparada horizontalmente com uma 
velocidade v, = 600 m/s contra o bloco de 3 kg de madeira macia ini- 
cialmente em repouso sobre a superficie horizontal. A bala emerge 
do bloco com a velocidade vs = 400 m/s, e se observa que o bloco des- 
liza uma distancia de 2,70 m antes de parar. Determine 0 coeficiente 
de atrito dindmico j, entre o bloco e a superficie de apoio. 


400 m/s 8 kg 
=<— 


Problema 3/188 


3/189 O vagiio de carga A com uma massa total de 80 t esta se 
deslocando ao longo do tritho horizontal em um patio de manobras a 
3 ku/h. O vagao de carga B com uma massa total de 60 t e se deslo- 
cando a 5 km/h alcanga o vagio A e se acopla a ele. Determine (a) a 
velocidade v comum aos dois vagdes enquanto eles se movem juntos 
depois de serem acoplados ¢ (b) a perda de energia | AE | devida ao 
impacto. 

Resp. (a) v = 8,86 km/h, (b) |AE| = 5290 5 


3 ki/h 
ee 


Problema 3/189 


3/190 Um menino de 45 kg corre e salta sobre seu trend de 10 kg 
com uma velocidade horizontal de 4,6 m/s. Se o trené e o menino 
deslizam 25 metros sobre a neve nivelada antes de atingir o repouso, 
caleule o coeficiente de atrito dinamico , entre a neve e as laminas 
do trend. 


| 25 m 


a7 


Problema 3/190 
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3/191 Um vagio ferrovidrio de massa m e velocidade inicial v co- 
lide e se acopla com os dois vagées idénticos. Calcule a velocidade 
final v’ do grupo de trés vagies e a fragdo n de perda de energia 
se (a) a distancia de separagéio inicial d = 0 (isto é, os dois vagies 
estacionados estado inicialmente acoplados sem folga no engate) e (6) 
a distancia d + 0 de modo que 0s vagies estio desacoplados e ligeira- 
mente separados. Despreze a resisténcia ao rolamento. 


yaU yn ad 
Resp. (a) e (6) u Hptas 


etdfe 


Problema 3/191 


3/192 A géndola de inspeca&o para um cabo suspenso esta sendo 
puxada para cima no cabo inclinado & velocidade de 4 m/s. Se 0 cabo 
de controle em A de repente se rompe, calcule o tempo ¢ apds a rup- 
tura ocorrer para a gondola atingir uma velocidade de 8 m/s para 
baixo no cabo inclinado. Despreze o atrito e trate a géndola como 
uma particula. 


Problema 3/192 


3/193 O médulo de aterrissagem lunar de 200 kg esté descendo 
na superficie da Lua com uma velocidade de 6 m/s quando seu re- 
tromotor é acionado. Se o motor produz um empuxo T por 4 s que 
varia com o tempo como mostrado e em seguida desliga, caleule a 
velocidade do médulo de aterrissagem quando t = 5 s, supondo que 
ele ainda nao aterrissou. A aceleragdo gravitacional na superficie da 
Lua € 1,62 m/s’. 

Resp. v = 2,10 m/s 


TN 
800 - --— 
t | 
t i} 
| i 
| | 
0 4 
0 2 4 
a8 


Problema 3/193 
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3/194 Os terceiro e quarto estdgios de um foguete esto se deslo- 
cando sem propulsao no espago com uma velocidade de 18 000 km/h 
quando uma pequena carga explosiva entre os estAgios os separa. 
Imediatamente apés a separagdo o quarto estagio aumentou sua ve- 
locidade para v, = 18 060 km/h. Qual é a velocidade correspondente 
vg do terceiro estagio? Na separagao o terceiro e quarto estagio tém 
massas de 400 e 200 kg, respectivamente. 


Quarto estagio 


Terceiro estagio 


Problema 3/194 


3/195 O bloco de 9 kg esta se deslocando para a direita com uma 
velocidade de 0,6 m/s sobre uma superficie horizontal quando uma 
forga P é aplicada a ele no instante de tempo ¢ = 0. Calcule a velo- 
cidade v do bloco quando ¢ = 0,4 s. O coeficiente de atrito dinamico 
6m, = 0,3. 

Resp. v = 1,823 m/s 


PN U = 0,6 m/s 


Problema 3/195 


3/196 O corpo em forma de projétil com massa m tem uma anilha 
com massa m/5 colocada sobre seu diametro escalonado. Conforme 
0 conjunto passa descendo por uma abertura com velocidade v, a 
anilha atinge a superficie firme e é deixada para tras. Se o tempo de 
duracao do impacto é At, determine a forga total R exercida sobre a 
anilha pela superficie e a perda percentual n de energia cinética do 
sistema, 


Problema 3/196 


3/197 O piloto de um avido de 40 t que esta originalmente voando 
horizontalmente a uma velocidade de 650 km/h corta toda a potén- 
cia do motor e entra em uma trajetéria de 5° de véo planado como 
mostrado. Apés 120 segundos a velocidade em relagéo ao ar é de 
600 km/h, Calcule a média no tempo da forca de arrasto A (resistén- 
cia do ar para o movimento ao longo da trajetéria de véo). 

Resp. A = 38,8 kN 


Problema 3/197 


Problemas Representativos 


3/198 O projétil de 140 g é disparado com uma velocidade de 600 m/s 
e carrega trés anilhas, cada uma com uma massa de 100 g. Encontre a 
velocidade comum v do projétil e das anilhas. Determine também a 
perda |AH| de energia durante a interagao. 


600 m/s 


Problema 3/198 


3/199 O superpetroleiro tem um deslocamento (massa) total de 
150(10*) toneladas métricas (uma tonelada métrica é igual a 1000 kg) 
e est parado na 4gua quando o rebocador comega a puxar, Se uma 
tragao constante de 200 kN é desenvolvida no cabo do rebocador, cal- 
cule o tempo necessdrio para levar o navio-tanque a uma velocidade 
de 1 né a partir do repouso. Nessa baixa velocidade, a resisténcia 
do casco ao movimento através da dgua 6 muito pequena e pode ser 
desprezada. (1 né = 1,852 km/h) 

Resp. t = 6,84 min 


i 
} 
| 
i 
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Problema 3/199 


3/200 Um sistema de evacuagéo de emergéncia para astronautas 
na torre de lancamento consiste em um longo cabo de deslizamento, 
abaixo do qual a gaiola de salvamento se desloca para uma distancia 
segura da torre. A gaiola, juntamente com os seus dois ocupantes, 
tem uma massa de 320 kg e se aproxima da rede horizontalmente 
a uma velocidade de 28 m/s. A rede esta apoiada no cabo por uma 
corda separada e esté presa a 20 m de corrente pesada com uma 
massa de 18 kg/m. O coeficiente de atrito dindmico entre a corrente e 
o chao é 0,70. Determine a velocidade inicial v da corrente quando a 
gaiola se engatar na rede, e determine o tempo t para a gaiola parar 
aps o engate. Assuma que todos os elos da corrente permanecem em 
contato com 0 chao. 


ss 
Apartir “> 
da torre de 
lancamento 


= 
Sa 


Problema 3/200 


3/201 O énibus espacial lanca um satélite de 800 kg ejetando-o 
a partir do compartimento de carga como mostrado. O mecanismo 
de ejecdo 6 ativado e permanece em contato com 0 satélite por 4 s 
para fornecer uma velocidade de 0,3 m/s na diregao z em relagdo ao 
énibus espacial. A massa do énibus espacial é de 90 t. Determine a 
componente da velocidade v, do énibus espacial no sentido negativo 
da diregéo z resultante da ejegado. Encontre também a média no tem- 
po Finga da forga de ejecao. 

Resp. vp = 0,00264 m/s, Freq = 59,5 N 


Problema 3/201 


3/202 0 bloco de 10 kg esta se deslocando para a esquerda com 
uma velocidade de 1,2 m/s no instante de tempo ¢ = 0, quando a for- 
ga P é aplicada como mostrado no grafico. A forea continua no nivel 
de 10 N. Se 0 coeficiente de atrito dindmico é y,, = 0,2, determine o 
tempo é no qual o bloco para. 


vg = 1,2 m/s 


PLN 


20 


10}- 


4,8 


Problema 3/202 


3/203 O sistema hidrdulico dos freios para o caminhdo e o reboque 
sAo regulados para produzir forcas de frenagem iguais para as duas 
unidades. Se os freios sdo aplicados de maneira uniforme por 5 se- 
gundos para fazer o equipamento parar a partir de uma velocidade 
de 30 km/h ao longo da inclinagéo de 10%, determine a forga P no 
engate entre o reboque e o caminhao. A massa do caminhdo é de 10 t 
ea do reboque é de 7,5 t. 

Resp. P = 3,30 KN (tragéo) 


Problema 3/203 


3/204 Ocarro de massa m é submetido a forga F exponencialmen- 
te decrescente, que representa um carregamento de choque ou ex- 
plosivo. Se o carro esta parado no instante de tempo t = 0, determine 
sua velocidade v e deslocamento s como fungées do tempo. Qual é 0 
valor de v para valores elevados de ¢? 


Fo 


Forca F 


Fye7® 


Tempo t 
Problema 3/204 
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3/205 A particula de 2,4 kg se desloca no plano horizontal x-y e 
tem a velocidade mostrada no instante de tempo ¢ = 0. Se a forga 
F=2 + 3t/4 newtons, onde ¢ 6 o tempo em segundos, é aplicada a 
particula na direcdo y iniciando no instante de tempo t = 0, determi- 
ne a velocidade v da particula 4 segundos apés F ser aplicada e es- 
pecifique o angulo correspondente 6 medido no sentido anti-hordrio 
a partir do eixo x até a diregdo da velocidade. 

Resp. v = 8,06 m/s, 0 = 60,3° 


5 m/s 
Problema 3/205 


3/206 O martelo com 450 kg de um bate-estaca cai 1,4 m a partir 
do repouso e atinge o topo de uma estaca de 240 kg enterrada 0,9 m 
no solo. Apés o impacto observa-se o martelo se deslocar com a esta- 
ca sem ricochetear visivelmente. Determine a velocidade v da estaca 
e do martelo imediatamente apés o impacto. Vocé pode justificar o 
uso do principio da conservagaéo da quantidade de movimento embo- 
ra os pesos atuem durante o impacto? 


Problema 3/206 


3/207 O carro B esta inicialmente parado e é atingido pelo carro A 
que se desloca com velocidade inicial v, = 30 km/h, Os carros ficam 
presos e se deslocam juntos com velocidade v’ apés a colisio. Se o 
tempo de duragdo da colisdo é 0,1 s, determine (a) a velocidade final 
comum v’, (6) a aceleraciio média de cada carro durante a colisao, e 
(c) o médulo FR da forga média exercida por um carro sobre o outro 
durante o impacto. Todos os freios estéo soltes durante a colisio. 
Resp. (a) v’ = 20 km/h 
(b) a4 = ~27,8 m/s, ag = 55,6 m/s* 
(c) R=50 kN 


1800 kg 


900 kg 


Problema 3/207 


3/208 O carro B (1500 kg) viajando para oeste a 48 km/h colide 
com o carro A (1600 kg) viajando para o norte a 32 km/h conforme 
indicado. Se os dois carros ficam presos e se deslocam em conjunto 
como uma unidade depois do acidente, calcule 0 médulo v de sua 
velocidade comum imediatamente apés o impacto e o Angulo 6 feito 
pelo vetor velocidade com a diregiio norte. 


Problema 3/208 


3/209 O carrinho de 10 kg esta parado no instante de tempo ¢ = 
0 e posteriormente 6 submetido A forga senoidal F = 6 + 45 sen 
6t, onde F e 6 sao expressos em newtons e o tempo ¢ 6 expresso em 
segundos, (a) Se b = 22 N, determine a velocidade v do carrinho em 
t = 1,5 s. (6) Determine o valor de } para o qual a velocidade do car- 
rinho serd zero apés 0 primeiro ciclo completo de aplicacio da forga. 
Despreze 0 atrito. 
Resp. (a) v = -0,299 m/s 
(6) b = 33,6 N 


Problema 3/209 


3/210 Uma espagonave de 1000 kg est4 viajando no espago pro- 
fundo com uma velocidade v, = 2000 m/s quando um meteoro de 
10 kg se deslocando com uma velocidade v,, de médulo 5000 m/s na 
direcdio mostrada colide e se prende a espagonave. Determine a velo- 
cidade final v do centro da massa G da espagonave. Calcule o Angulo 
Pentre v e a velocidade inicial v, da espaconave. 


ea 
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Problema 3/210 


3/211 O disco de héquei no gelo com uma massa de 0,20 kg tem 
uma velocidade de 12 m/s antes de ser atingido pelo taco de héquei. 
Apés o impacto o disco se desloca na nova diregéo mostrada com 
uma velocidade de 18 m/s. Se 0 taco esté em contato com 0 disco por 
0,04 s, calcule o médulo da fora média F exercida pelo taco sobre 
o disco durante o contato, e encontre o Angulo f feito por F com a 
diregio x. 

Resp. F = 147,8 N, B = 12,02° 


Problema 3/211 


3/212 Uma nave espacial no espago profundo esta programada 
para aumentar sua velocidade por uma quantidade desejada Au 
através da combustéo de seu motor por um determinado tempo de 
duracéo t. Apés vinte e cinco por cento da combustéo, o motor re- 
pentinamente falha e posteriormente produz apenas metade de seu 
empuxo normal. Qual o percentual n de Av é aleangado se o motor do 
foguete 6 acionado pelo tempo programado t? Quanto tempo extra ¢’ 
o foguete precisaria operar a fim de compensar a falha? 


3/213 A bolinha de gude é projetada com uma velocidade de 3 m/s 
em uma direcéo a 15° a partir da direcao horizontal y sobre o plano 
inclinado liso. Calcule 0 médulo v de sua velocidade apés 2 segundos. 

Resp. v = 3,91 m/s 


Problema 3/213 


3/214 A forca P, que é aplicada ao bloco de 10 kg inicialmente em 
repouso, varia linearmente com o tempo conforme indicado. Se os 


a 


coeficientes de atrito estatico e dinamico entre o bloco e a superficie 
horizontal sao 0,6 e 0,4, respectivamente, determine a velocidade do 
bloco quando # = 4s. 


PLN 
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Problema 3/214 
3/215 Aesfera de 500 g esta se deslocando no plano horizontal x-y 


com uma velocidade de 3 m/s na diregéo mostrada e encontra um 
fluxo constante de ar na direcdo x. Se fluxo de ar exerce uma forga 
essencialmente constante de 0,9 N sobre a esfera na diregao x, deter- 
mine o tempo ¢ necessdrio para a esfera cruzar 0 eixo y novamente. 

Resp. t = 1,667 s 


* 


a 


— > 


~—se Fluxo de ar 


500g = 


Problema 3/215 


3/216 A bola de golfe com 45,9 g é batida pelo taco de ferro nimero 
cinco e adquire a velocidade mostrada em um perfodo de tempo de 
0,001 s. Determine o médulo R da forca média exercida pelo taco 
sobre a bola. Qual o médulo a da aceleragao que essa forga provoca, 
e qual é a distancia d ao longo da qual a velocidade de langamento é 
atingida, assumindo aceleragaéo constante? 


Problema 3/216 


{ 
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3/217 O bloco de 10 kg esta parado sobre a superficie horizontal 
quando a forca T é aplicada a ele por 7 segundos. A variagao de T 
com o tempo é apresentada. Calcule a velocidade maxima atingida 
pelo bloco e o intervalo de tempo total Az durante o qual o bloco 
esté em movimento. Os coeficientes de atrito estatico e dindmico sao 
ambos 0,50. 

Resp. Ups, = 5,19 m/s, At = 5,545 


100 -~—----— 
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Problema 3/217 


3/218 O péndulo balistico 6 um dispositivo simples para medir 
a velocidade v de um projétil pela observacéo do Angulo maximo 6 
para onde a caixa de areia com 0 projétil alojado oscila. Calcule o an- 
gulo 4 se o projétil de 60 g é disparado horizontalmente na caixa de 
areia suspensa de 20 kg com uma velocidade v = 600 m/s. Encontre 
também a percentagem de energia perdida durante o impacto. 


Problema 3/218 


3/219 Se a resisténcia R ao movimento de um trem de carga de 
massa total m aumenta com a velocidade de acordo com R = Ry + 
Ko, onde Ry é a resisténcia inicial a ser superada na partida do trem 
eK 6 uma constante, encontre o tempo ¢ necessdrio para 0 trem atin- 
gir uma velocidade v a partir do repouso em uma estrada de ferro 
horizontal sob a acdo de uma forga de trag&o constante F. 


F-R 
im 0 
Resp. t= 7M BTR, ~ Ku 


3/220 O tampao cilindrico A de massa m, é liberado a partir do 
repouso em B e desliza para baixo na guia circular lisa. O tampéio 
atinge o bloco C e se encaixa nele. Escreva a expressdo para a dis-. 
tancia s que o bloto e o tampao deslizam antes de atingir o repouso. 
O coeficiente de atrito dinamico entre o bloco e a superficie horizon- 
tal 6 py. 
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Problema 3/220 


3/221 A bola de beisebol esta se deslocando com uma velocidade 
horizontal de 185 km/h pouco antes do impacto com o bastao. Logo 
apés 0 impacto, a velocidade da bola de 146 g 6 de 210 km/h direcio- 
nada a 35° com a horizontal como mostrado. Determine as compo- 
nentes x e y da forca média R exercida pelo bastdo sobre a bola de 
beisebol durante os 0,005 s do impacto, Comente sobre o tratamento 
do peso da bola de beisebol (2) durante o impacto e (6) durante os 
primeiros segundos apés o impacto. 

Resp. R, = 2490 N, R, = 978 N 


Problema 3/221 


3/222 Uma jogadora de ténis rebate a bola de ténis com sua raque- 
te enquanto a bola ainda esta subindo. A velocidade da bola antes do 
impacto com a raquete 6 v, = 15 m/s e apés 0 impacto sua velocidade 
& Ug = 22 m/s, com as diregdes conforme indicadas na figura. Se a 
bola de 60 g esta em contato com a raquete por 0,05 s, determine o 
modulo da forga média R exercida pela raquete sobre a bola. Encon- 
tre o Angulo f feito por R com a horizontal. Comente sobre o trata- 
mento do peso da bola durante o impacto. 
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Problema 3/222 


— 


3/223 O menino de 40 kg deu um salto com velocidade a partir da 
superficie superior e caiu em seu esqueite de 5 kg com uma velocida- 
de de 5 m/s no plano da figura conforme mostrado. Se o seu impacto 
com o esqueite tem um tempo de duracao de 0,05 s, determine a 
velocidade final v ao longo da superficie horizontal e a forga normal 
total N exercida pela superficie sobre as rodas do esqueite durante 
o impacto. 

Resp. v = 3,85 m/s, N = 2,44 kN 


Problema 3/223 


3/224 O elevador de mina carregado tem uma massa de 3 t. O 
tambor de elevagdo produz uma tragao T no cabo de acordo com a 
programacao no tempo apresentada. Se o vagonete estd em repouso 
encostado em A quando o tambor é ativado, determine a velocidade v 
do vagonete quando t = 6 s. A perda por atrito pode ser desprezada. 


Problema 3/224 


3/10 Imputso ANGuiar — QuANTIDADE DE 
Movimento ANGULAR 
Cte ESE, 
Além das equagées de impulso linear e quantidade de 
movimento linear, existe um conjunto paralelo de equacdes 
para impulso angular e quantidade de movimento angular. 
Inicialmente, definimos o termo quantidade de movimento 
angular. A Fig. 3/14a mostra uma particula P de massa m se 
deslocando ao longo de uma curva no espago. A particula é 
localizada por seu vetor posigéo r em relagéo a uma origem 
conveniente O de coordenadas fixas x-y-z. A velocidade da 
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3/225 Uma nave espacial com uma massa de 260 kg esta se deslo- 
cando com uma velocidade u = 30 000 km/h na direciio fixa x afas- 
tada de qualquer corpo celeste que a possa atrair. A nave espacial é 
estabilizada por rotago e gira em torno do eixo z na taxa constante 
6 = 7/10 rad/s. Durante um quarto de uma rotagdo de @ = 0 até 
@ = 1/2, 6 ativado um jato que produz um empuxo T = 600 N de 
médulo constante. Determine a componente y da velocidade da nave 
espacial quando @ = a/2. Despreze a pequena variac4o na massa de- 
vida & perda de gases de escape através do bocal de controle e trate 
a nave espacial como uma particula. 

Resp. v, = 7,35 m/s 


Problema 3/225 


3/226 Os dois vagées de mina de massas iguais s4o conectados por 
uma corda que estd inicialmente frouxa. O vagéo A recebe um em- 
purrao que transmite a ele uma velocidade de 1,2 m/s com 0 vagao B 
inicialmente em repouso. Quando a folga é eliminada, a corda sofre 
um impacto de tragdo que transmite uma velocidade para 0 vagio B 
e reduz a velocidade do vagao A. (a) Se 40% da energia cinética do 
vagio A sao perdidos durante o impacto na corda, calcule a veloci- 
dade ug transmitida ao vagao B. (b) Em seguida ao impacto inicial, o 
vagao B alcanga o vagao A e os dois se acoplam. Calcule a velocidade 
final comum ug. 


1,2 m/s 


Problema 3/226 


particula é v = f, e sua quantidade de movimento linear é 
G = mv. O momento do vetor guantidade de movimento line- 
ar mv em torno da origem O é definido como a quantidade 
de movimento angular Hp de P em torno de O e é dada pela 
relacdo do produto vetorial para o momento de um vetor 


(3/29) 


A quantidade de movimento angular é entéo um vetor per- 
pendicular ao plano A definido por r e v. O sentido de Hy 6 
claramente definido pela regra da mo direita para produtos 
vetoriais. 
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mv 


Ho = mur sen @ 


Vista do plano A 


(b) 
Figura 3/14 


As componentes escalares da quantidade de movimento 
angular podem ser obtidas a partir da expansado 


Ho =r X mv = mv,y — vyz)i + m(v,z — v,x)j + M,x — 0,yK 


ij k 
Ho=mix y 2 (3/30) 
Uz, Vy V, 


de modo que 
H, = mv,y — vyz) H, = mv,z—0,x) H, = myx — v,y) 


Cada uma dessas expressdes para a quantidade de movi- 
mento angular pode ser facilmente verificada a partir da 
Fig. 3/15,.que mostra as trés componentes da quantidade de 
movimento linear, tomando os momentos dessas componen- 
tes em torno dos respectivos eixos. 

Para ajudar a visualizagaéo da quantidade de movimento 
angular, mostramos na Fig. 3/14b uma representagao bidi- 


Figura 3/15 


mensional no plano A dos vetores mostrados na parte a da 
figura. O movimento é visto no plano A definido por re v. O 
médulo do momento de mv em torno de O é simplesmente a 
quantidade de movimento linear mv multiplicada pelo brago 
do momento r sen 9 ou mur sen 0, que é o médulo do produto 
vetorial Hy = r X mv. 

Quantidade de movimento angular 6 o momento da quan- 
tidade de movimento linear e nao deve ser confundida 
com a quantidade de movimento linear. Em unidades 
SI, a quantidade de movimento angular possui unidades 
ke-(m/s)-m = ke-m’%/s = N-m:s. 


Taxa de Variacao da Quantidade de Movimento Angular 


Agora estamos prontos para relacionar o momento das 
forcas agindo sobre a particula P 4 sua quantidade de mo- 
vimento angular. Se XF representa a resultante de todas as 
forgas agindo sobre a particula P da Fig. 3/14, o momento Mg 
em torno da origem O é o produto vetorial 


IM, =r X LF =r x mv 


onde a segunda lei de Newton F = mv foi substituida. Ago- 
ra diferenciamos a Eq. 3/29 em relagao ao tempo, utilizando 
a regra para a diferenciacéo de um produto vetorial (veja o 
item 9, Seco C/7, Apéndice C) e obtemos 


Ho =r xmvtrxmvavxXmvirx mv 


O termo v X mv 6 zero uma vez que o produto vetorial de 
vetores paralelos é identicamente nulo. Substituindo na ex- 
presséo para >Mp resulta 


(3/31) 


A Eq. 3/81 afirma que 0 momento em torno do ponto fixo O 
de todas as forcgas agindo sobre m é igual d taxa de variagdo 
no tempo da quantidade de movimento angular de m em tor- 
no de O. Esta relag&o, sobretudo quando estendida para um 
sistema de particulas, rigido ou nao rigido, fornece uma das 
ferramentas mais poderosas de andlise em dindmica. 

A Eq. 3/31 6 uma equagiio vetorial com componentes es- 
calares 


2Mo,=Ho,  %Mo,=Ho, "Mo, = Ho, (8/82) 


0 Principio do Impulso-Quantidade de Movimento 
Angular 


A Eq. 3/31 fornece a relacéo instantanea entre o momento 
ea taxa de variacdo no tempo da quantidade de movimento 
angular. Para obter o efeito do momento 2Mp sobre a quan- 
tidade de movimento angular da particula durante um pe- 
riodo finito de tempo, integramos a Eq. 3/31 do instante de 
tempo ¢, até o instante de tempo ty. Multiplicando a equagao 
por dt se obtém SM, dt = dHp, que integramos para obter 


fy 

=Mo di = (Hg), ~ (Hg); = AHy (3/33) 
4 
onde (Hy), = rg X mvz e (Hg), = Fr, X mv,. O produto do 
momento pelo tempo é definido como impulso angular, e a 
Eq. 3/33 estabelece que o impulso angular total sobre m em 
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torno do ponto fixo O é igual & variagdo correspondente na 
quantidade de movimento angular de m em torno de O. 
Alternativamente, podemos escrever Eq. 3/33 como 


(3/33a) 


que afirma que a quantidade de movimento angular inicial 
da particula adicionada ao impulso angular aplicado a ela 
é igual & sua quantidade de movimento angular final. As 
unidades de impulso angular sao evidentemente aquelas da 
quantidade de movimento angular, que sio N-m-s ou kg-m%/s 
em unidades SI. 

Tal como no caso do impulso linear e da quantidade de 
movimento linear, a equacéo de impulso angular e quanti- 
dade de movimento angular é uma equagao vetorial onde 
variagées de diregéo, bem como de médulo podem ocorrer 
durante o intervalo de integragéo. Sob estas condigées, é ne- 
cessério expressar XMpy e Hp na forma por componentes e 
entéo combinar as componentes integradas. A componente 
x da Eq. 3/33a 6 


ty 
Ho) + i Mo, dt = (Ho,)o 
‘1 


to 
ou mv,y ~ vz), + | IMo dt = mlv,y - vy2)_ (8/83) 
ty 


onde os indices 1 e 2 se referem aos valores das respectivas 
grandezas nos instantes de tempo ¢, e tg. Existem expressées 
similares para as componentes y e z da equacéo do impulso- 
quantidade de movimento angular. 


Aplicagées em Movimento Plano 


As relagées anteriores de impulso angular e quantidade 
de movimento angular foram desenvolvidas em suas formas 
gerais tridimensionais. A maior parte das aplicagées de inte- 
resse para nés, porém, pode ser analisada como problemas de 
movimento plano onde'os momentos séo tomados em torno 
de um unico eixo normal ao plano de movimento, Neste caso, 
a quantidade de movimento. angular pode variar em médulo 
e sentido, mas a diregao do vetor permanece inalterada. 

Assim, para uma particula de massa m se deslocando 
ao longo de uma trajetéria curva no plano x-y, Fig. 3/16, as 
quantidades de movimento angular em torno de O nos pon- 
tos 1 e 2 tém os médulos (Hp), = [r, X mv,| = muid,e 
(Ho)o = |Yq X mv_| = mveds, respectivamente. Na ilustra- 
¢ao ambos (H,), e (Hg), sfio representados no sentido anti- 
hordrio em acordo com a diregao do momento da quantidade 
de movimento linear. A forma de escalar da Eq. 3/33a aplica- 
da ao movimento entre os pontos 1 e 2 durante o intervalo de 
tempo ¢, até f, resulta 


ty 
(Ho) + f =IMo dt = (Ho)e 
4 


tg 
ou mu d,+ | EFr sen 6 dt = mvgd, 

ty : 
Este exemplo deve ajudar a esclarecer a relagdo entre as for- 
mas escalar e vetorial das relagdes de impulso-quantidade 
de movimento angular. 


oO 
(Ho), = mjd, \ 


UMo = UFrsene 


Figura 3/16 


Considerando que a Eq. 3/33 enfatiza claramente que o 
impulso angular externo provoca uma variacao na quantida- 
de de movimento angular, a ordem dos termos nas Eqs. 3/33a 
e 3/836 corresponde a seqiiéncia natural dos eventos. A 
Eq. 3/38a é andloga a Eq. 3/27a, tal como a Eq. 3/31 6 andloga 
& Eq, 3/25. 

Assim como no caso de problemas de quantidade de mo- 
vimento linear, encontramos forcgas impulsivas (grande am- 
plitude, curta duragéio) e ndo impulsivas em problemas de 
quantidade de movimento angular. O tratamento dessas for- 
gas foi discutido na Segaio 3/9. . 

As Eqs. 3/25 e 3/31 nao acrescentam nenhuma informagéo 
basica nova, uma vez que s4o apenas formas alternativas da 
segunda lei de Newton. Descobriremos nos préximos capi- 
tulos, entretanto, que as equacdes de movimento expressas 
em termos da taxa de variagéo no tempo da quantidade de 
movimento sao aplicdveis ao movimento de corpos rigidos e 
nao rigidos e proporcionam uma abordagem bastante geral 
e poderosa para um grande numero de problemas. A gene- 
ralidade plena da Eq. 3/31 normalmente nao é necessdria 
para descrever 0 movimento de uma tnica particula ou o 
movimento plano de corpos rigidos, mas tem uma utilizagao 
fundamental na andlise do movimento espacial de corpos ri- 
gidos introduzida no Capitulo 7. 


Conservacdo da Quantidade de Movimento Angular 


Se o momento resultante em torno de um ponto fixo O de 
todas as forgas agindo sobre uma particula é zero durante 
um intervalo de tempo, a Eq. 3/31 impoe que a sua quanti- 
dade de movimento angular Hy em torno desse ponto per- 
manega constante. Nesse caso, diz-se que a quantidade de 
movimento angular da particula é conservada. A quantidade 
de movimento angular pode ser conservada em torno de um 
eixo, mas nao em torno de outro eixo. Uma andlise atenta do 
diagrama de corpo livre da particula revelard se o momento 
da forca resultante sobre a particula em torno de um ponto 
fixo é zero, caso em que a quantidade de movimento angular 
em torno desse ponto permanece inalterada (conservada). 

Considere agora o movimento de duas particulas a e b 
que interagem durante um intervalo de tempo. Se as forgas 
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de interagao F e —F entre elas sao as tnicas forcas nao equi- 
libradas agindo sobre as particulas durante o intervalo, se- 
gue-se que os momentos das forcas iguais e opostas em torno 
de qualquer ponto fixo O fora da sua linha de ag&o s&o iguais 
e opostos. Se aplicarmos a Eq. 3/33 a particula a e em segui- 
da a particula b e adicionarmos as duas equagées, obtemos 


sc etree Atte TI 


angular sao referidas ao ponto QO). Assim, a quantidade de 
movimento angular total para o sistema das duas particulas 
permanece constante durante o intervalo, e escrevemos | 


(AH =9 on y= (Ho) IB) 


que expressa 0 principio da conservagdéo da quantidade de 


AH, + AH, = 0 (onde todas as quantidades de movimento movimento angular. 


Exemplo 3/24 


Uma pequena esfera tem a posigéo e a velocidade indicadas na figura e 
sofre a agéo da forca F'. Determine a quantidade de movimento angular Hp 
em torno do ponto O e a derivada no tempo de Ho. 


Solucda. Iniciamos com a definigéo dé quantidade de movimento angular e 
escrevemos 


Hg =r X mv 
= (81 + 6j + 4k) x 2(5j) 
= +401 + 80k N-m/s 


Resp. 


Da Eq. 3/31, Hy = Mo 


=r1xF 
= (31 + 6j + 4k) x 10k 


= 601 — 30) N-m Resp. 


* Tal como acontece com os momentos das forgas, o vetor posigdo deve se esten- 
7 der do ponto de referéncia (O neste caso) até a linha de agiio da quantidade de 
movimento linear mv. Aqui r segue diretamente até a particula. 


Exemplo 3/25 


Um cometa est4 na érbita extremamente excéntrica mostrada na figura. 

ee no ponto mais distante A, que, esta no limite externo do sis: .’ 

F fa 740 m/s, Determing a/sua. velocidade no ponto B de maior 
““ aproxirtiagéo cai 0 Sol. 


Solugdo, Porque a unica forga significativa agindo sobre 0 cometa, a forga 
gravitacional exercida sobre ele pelo Sol, 6 central (aponta para o centro do 
Sol O), a quantidade de movimento angular em torno de O é conservada. 


(io), = Go)p 


6000(10°) km 


(Fora de escala) 


er km 


Mrgv, = Mr_ly 
oy, — 7ava  60006108)740 
Bo Tp 75(108) 


vg = 59 200 m/s Resp. 
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Exemplo 3/26 


m 

O conjunto da haste leve e duas massas nas extremidades esta em repouso & 
quando é atingido pela queda de um punhado de massa de vidraceiro se des- oO ! 
locando com velocidade v, como indicado. A massa de vidraceiro se adere e se 4m Qn 


desloca com a massa na extremidade direita. Determine a velocidade angular 6, 
do conjunto logo apés o impacto. A articulagado em O é sem atrito, e todas as trés 
massas podem ser consideradas como sendo particulas. 7 a dy 1 a 


Solucdo. Se ignorarmos os impulsos angulares associados com os pesos durante 
| 9 processo de colis&o, entdo a quantidade de movimento angular do sistema em 
torno de O é conservada durante o impacto. 


(Ho), = (Ho de 
muyl = (m + 2m) Lb,M + 4m(21 4, )2L 


| P vy 

6, =—— SH Resp. 
{ 2 T9l ae 
Observe que cada termo da quantidade de movimento angular é escrito na for- 
ma mud, e as velocidades transversais finais sfo expressas como distancias ra- 
diais multiplicadas pela velocidade angular final comum @.. 


Exemplo 3/27 


Uma pequena particula de massa recebe uma velocidade inicial vy tangente , 
a borda horizontal de uma cavidade hemisférica lisa em um raio rp a partir da 
linha de centro vertical, como indicado no ponto A. Quando a particula desliza 
passando pelo ponto B, uma distancia h abaixo de A e uma distancia r da linha 
de centro vertical, sua velocidade v faz um Angulo @ com a tangente horizontal & 
cavidade através de B. Determine 06. 


Solugdo. As forcas sobre a particula sao seu peso e a reacdo normal exercida 
pela superficie lisa da cavidade. Nenhuma das for¢as exerce um momento em lo 
torno do eixo O-O, de modo que a quantidade de movimento angular 6 conserva- 
da em torno desse eixo. Deste modo, 


® [Hoy = Hobe Mgr = mur cos 6 - 
te “e a Sugestao Util 


Além disso, a energia é conservada de modo que EF, = Ey. Deste modo, @ O Angulo 6 medido no plano tangente A superficie i 


hemisférica em B. i 


{T+ V, = T, + Vo) 3 mug? + mgh =} mv? +0 
v = Jug? + Igh i 


Eliminando v e substituinde r? = ro” — h? resulta 


Vor = Vo? + ghrp? — A? cos @ 


@= a 
f 2 
1+ 2gh fy 

U9” ro" 


Resp. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


3/227 Determine o médulo Hg da quantidade de movimento an- 
gular da esfera de 2 kg em torno do ponto O (a) usando a definigao 
vetorial da quantidade de movimento angular e (6) usando uma 
abordagem escalar equivalente. O centro da esfera esta localizado 
no plano x-y. 

Resp. Ho = 128,7 kg - m’/s 


yi 
Vy 


Problema 3/227 
3/228 Acsfera de 3 kg se desloca no plano x-y e tem a velocidade 
indicada em um determinado instante. Determine sua (a) quantida- 
de de movimento linear, (6) quantidade de movimento angular em 
torno do ponto OQ, e (c) energia cinética. 


5 m/s 
Problema 3/228 


3/229 Em um dado instante, a particula de massa m tem a po- 
sicéo e a velocidade mostradas na figura, e sofre a agéo da forca F. 
Determine sua quantidade de movimento angular em torno do ponto 
Oe a taxa de variacgio no tempo dessa quantidade de movimento 


angular. i: 
Resp. Ho = mv(bi — aj), Hp = F{(-ci + ak) 


Problema 3/229 


3/230 As pequenas esferas, que possuem as massas e velocidades 
iniciais indicadas na figura, atingem e tornam-se presas 4s extremi- 
dades pontudas da haste, que é livremente articulada em O e esta 
inicialmente em repouso. Determine a velocidade angular » do con- 
junto apés o impacto. Despreze a massa da haste. 


Problema 3/230 


3/231 Uma particula de massa m se desloca com atrito despre- 
zivel sobre uma superficie horizontal e esta conectada a uma mola 
leve presa em O. Na posicéo A a particula tem a velocidade vy, = 
4 m/s, Determine a velocidade vg da particula quando ela passa a 
posicdo B. 

Resp. vg = 5,43 m/s 


Problema 3/231 


3/232 A particula de massa m 6 suavemente empurrada a partir 
da posig&o de equilfbrio A e posteriormente desliza ao longo da tra- 
jet6ria circular lisa que se situa num plano vertical. Determine o 
médulo da sua quantidade de movimento angular em torno do ponto 
O quando ela passa (a) 0 ponto B e (6) o ponte C. Em cada caso, de- 
termine.a taxa de variagéo no tempo de Ho. 


3/233 O conjunto parte do repouso e atinge uma velocidade angu- 
lar de 150 rpm sob a agao de uma forga T de 20 N aplicada 4 corda por 
£ segundos. Determine t. Despreze 0 atrito e todas as massas exceto a 
das quatro esferas de 3 kg, que podem ser tratadas como particulas. 

Resp. t = 15,08 s 


~ 400 mm 
f 


Problema 3/233 


3/234 A unica forca atuando sobre um satélite da Terra que se 
desloca fora da atmosfera terrestre 6 a atragdo gravitacional radial. 
O momento desta forca é nulo em torno do centro da Terra tomado 
como um ponto fixo. Prove que r26 permanece constante durante o 
movimento do satélite. 


Problema 3/234 


Problemas Representativos 


3/235 Uma pequena particula de 110 g é projetada com uma velo- 
cidade horizontal de 2 m/s no topo A da guia circular lisa fixada no 
plano vertical. Calcule a taxa de variagéo no tempo Hy da quantida- 
de de movimento angular em torno do ponto B quando a particula 
passa pela parte inferior da guia em C. 

Resp. Wy = 1,519k N-m 


Problema 3/235 


Cinética de Particulas 155 


3/236 Aesfera de 6 kg € 0 bloco de 4 kg (mostrado em corte) estdo 
presos ao bracgo de massa desprezivel que gira no plano vertical em 
torno de um eixo horizontal em O. O tampio de 2 kg é liberado a par- 
tir do repouso em A e cai dentro do recesso no bloco quando o brago 
atinge a posigéo horizontal. Um instante antes da unido, o braco 
tem uma velocidade angular w,) = 2 rad/s. Determine a velocidade 
angular w do bracgo imediatamente apés o tampio ter se prendido 
no bloco. 


Problema 3/236 


3/237 A forca central de atracao F sobre um satélite da Terra nao 
pode ter nenhum momento em torno do centro O da Terra. Para a or 
bita elfptica especifica com eixos maior e menor conforme indicado, 
um satélite tera uma velocidade de 33 880 km/h na altitude de 
390 km do perigeu. Determine a velocidade do satélite no ponto Be 
no apogeu A. O raio da Terra 6 6371 km. 

Resp. vp = 19 540 km/h 


ug = 11 300 km/h 
~ 38 880 km/h 
Z 
a NG 
a | 
= i 
nace) , i 
Weeks oe wets ; 
A\ H P 
\ 
‘ 
4 ‘ L390 km 
ASE ee 
~ 118 520 km 


Problema 3/237 


3/238 Cada uma das quatro esferas de massa m é tratada como 
uma particula. As esferas A e B sio montadas em uma haste levee 
estado inicialmente girando com uma velocidade angular wy em torno 
de um eixo vertical que passa através de O. As esferas Ce D também 
so montadas em uma haste leve que gira independentemente em 
torno de O e esta inicialmente em repouso. O conjunto AB entra em 
contato com CD onde ranhuras em A e B permitem o acoplamento 
com CD na posigao tracejada indicada. Ambas as unidades em segui- 
da giram com uma velocidade angular comum w. A resisténcia por 
atrito é desprezivel. Determine expressdes para w e a percentagem 
de perda n de energia cinética, 
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Problema 3/238 % 


3/239 As duas esferas de massas iguais m podem deslizar ao longo 
da haste horizontal que gira. Se elas estdo inicialmente travadas na 
posi¢éo a uma distancia r do eixo de rotagéo com o conjunto girando 
livremente com uma velocidade angular wp, determine a nova velo- 
cidade angular w apds as esferas serem liberadas e finalmente assu- 
mirem posigées nas extremidades da haste na distancia radial de 2r. 
Encontre também a fracéo n da energia cinética inicial do sistema 
que é perdida. Despreze a pequena massa da haste e do eixo. 

Resp. w = wo/4, n = 3/4 


Problema 3/239 


3/240 Uma pequena particula de 0,1 kg recebe uma velocidade 
de 2 m/s sobre o plano horizontal x-y e 6 guiada pela barra curva 
fixa. O atrito é desprezivel. Quando a particula cruza o eixo y em A, 
sua velocidade é na direcdo x, e quando ela cruza 0 eixo x em B, sua 
velocidade faz um Angulo de 60° com 0 eixo x. O raio de curvatura da 
trajetéria em B 6 500 mm. Determine a taxa de variagéo no tempo 
da quantidade de movimento angular Hy da particula em torno do 
eixo z através de O em ambos A e B. 


z 


‘ 
| 
nm et = 


1 
! 
t 
i 
Nba 
oO 


Problema 3/240 
3/241 Aesfera de 0,2 kg e seu cordao de sustentagdo estado girando 


em torno do eixo vertical sobre a superficie cénica fixa lisa com uma 
velocidade angular de 4 rad/s. A esfera 6 mantida na posicio b = 


“300 mam pela tragéo T no cordao, Se a distancia b é reduzida para 0 


valor constante de 200 mm através do aumento da trac4o T no cor- 
dao, caleule a nova velocidade angular w e o trabalho U’,_, realizado 
sobre o sistema por T. 

Resp. w = 9 rad/s, U',_, = 0,233 J 


Problema 3/241 


3/242 A particula de 0,02 kg se desloca ao longo da trajetéria tra- 
cejada mostrada e tem as velocidades indicadas nas posigées A e 
B. Calcule a média no tempo do momento em torno de O da forca 
resultante P que atua sobre a particula durante os 0,5 segundo ne- 
cessario para ela ir de A para B. 


Problema 3/242 


3/243 Determine o médulo Hp da quantidade de movimento angu- 
lar em torno do ponto de langamento O do projétil de massa m, que 
é lancado com velocidade vy no Angulo @ conforme indicado (a) no 
instante do langamento e (6) no instante do impacto. Explique quali- 
tativamente os dois resultados. Despreze a resisténcia atmosférica. 
2mvo* sen? 0 cos @ 


Resp. (a) Ho = 0, (6) Ho = - 


Problema 3/243 


3/244 A particula de massa m é lancada a partir do ponto O com 
uma velocidade horizontal u no instante de tempo ¢ = 0. Determine 
sua quantidade de movimento angular Hy em relacéo ao ponto O 
como uma funcgao do tempo. 


| 
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Problema 3/244 


3/245 No pontoA de maior aproximagao com 0 Sol, um cometa tem 
uma velocidade v4, = 57,45(10°) m/s. Determine as componentes ra- 
dial e transversal de sua velocidade vg no ponte B, onde a distancia 
radial a partir do Sol 6 120,7(10°) km. 

Resp. v, = 27,1(10*) m/s, v9 = 38,3(10°) m/s 


ug ~Y 

iB 

120,7(10%) km oh ‘ 
N 


77 80,47(10) 
f ne 


Problema 3/245 


3/246 O péndulo simples de massa m e comprimento / é liberado a 
partir do repouso em 6 = 0, Utilizando apenas o prinefpio do impulso 
angular e quantidade de movimento, determine a expresso para 6 
em termos de @¢ a velocidade v do péndulo em @ = 90°. Compare essa 
abordagem com uma solucdo pelo principio do trabalho-energia. 


Problema 3/246 


3/247 Uma particula é liberada na parede interna lisa de um re- 
servatorio cilindrico em A com uma velocidade v9 que faz um Angulo 
8B com a tangente horizontal. Quando a particula atinge um ponto B 


uma distancia h abaixo de A, determine a expressdo para 0 Angulo @ 
feito pela sua velocidade com a tangente horizontal em B. 
1 cosp 


Qgh 
tea 


Resp. 8 = cos™ 


1 
i) 


Problema 3/247 


3/248 Um péndulo consiste em duas massas concentradas de 
3,2 kg posicionadas como mostrado em uma barra leve, porém ri- 
gida. O péndulo esta oscilando pela posigao vertical com uma velo- 
cidade angular no sentido hordrio w = 6 rad/s quando uma bala de 
50 g que se desloca com velocidade v = 300 m/s na diregéo indicada 
atinge a massa inferior e se aloja nela. Calcule a velocidade angular 
w' que o péndulo possui imediatamente apés o impacto e encontre a 
deflexéo angular mdxima @ do péndulo, 


Problema 3/248 


3/249 A esfera de 0,7 kg se desloca em um plano horizontal e é 
controlada por um cord4o que oscila para dentro e para fora da mesa 
de tal forma que o centro da esfera esta limitado a trajetéria dada 
por (x2/2,25) + (y*/1,44) = 1 onde x e y séo em metros. Se a veloci- 
dade da esfera é v, = 2 m/s quando passa pelo ponto A, determine 
a tracdo T, no cordéo quando a esfera passa pelo ponto B. O atrito 
é desprezivel. 

Resp. Tz = 2,33 N 
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Tt 
Problema 3/249 


3/250 O conjunto de duas esferas de 5 kg esta girando livremen- 
te em torno do eixo vertical a 40 rpm{ com @ = 90°. Se a forca F que 
mantém a determinada posicio é aumentada para elevar o cursor 


SECAO D. APLICACOES ESPECIAIS 


da base e reduzir @ para 60°, determine a nova velocidade angular 
w. Determine também 0 trabalho U realizado por F para mudar a 
configuragéo do sistema. Assuma que a massa dos bragos e cursores 
é desprezivel. 

Resp. w = 3,00 rad/s, U = 5,84 J 


5kg 5kg 


Problema 3/250 


SU SEES SE PY SSE FRA SEI TEE DS TOC I 0 mr 5 ERAS POPE 


3/11 INTRODucAO 


Os principios e métodos bdsicos da cinética de particula 
foram desenvolvidos e ilustrados nas trés primeiras secdes 
deste capitulo, Esse tratamento incluit o uso direto da se- 
gunda lei de Newton, as equagées de trabalho e energia, e as 
equagées de impulso e quantidade de movimento. Prestamos 
uma atengéo especial ao tipo de problema para 0 qual cada 
uma das abordagens estivesse mais adequada. 

Alguns assuntos de interesse especifico em cinética de 
particula serao brevemente tratados na Secao D: 


1. Impacto 
2. Movimento com forga central 
3. Movimento relativo 


Esses assuntos envolvem uma maior extensdo e aplicagdo 
dos principios fundamentais da dindmica, e seu estudo aju- 
dara a ampliar o seu conhecimento em mecanica. 


3/12 Impacto 
Ar tances 
Os principios de impulso e quantidade de movimento 
tém utilizagéo essencial na descrig&io do comportamento de 
corpos em colisaéo. O impacto se refere A colisdo entre dois 
corpos e é caracterizado pela produgéio de forcas de contato 
relativamente elevadas que atuam durante um intervalo de 
tempo muito curto. E importante perceber que um impacto 
é um evento muito complexo que envolve a deformacdo e re- 
cuperacdo do material e a geraco de calor e som. Pequenas 


variagées nas condigées de impacto podem ocasionar gran- 
des variagdes no processo de impacto e conseqiientemente 
nas condigées imediatamente apés o impacto. Por essa razdo, 
devemos ter cuidado em no confiar categoricamente nos re- 
sultados dos cdlculos de impacto. 


impacto Central Direto 


Como uma introdugéo ao impacto, considere o movimento 
colinear de duas esferas de massas m, e me, Fig. 3/17a, se 
deslocando com velocidades v, e vp. Se v, 6 maior do que vp, a 
colisdo ocorre com as forcas de contato direcionadas ao longo 
da linha dos centros. Essa condicéo 6 chamada’ de impacto 
central direto. 

Em seguida ao contato inicial, ocorre um curto periodo 
de aumento da'deformac&o até que a area de contato entre 
as esferas pare de aumentar. Nesse instante, ambas as es- 
feras, Fig. 3/17b, estéo se movendo com a mesma velocidade 
vo. Durante 0 restante do contato, ocorre um periodo de res- 
tauracaéo durante o qual a area de contato diminui até zero. 
Na condigao final mostrada na parte c da figura, as esferas 
possuem agora novas velocidades vj’ € v2’, onde v,' deve ser 
menor do que v2’. Todas as velocidades sao arbitrariamente 
consideradas positivas para a direita, de modo que com esta 
notacao escalar uma velocidade para a esquerda receberd 
um sinal negativo. Se o impacto nao é excessivamente forte e 
se as esferas sao bastante eldsticas, elas iréio recuperar sua 
forma original apés a restauragéo. Com um impacto mais 
violento e com corpos menos eldsticos, uma deformacao per- 
manente podera ocorrer. 

Porque as forgas de contato so iguais e opostas durante 
0 impacto, a quantidade de movimento linear do sistema se 
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(a) Antes do 
impacto 


(6) Deformacéo 
maxima durante 
o impacto 


(c) Apés 0 impacto 


Figura 3/17 


mantém inalterada, conforme discutido na Segao 3/9. Assim, 
aplicamos a lei da conservagéo da quantidade de movimento 
linear e escrevemos 


My + MgVy = MyzVz' + Myvy" (3/35) 


Vamos supor que quaisquer forcas agindo sobre as esferas 
durante o impacto, que ndo sejam as elevadas forgas inter- 
nas de contato, séo relativamente pequenas e produzem im- 
pulsos despreziveis em comparacéio com o impulso associado 
com cada uma das forcas internas de impacto. Além disso, 
assumimos que nenhuma variagéo significativa nas posicées 
dos centros de massa ocorre durante a curta duragéo do im- 
pacto. 


Coeficiente de Restituicao 


Para massas e condigées iniciais dadas, a equacio da 
quantidade de movimento contém duas incégnitas, v,' e v2’. 
Evidentemente, precisamos de uma relacéo adicional para 
encontrar as velocidades finais. Esta relacdo deve refletir a 
capacidade de recuperagéio do impacto dos corpos em contato 
e pode ser expressa pela razdo e do médulo do impulso de 
restauracdo pelo médulo do impulso de deformagéo. Essa ra- 
z&o é chamada de coeficiente de restituigdo. 

Suponha que F. e F, representam os médulos das forgas 
de contato durante os perfodos de restauracdo e deformagao, 
respectivamente, como mostrado na Fig. 3/18. Para a parti- 
cula 1 a definicéo de e juntamente com a equacao de impulso- 
quantidade de movimento fornece 


t 
F, dt ; F 
to myl~v1' ~ (~v9)I _ Uo ~ Uy 
on Fi A: myl—v9 — (—2,)] Uy Uo 
Fyd 
0 
ia v2 
te — 
Periodo de j_ F S.! 
deformagao a, 
% % 
—— ——e 
Perfodo de na -@- 
restauracao Pr 
oy Oy 
Figura 3/18 


Da mesma forma, para a particula 2 temos 

7 

ty __ Malvo' ~ V9) _ U2" — Yo 
Mg(Vg — Vg) Ug — Ug 


0 
Nessas equagdes devemos ter 0 cuidado em expressar a va- 
riacdo da quantidade de movimento (e, portanto, Av) na mes- 
ma direc&o do impulso (e, conseqiientemente, da forea). O 
tempo de deformacdo é tomado como ¢y e 0 tempo total de 
contato é t. Eliminando vu, entre as duas expresses para e 
obtemos 


ve! Uy! | velocidade relativa de separagio| 


e= = 
U1 — U2 | velocidade relativa de aproximacao | (3/86) 

Se as duas velocidades iniciais v, e v2 e 0 coeficiente de 
restituigdo e sdo conhecidos, entdo as Eqs. 3/35 e 3/36 nos for- 
necem duas equacées em termos das duas velocidades finais 


desconhecidas v,' € vq’. 


Perda de Energia Durante o Impacto 


Os fenédmenos de impacto sfo quase sempre acompanha- 
dos por perda de energia, que pode ser calculada pela sub- 
tracdo da energia cinética do sistema logo apés o impacto 
daquela um pouco antes do impacto. A energia é perdida por 
meio da geragiio de calor durante a deformagéo inelastica 
localizada do material, mediante geracéo e dissipagéo de on- 
das de tensao eldstica no interior dos corpos, e da geragao de 
energia sonora. 

De acordo com esta teoria cldssica de impacto, o valor 
e=1 significa que a capacidade de recuperacdéo das duas 
particulas é igual a sua tendéncia a se deformar. Esta é a 
condigao do impacto eldstico sem perda de energia. O valor 
e = 0, por outro lado, descreve 0 impacto ineldstico ou plds- 
tico onde as particulas aderem uma 4 outra apds a colisdo e 
a perda de energia é maxima. Todas as condigées de impacto 
se situam entre esses dois extremos. 

Além disso, deve-se observar que um coeficiente de resti- 
tuicéo deve estar associado com um par de corpos em conta- 
to. O coeficiente de restituicao freqiientemente é considerado 
uma constante para determinadas geometrias e uma dada 
combinagé&o de materiais em contato. Na verdade, este de- 
pende da velocidade de impacto e se aproxima da unidade 
conforme a velocidade de impacto se aproxima de zero como 
mostrado esquematicamente na Fig. 3/19. Um valor para e 
tomado de um manual geralmente nao é muito confidvel. 


Coeficiente de 
restituicao, e 


Perfeitamente eldstico _ 


Vidro contra vidro 


“Ago contra ago 


*~ Chumbo contra chumbo 
Lacs, Rereitamente plastica = 


0 Velocidade relativa de impacto 


Figura 3/19 


{ 
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impacto Central Obliquo 


Agora estenderemos as relacdes desenvolvidas para im- 
pacto central direto para o caso em que as velocidades inicial 
e final nao sao paralelas, Fig. 3/20. Aqui particulas esféricas 
de massa m, e my possuem velocidades iniciais v, e v2 no 
mesmo plano e se aproximam uma da outra em um curso de 
coliséo, como mostrado na parte a da figura. As direcdes dos 
vetores velocidade sao medidas a partir da direcdo tangente 
as superficies em contato, Fig. 3/206. Assim, as componentes 
das velocidades iniciais ao longo dos eixos ¢ e n sao (vy), = 
—u; Sen 61, (U4), = 01 COS 04, (Up), = Vg SEN Op, € (Vp), = Vg COS Mp. 
Observe que (v,), €é uma grandeza negativa para o sistema 
de coordenadas em particular e para as velocidades iniciais 
apresentadas. 

As condigées finais apés a colisdo sao mostradas na parte 
¢ da figura. As forgas de impacto séo F e —F, como pode ser 
visto na parte d da figura. As quais variam de zero até seu 
valor de pico durante a parcela de deformagéio do impacto e 
voltam novamente para zero durante o periodo de restaura- 
¢4o, como indicado na parte e da figura onde ¢ é 0 intervalo 
de duragéio do impacto. 

Para determinadas condigées iniciais de m, ma, (0p), Ud» 
(vg),, € (vp), haverd quatro incégnitas, isto 6, (vy'),, (01 )ys (Vans 
e (v9'),. As quatro equagdes necessdrias s&o obtidas da ‘se- 
guinte forma: 


(1) A quantidade de movimento do sistema é conservada 
na diregao n. Isso fornece 


my(Vy)y, + Mg(Vq)y = M4(U4'), + Mo(Ve')y 


(2) e (3) A quantidade de movimento para cada particula 
é conservada na diregio ¢ uma vez que nao ha impulso sobre 
nenhuma particula na direcdo ¢, Deste modo, 


m (v1), = my(0y), 
mV), = my(U9'), 


(4) O coeficiente de restituigao, tal como no caso do impac- 
to central direto, 6 a razéo positiva do impulso de recupera- 
gao pelo impulso de deformagao. A Eq. 3/36 se aplica, entéo, 


(a) () (c) 


Figura 3/20 


as componentes de velocidade na direcdo n. Para a notagao 
adotada na Fig. 3/20, temos 


— &22n = OD n 
Oy - Cady 
Uma vez que as quatro componentes da velocidade final 


sejam encontradas, os Angulos 6,’ e 6,’ da Fig. 3/20 podem ser 
facilmente determinados. 


:) 
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Bolas de bilhar prestes a sofrer impacto. 
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Exemplo 3/28 


O martelo de um bate-estaca tem uma massa de 800 kg e é liberado a partir do re- 
pouso 2 m acima do topo da estaca de 2400 kg. Se o martelo retorna até uma altura de 
0,1 m apés 0 impacto com a estaca, calcule (a) a velocidade v,' da estaca imediatamente 
apés © impacto, (b) o coeficiente de restituigio e, e (c) a perda percentual de energia 
devido ao impacto. 


k queda de 2m 


retorno 
de 0, m 


Solucdo. A conservacao de energia a durante a queda livre fornece as velocidades inicial mS 


e final do martelo a partir de v = /2gh. Deste modo, 


Un = ¥2(9,81)(2) = 6,26 m/s Um = ¥2(9,81){0,1) = 1,401 m/s 


Antesdo Imediatamente 
@ {a) Aconservacdo da quantidade de movimento (G, = Gy) para o sistema do martelo e impacto apés o impacto 


da estaca fornece 


f 
at martelo oy 
800(6,26) + 0 = 800(—1,401) + 2400u,' Ue’ = 2,55 m/s Resp. ‘ | 
(b) O coeficiente de restituicao resulta i ( estaca (] 
F % = 0) | 2" 
oe | vel. rel. separacao I ore 2,55 + 1,401 _ 0,631 Resp. ' | Y 
vel. rel. aproximacdoal 6,26 + 0 H 


(¢) A energia cinética do sistema imediatamente antes do impacto é igual A energia 
potencial do martelo acima da estaca e é 


Sugestéo Util 
T=V, = mgh = 800(9,81)(2) = 15 700 J @ Os impulsos dos pesos do martelo e da esta- 
A energia cinética 7” logo apos o impacto 6 ce mae muito pequenos em comparagao sna 
os impulsos das forcas de impacto e deste ‘ 
T= § (800)(1,401) + 3 (2400)(2,55)2 = 86200 modo sao desprezados durante o impacto, : 


A perda percentual de energia 6, portanto, 
15 700 — 8620 


15700 (100) = 45,1% Resp. 
Exemplo 3/29 
Exemplo 3/29 a 
Uma esfera é projetada sobre a placa pesada com uma velocidade de 16 m/s no an- | uv 
gulo de 30° mostrado. Se o coeficiente efetivo de restituigdo é 0,5, calcule a velocidade 1 @. | a “7 
apés a coliséo v’ e seu Angulo 6’. Teh oot Ay a) - 
30° Ty 7 t) 
se t 
2 


Solugdo. Seja a esfera designada corpo 1 e a placa corpo 2. A massa da placa pesada 

pode ser considerada infinita e sua velocidade correspondente apés o impacto 6 zero. O 

coeficiente de restituigéo é aplicado as componentes de velocidade normais & placa na i << Fimpacto 
? 


diregdo da forga de impacto e fornece 


\ 


= (Ue')n — U1 )n ‘ed 0-0), Hee 
® Gea Wa, TTS seng0° HMM = a mls ry 


impacto 
A quantidade de movimento da esfera na diregio ¢ nado varia, uma vez que, assumindo 
superficies lisas, nao ha nenhuma forca atuande sobre a esfera nessa diregéo. Deste 


modo, Sugestao Util 

mvp, = my’) (07); = (vy), = 16 cos 30° = 13,86 m/s @ Aqui observamos que para massa infinita 
A velocidade apés a colisao v’ e seu angulo @ sio entdo no 6 possivel aplicar o principio da conser- | 
vacéo da quantidade de movimento para o : 

vo = Joy) ,2 + Oe = VE + 13,86 = 14,42 mis Resp. sistema na diregdo n. A partir do diagrama 

; de corpo livre da esfera durante o impac- 

6’ = tan-1 (@: >) = tan ( 4 ) = 16,10° Resp. to, observamos que o impulso do peso P é 

1, 18,86 desprezado uma vez que P é muito pequeno 


quando comparado com a forga de impacto. 


| 
i 
| 
| 
| 


| 
| 
| 
i 
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Exemplo 3/3¢ 


A particula esférica 1 tem uma velocidade v, = 6 m/s na diregéo mostrada e colidé 
com a particula esférica 2 de igual massa e didmetro e que esta inicialmente em repou- 
so. Se o coeficiente de restituic&o para essas condicdes é¢ = 0,6, determine o movimento 
resultante de cada particula apés o impacto. Calcule também a perda de energia per- 
centual em razdo do impacto. 


Sofucdo. A geometria no instante do impacto indica que a normal 7 as superficies em 
contato faz um Angulo 6 = 30° com a diregéo de v,, como indicado na figura. Assim, 
as componentes das velocidades iniciais sao (vy), = 0, cos 30° = 6 cos 30° = 5,20 m/s, 
(v1), = 0, sen 80° = 6 sen 30° = 3 mise (ug), = (vg), = 0. 

A conservacao da quantidade de movimento para o sistema de duas particulas na 
direcao n fornece 


MVy)y + Mg(Vy)_ = My (V1) _ + M2) yp 
ou, com 7, = my, 
5,20 + 0 = (v,'), + (Ue)n (a) 
A relagao do coeficiente de restituigao é 


ae (¥en — Uy 06 = (ven ~ U1) n ) 
Wy, — Veda 5,20 — 0 
A solucdo simultanea das Nqs. a e b fornece ’ 
(vy), = 1,039 m/s v9"), = 4,16 m/s 


A conservagdo da quantidade de movimento para cada particula 6 valida na diregio ¢ 
porque, assumindo superficies lisas, nfo hé nenhuma forga na diregéo ¢. Conseqiiente- 
mente para as particulas 1 e 2, temos 
mV) = mV), (Vy) = (VP, = 8 /s 
MpUg) = Me(Vq'), ——“(Uq’), = (Vg), = 0 


As velocidades finais das particulas sao 


vy! = Vey)? + @y)2 = /(1,089)? + 8? = 3,17 m/s Resp. 
v9! = Se)? + G2 = J(4,16) + 08 = 4,16 m/s Resp. 


O angulo 6’ que v,’ faz com a diregiio ¢ 6 


co! = tant (Pn) © tag-t (10988) - 9.119 Resp. 
1) 3 


As energias cinéticas pouco antes e logo apés o impacto, com m = my = mp, so 
T =4myp,? + drug? = 4m(6)? + 0 = 18 
gMyvy gave’ gm mn 
T" = drayoy? + Fm," = 53,17)? + 5 m(4,16) = 13,68m 


A perda de energia percentual 6 entao 


|Az| 
E 


Peay? Aiaey bie — 18m — 13,68m 
(100) = F (100) 18m 


(100) = 24,0% Resp. 


Sugestées Uteis 


@ Certifique-se de estabelecer as coordenadas 
net que sao, respectivamente, normal e 
tangencial as superficies em contato. O cél- 
culo do Angulo de 30° é critico para tudo o 
que se segue. 

@ Observe que, apesar de haver quatro equa- 
g6es e quatro incégnitas para o problema- 
padrao de impacto central obliquo, apenas 
um par das equacées 6 acoplado. 

@® Observamos que a particula 2 nao tem com- 
ponenté de vélocidade initial ou ‘final na ‘di- 
regdo ¢. Por esta razio, sua velocidade final 
vy esta restrita a direcio n. 


163 


Cinética de Particulas 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


3/251 Como uma verificacdo da bola de basquete antes do inicio de 
um jogo, o arbitro solta a bola da posig&o acima da cabega mostrada, 
ea bola retorna até aproximadamente 0 nivel da cintura. Determine 
0 coeficiente de restituigao e e o percentual n da energia original 
perdido durante o impacto, 

Resp. e = 0,724, n = 47,6% 


Problema 3/251 


3/252 Determine as velocidades finais v,’ e v9’ apés a colisio dos 
dois cilindros se v2 = 5 m/s. O coeficiente de restituigiio é e = 0,6, e 
o eixo é liso. Determine também o percentual n da energia original 
perdido durante o impacto. 


ou, = 7 m/s Cm 


Problema 3/252 


3/253 Para o sistema do Prob. 3/252, determine a velocidade ini- 
cial vg que resulta em o cilindro 2 ficar parado apés 0 impacto. 
Resp. vg = 12,44 m/s para a esquerda 


3/254 A esfera de massa m, se desloca com uma velocidade ini- 
cial v, direcionada como mostrado e atinge a esfera estaciondria de 
massa Mm. Para um determinado coeficiente de restituigdo e, qual 
condigéo sobre a razdo das massas m,/m, garante que a velocidade 
final de m, é maior do que v,? 


Problema 3/254 


3/255 Ocarro B esta inicialmente parado e é atingido pelo carro A, 
que se desloca com velocidade v. A massa do carro B é pm, onde m é 
a massa do carro A e p 6 uma constante positiva, Se o coeficiente de 
restituicdo ée = 0,1, expresse as velocidades u,' e vg’ dos dois carros 


no final do impacto em termos de p e v. Avalie suas expressées para 


p=0,5. 
Resp. ug’ = dis OP v, Ug! = ele 
PA l+p }/?® i+p 


Para p = 0,5: ,' = 0,6330, ug’ = 0,733v 


Problema 3/255 


3/256 O martelo de 200 kg de um bate-estaca cai 1,2 m a partir do 
repouso e atinge o topo de uma estaca de 320 kg enterrada 0,9 m no 
solo, Imediatamente apés 0 impacto 6 observado que o martelo nao 
possui nenhuma velocidade. Determine 0 coeficiente de restituicéo e 
e a velocidade v’ da estaca imediatamente apés o impacto. 


Problema 3/256 


3/257 Seo centro da bola de pingue-pongue deve transpor a rede 
como mostrado, a que altura h a bola deve ser sacada horizontal- 
mente? Determine também hp. O coeficiente de restituigaéo para os 
impactos entre a bola e a mesa é e = 0,9, e o raio da bola ér = 
18,75 mm. 

Resp. h = 273 mm, hz = 185,8 mm. 


Problema 3/257 


3/258 O vagiio de carga A de massa m, esta se deslocando para 
a direita quando colide com o vagao de carga B de massa mg ini- 
cialmente em repouso. Se os dois vagées séo acoplados no instante 
do impacto, mostre que a perda parcial de energia equivale a mp / 
(ma, + mg) 
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Problema 3/258 


3/259 Para passar em uma inspecdo, esferas de ago projetadas 
para uso em rolamentos devem ultrapassar a barra fixa A no topo 
de seu movimento apés a colisféo quando deixadas cair a partir do 
repouso através da distancia vertical H = 900 mm na chapa de ago 
inclinada e pesada. Se as esferas que possuem um coeficiente de 
restituigéo menor do que 0,7 com a chapa devem ser rejeitadas, de- 
termine a posicao da barra especificando h e s. Despreze qualquer 
atrito durante o impacto. 

Resp. h = 379 mm, s = 339 mm 


Problema 3/259 


3/260 A esfera de aco atinge uma placa pesada de ago com uma 
velocidade vg = 24 m/s em um Angulo de 60° com a horizontal. Se 
© coeficiente de restituigéo é e = 0,8, calcule a velocidade v e sua 
direg&o ? com a qual a esfera retorna da placa. 


Problema 3/260 


Problemas Representativos 


3/261 O problema anterior 6 modificado para que, agora, a placa 
atingida pela esfera possua uma massa igual a da esfera e esteja 
apoiada como mostrado. Calcule as velocidades finais de ambas as 
massas imediatamente apés o impacto se a placa esta inicialmente 
parada e todas as outras condigdes sao as mesmas especificadas no 
problema anterior. 
Resp. Esfera, vy’ = 12,20 m/s, @ = -9,83° 
Placa, ve’ = 18,71 m/s para baixo 


Problema 3/261 


3/262 Num jogo de bilhar a bola branca A deve atingir a bola oito 
na posic¢ao mostrada a fim de coloc4-la na cagapa C com uma velo- 
cidade v»’. A bola branca tem uma velocidade v, antes do impacto e 
uma velocidade v;’ apds o impacto. O coeficiente de restituigao é 0,9. 
Ambas as bolas tém a mesma massa e didmetro. Calcule o angulo 6 
apos a colisdo e a frac&o n da energia cinética que é perdida durante 
o impacto. 


oh 


Problema 3/262 


3/263 A figura mostra n esferas de massas iguais m suspensas em 
uma fileira por fios de comprimentos iguais de modo que as esferas 
estado quase tocando uma na outra. Se a esfera 1 é liberada a partir da 
posigdo tracejada e atinge a esfera 2 com uma velocidade v,, escreva 
uma expresso para a velocidade v, da enésima esfera imediatamen- 
te apés ser atingida pela esfera adjacente a ela. O coeficiente de res- 


tituigaéo comum é e. 
n-1 
Resp. vp, = (2 is) vy 


Problema 3/263 


3/264 Um projétil 6 lancado a partir do ponto A e tem um alcance 
horizontal L, como mostrado. Se o coeficiente de restituigéio em B é 
e, determine a distancia Ly. 


| i = 


Problema 3/264 


3/265 Os dois carros colidem perpendicularmente no cruzamento 
de duas estradas cobertas de gelo. O carro A tem uma massa de 
1200 kg e o carro B tem uma massa de 1600 kg. Os carros ficam pre- 
sos e continuam a se mover juntos com uma velocidade em comum 
uv’ na direcdo indicada. Se o carro A estava viajando a 50 km/h no 
instante do impacto, calcule a velocidade correspondente do carro B 
pouco antes do impacto. 

Resp. vg = 21,7 km/h 


Problema 3/265 


3/266 Uma nave espacial de 1000 kg esta se deslocando no espaco 
profundo com uma velocidade de 2000 m/s quando um meteoro de 
100 kg se deslocando em um Angulo reto com sua trajetéria atinge 
e se prende & nave espacial. Se a trajetéria resultante é como indi- 
cada na figura, determine a velocidade v,, do meteoro pouco antes 


do impacto. 
y 
| 
|e 
1 
1 
| 
Sek \ 
ee i 
dy, = 2000 m/s 
* | 
aes er 
7 SY. 
4 No o>. 
Z \ 20° To 
us t 
i i 
cv 


Problema 3/266 
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3/267 Uma tacada de minigolfe a partir da posicdo A para o bu- 
raco D deve ser realizada “tabelando” com a parede a 45°. Usando 
a teoria dessa secdo, determine a localizacfo x para onde a tacada 
pode ser feita. O coeficiente de restituigéo associado com a colisao na 
parede é6e¢ = 0,8. 

Resp. x = 0,1088d 


Problema 3/267 


3/268 Duas esferas de aco do mesmo diametro estéo conectadas 
por uma barra rigida de massa desprezivel como mostrado e sdo 
deixadas cair na posigéo horizontal de uma altura de 150 mm sobre 
as chapas de base pesadas de aco e latio. Se o coeficiente de resti- 
tuigéo entre a esfera e a base de aco é 0,6 e entre a outra esfera e 
a base de latao é 0,4, determine a velocidade angular w da barra 
imediatamente apés o impacto. Assuma que os dois impactos sao 
simultdneos. 


je 600mm ————>| 


Problema 3/268 


3/269 Dois discos idénticos de héquei se deslocando com veloci- 
dades iniciais v, e vg colidem como mostrado. Se o coeficiente de 
restituicao 6 e = 0,75, determine a velocidade (médulo e direcao @ 
em relagao ao sentido positivo do eixo x) de cada disco logo apés 0 
impacto. Calcule também a perda percentual n de energia cinética 
do sistema. 
Resp. v4’ = 6,83 m/s em 0, = 180° 
uv,’ = 6,51 m/s em 9, = 50,2°, n = 34,6% 


Problema 3/269 


| 
i 
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3/270 A esfera A tem uma massa de 23 kg e um raio de 75 mm, 
enquanto a esfera B tem uma massa de 4 kg e um raio de 50 mm. Se 
as esferas estado se deslocando inicialmente ao longo das trajetérias 
paralelas com as velocidades indicadas, determine as velocidades 
das esferas imediatamente apés o impacto. Especifique os Angulos 
6,4 © 0g em relacdo ao eixo x formado pelos vetores velocidade apés a 
colisdo. O coeficiente de restituigéio é 0,4 e o atrito é desprezivel. 


Problema 3/270 


3/271 Aesfera A colide com a esfera B, como mostrado na figura. 
Se o coeficiente de restituigio 6 e = 0,5, determine as componentes 
xey da velocidade de cada esfera imediatamente apés 0 impacto. O 
movimento é confinado ao plano x-y. 7 
Resp. (v,’) = -1,672 m/s, (v4’), = 1,649 m/s 
(ug’), = 6,99 m/s, (vg’), = -8,84 m/s 


vg = 12 m/s 


v4 = 3 m/s 
Problema 3/271 


3/272 As duas esferas idénticas de ago que se deslocam com ve- 
locidades iniciais v, e v2 como mostrado colidem de uma forma que 
a linha que une os seus centros esta na direcéio de vz. A partir de 
experimentos anteriores sabe-se que o coeficiente de restituigdo é 
0,60. Determine a velocidade de cada esfera imediatamente apdés 0 
impacto e encontre a perda percentual de energia cinética do siste- 
ma como resultado do impacto. 


y 
{ 
t 
i 


| 
30° 
Problema 3/272 


3/273 Durante um periodo de aquecimento antes do jogo, duas 
bolas de basquete colidem acima do aro quando est&o nas posi¢ées 
mostradas. Pouco antes do impacto, a bola 1 tem uma velocidade v; 
que faz um Angulo de 30° com a horizontal. Se a velocidade v, da 
bola 2 pouco antes do impacto tem o mesmo médulo que v,, deter- 
mine os dois valores possiveis do Angulo 0, medido a partir da hori- 
zontal, que fara a bola 1 ir diretamente através do centro da cesta. O 
coeficiente de restituigdo 6 e = 0,8. 

Resp. @ = 82,3° ou @ = —22,3° 


Problema 3/273 


3/274 Num jogo de bilhar, a bola oito deve ser atingida pela bola 
branca A de modo que a bola oito entre na cacapa B do canto direito. 
Especifique a distancia x a partir do centro da cagapa C do canto 
esquerdo até o ponto onde a bola branca atinge a tabela apés acertar 
a bola oito. As bolas de massas iguais tém 50 mm de diametro, e o 
coeficiente de restituigéo é e = 0,9. 


hibil 


Problema 3/274 


3/275 A bigorna A de 3000 kg do martelo de forja 6 montada 
sobre um jogo de molas helicoidais de alta resisténcia com uma ri- 
gidez combinada de 2,8(10°) N/m. O martelo B de 600 kg cai 500 mm 
a partir do repouso e golpeia a bigorna, que sofre uma deflex4o mé- 
xima para baixo de 24 mm a partir de sua posicfo de equilibrio. 
Determine a altura h de retorno do martelo e o coeficiente de resti- 
tuigéio e aplicdvel. 

Resp, h = 14,53 mm, e = 0,405 


aceon 2 ey 
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Problema 3/275 


b&3/276 Uma crianca atira uma bola a partir do ponto A com uma 
velocidade de 15 m/s. A bola atinge a parede no ponto B e entdo re- 
torna exatamente ao ponto A. Determine 0 Angulo @ necessdrio se 0 
coeficiente de restituigdéo no impacto com a parede é e = 0,5. 

Resp. « = 11,55° ou 78,4° 


3m 


Problema 3/276 


»3/277 A pequena esfera lisa é liberada a partir do repouso na 
posicéo A e desliza sem atrito para baixo na guia inclinada até que 
atinja a superficie horizontal rigida em B. Se o coeficiente de resti- 


3/13 Movimento com Forca CENTRAL 


Quando uma particula se desloca sob a influéncia de uma 
forga direcionada para um centro de atragéo fixo, 0 movi- 
mento é chamado de movimento com forca central. O exem- 
plo mais comum de movimento com forca central é 0 movi- 
mento orbital de planetas e satélites. As leis que governam 
esse movimento foram deduzidas a partir da observagéo dos 
movimentos dos planetas por J. Kepler (1571-1630). A com- 
preensdo do movimento com forga central é necessdria para 
projetar foguetes de altitude elevada, satélites da Terra, e 
veiculos espaciais. 


tui¢éo para 0 impacto é e, determine a componente x da velocidade 

da esfera apés o impacto e a fracdo n da energia perdida durante 0 

impacto. Compare seus resultados com o caso em que o canto em 
Angulo é substituide por um canto arredondado. = 

Resp. v, = y2gh cos 6 

n= 1—(cos? 6 +e? sen? 6) 


Problema 3/277 


&3/278 A esfera de 2 kg é projetada horizontalmente com uma 
velocidade de 10 m/s contra 0 carro de 10 kg que é apoiado pela mola 
com rigidez de 1600 N/m. O carro esta inicialmente em repouso com 
a mola sem compressao. Se 0 coeficiente de restituicéo é 0,6, calcule 
a velocidade de retorno v’, o Angulo de retorno @ e o curso maximo & 
do carro apés 0 impacto. 

Resp. v' = 6,04 m/s, @ = 85,9°, § = 165,0 mm 


Problema 3/278 


Movimento de um Unico Corpo 


Considere uma particula de massa m, Fig. 3/21, se deslo- 
cando sob a agdo da atracao gravitacional central 


mmy 


F=aG@ 2 
onde m, é a massa do corpo que exerce atracao, que é consi- 
derado fixo, G é a constante de gravitacdo universal, er éa 
dist&ncia entre os centros das massas. A particula de massa 
m pode representar a Terra se deslocando em torno do Sol, a 
Lua se deslocando em torno da Terra, ou um satélite em seu 
movimento orbital em torno da Terra acima da atmosfera. 
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mo Trajetéria 
a 


Figura 3/21 


O sistema de coordenadas mais conveniente a ser utiliza- 
do é o de coordenadas polares no plano do movimento, uma 
vez que F estaré sempre no sentido negativo da diregéo r e 
que nao ha forea na direcéo 6. 

As Eqs. 3/8 podem ser aplicadas diretamente para as di- 
recées r e 0 para fornecer 
pL m(? ~ r 6%) 

m (3/377) 
0 = m(rd + 276) 


-G 


A segunda das duas equagées quando multiplicada por r/m 
observa-se que passa a ser igual a d(r?6/dt = 0, que é inte- 
grada para obter 


r?é=h, uma constante (3/88) 


O significado fisico da Eq. 3/38 fica claro quando percebe- 
mos que a quantidade de movimento angular r X mv de m 
em torno de my tem o médulo m6, Assim, a Eq. 3/38 estabe- 
lece simplesmente que a quantidade de movimento angular 
de m em torno de my permanece constante (6 conservada). 
Essa afirmacdo é facilmente deduzida a partir da Eq. 3/31, 
que mostra que a quantidade de movimento angular Hg 
permanece constante (6 conservada) se nao houver nenhum 
momento atuando sobre a particula em torno.de um ponto 
fixo O. : 

Observamos que durante o intervalo de tempo dt, 0 raio 
vetor percorre uma drea, sombreada na Fig. 3/21, igual a 
dA = Gr\r dé). Portanto, a taxa em que a area é percorrida 
pelo raio vetor é A= 4r°6, que é constante de acordo com 
a Kg. 3/38. Esta conclusao esta expressa na segunda lei de 
Kepler do movimento planetario, que estabelece que as dreas 
percorridas em tempos iguais so iguais. 

A forma da trajetéria seguida por m pode ser obtida pela so- 
lugao da primeira das Eqs. 3/37, com o tempo ¢ eliminado por 
meio da combinacao com a Eq, 3/38. Para este propésito é util 
substituir matematicamente r = 1/u. Assim, 7 = —(1/u7)z, que 
a partir da Hq. 3/38 torna-se 7 —A(i/6) ou 7 = —h(duldé). A 
segunda derivada no tempo é —h(d?u/d6?)6, que combi- 
nando com a Eq. 3/38, torna-se F = —h?u? (d?u/d@). A substi- 
tuigéo na primeira das Eqs. 3/37 fornece agora 


—Gmou? = —h? u? Pu _i 1 yaya 
u 


de? 
ou 
ey fel on (3/39) 


que 6 uma equacdao diferencial linear nio homogénea. 


A solugdo dessa equacéo conhecida como de segunda or- 
dem pode ser verificada por substituic&o direta e é 


1 Ging 
u=—=Ccos(@+ 6) +— 
r nh? 
onde C e 6 sao as duas constantes de integracdo. O Angulo de 
fase 8 pode ser eliminado pela escolha do eixo x de forma que 
r seja minimo quando 6 = 0. Deste modo, 


1 cosa + Ging (3/40) 
r h 


Secdes Cénicas 


A interpretacao da Eq. 3/40 requer o conhecimento das 
equacées para secées cénicas. Lembramos que uma secdo 
conica é formada pelo lugar geométrico de um ponto que se 
desloca de tal modo que a razao e da sua distancia de um 
ponto (foco) até uma linha (diretriz) é constante. Assim, a 
partir da Fig. 3/21, e = rXd — r cos 6), que pode ser reescrita 
como 


cos 8 + — (8/41) 


que possui a mesma forma da Eq. 3/40. Portanto, vemos que 
o movimento de m é ao longo de uma seciio cénica com d = 
UC eed = h?Gmg), ou 
_ WC 
e Gig (3/42) 
Os trés casos a serem investigados correspondem ae < 1 
(elipse), e = 1 (parabola), ee > 1 (hipérbole). A trajetéria para 
cada um desses casos 6 mostrada na Fig. 3/22. 


Caso 1: elipse (e <1). A partir da Eq. 3/41 deduzimos que 
réum minimo quando 6 = 0 e 6 um maximo quando 0@ = 7. 
Deste modo, 


- __ed ed — _ed 
20 = Tain + Tmax ~ Toe t Toe ou Oe eo) 
Hipérbole ¢ > 1 \ 
Parébolae=1.° \ 
SRN 
NON 
Elipse e < 1 SN 
wm NY 
i a7 OS 
| 7 7 
| y Cireulo ~ @=0 RY 
| , 
2b —$-—- 


Apogeu 


Figura 3/22 


ee 


Com a distancia d expressa em termos de a, a Eq. 3/41 e os 
valores maximo e minimo de r podem ser escritos como 


L_itecosé 


r afl ~ e*) (3/43) 


Tin = @(L—e@) ya = (1 + e) 
Além disso, a relacéo b = aJ/1 — e*, que 6 obtida a partir 
da geometria da elipse, fornece a expresso para o semi-eixo 
menor. Vemos que a elipse se torna um cireulo com r = a 
quando e = 0. A Eq. 3/43 é uma expresso da primeira lei de 
Kepler, que afirma que os planetas se deslocam em orbitas 
elipticas em torno do Sol como foco. 

O periodo t para a érbita eliptica é a drea total A da elipse 
dividida pela taxa constanteA em que a drea 6 percorrida. 
Assim, a partir da Eq. 3/38, 


_A_. mab 


a an ae 2arab 
A 46 A 


Podemos eliminar a referéncia a @ ou h na expressdo para 
t substituindo a Eig. 3/42, a igualdade d = 1/C, as relacées 
geométricas a = ed/(1 — e”) eb = a/1 — ¢ para a elipse;e a 
equivaléncia Gig = gR*. O resultado apés simplificagao é 


(8/44) 


Nesta equacdo observe que R é 0 raio médio do corpo que 
exerce atracaéo central e g é 0 valor absoluto da aceleracao 
devida 4 gravidade na superficie do corpo que exerce atra- 
Gao. 

A Eq. 3/44 expressa a terceira lei de Kepler do movimento 
planetario que afirma que o quadrado do periodo do movi- 
mento é proporcional ao cubo do semi-eixo maior da érbita. 


al 
2 
= 
ot 
a 
ie 
= 
2 
Zz 
ef 
s 


Concepsao artistica da Mars Reconnaissance 
Orbiter, que alcancou Marte em marco de 2006. 
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Caso 2: parabola (e = 1). As Eqs. 3/41 e 3/42 tornam-se 


4-41 + cos 6) e 


nC = Gig 
= 


O raio vetor se torna infinito quando @ se aproxima de 7, por 
esta razdo a dimensao de a é infinita. 


Caso 3: hipérbole (e > 1). A partir da Eq. 3/41 vemos que 
a distancia radial r se torna infinita para os dois valores do 
Angulo polar 6, e —6, definidos por cos 6, = —1/e. Apenas o 
ramo I correspondente a — 6, < 6 < 6,, Fig. 3/23, representa 
um movimento fisicamente possivel. O ramo II corresponde 
a Angulos no setor restante (com r negativo). Para esse ramo, 
r positivos podem ser usados se 6 for substituido por @—- me 
—r por r. Assim, a Eq. 3/41 se torna 
A = Fos @— m7) + 4 ou t--1 4 d 
Mas essa expressao contradiz a forma da Eq. 3/40 onde Gm /h? 
é necessariamente positivo. Conseqiientemente o ramo II 
nado existe (exceto para forcas repulsivas). 


Analise da Energia 


Agora considere as energias da particula m. O sistema é 
conservativo, e a energia constante E de m é a soma de suas 
energia cinética T e energia potencial V. A energia cinética 
6T = dmv? = km(? + 76”) e a energia potencial a partir da 
Eq, 3/19 6 V = ~mgR?/r. 

Lembrando que g 6 a aceleracéo absoluta devida a gravi- 
dade medida na superficie do corpo que exerce atragiio, R é0 
raio do corpo que exerce atragdo, e Gmy = gR?. Deste modo, 

2 
E =A m(#? + 126%) ~ mex 


O valor constante de E pode ser determinado a partir de seu 
valor em @ = 0, onde * = 0, l/r = C + gR%h? a partir da 
Eq. 3/40, e ré = hir a partir da Eq. 3/38. Substituindo na 
expressdo para EF e simplificando resulta 


oR g?R* 
2E _ p2ce 
m h? 


Agora C é eliminado pela substituicdo da Eq. 3/42, que pode 
ser escrita como h?C = egR?, para obter 


2Eh? 
=+/1+ 
. mg?R* 


(3/45) 


t 


| 
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O sinal positivo do radical é obrigatério uma vez. que, por 
definicao, e é positivo. Vemos agora que para a 


6rbita eliptica e<1, H énegativa 
orbita parabélica e=1, Eénula 
érbita hiperbélica e>1, E 6 positiva 
Estas conclusées, evidentemente, dependem da selecio ar- 
bitrdria da condigdo de referéncia para a energia potencial 
nula (V = 0 quando r = &). 


A expressao para a velocidade v de m pode ser encontrada 
a partir da equacéio da energia, que é 


‘Re 
imo? - me. =E 


A energia total E é obtida a partir da Eq. 3/45 pela combina- 
cdo da Eq. 3/42 e U/C = d = a(1 — e*Ve para fornecer para a 
érbita eliptica 


2, 
pos (3/46) 
2a 
A substituigao na equacdéo da energia fornece 
(3/47) 


a partir da qual o médulo da velocidade pode ser calculado 
para uma 6rbita especffica em termos da distancia radial r. 
Em seguida, combinando as expressées para rain © max 
correspondentes ao perigeu e ao apogeu, Eq. 3/43, com a 
Eq. 3/47 resulta um par de expressées para as respectivas 
velocidades nessas duas posigées para a érbita eliptica: 


(3/48) 


Dados numéricos selecionados referentes ao sistema solar 
estado inclufdos no Apéndice D e sao titeis na aplicacao das 
relacées anteriores a problemas em movimento planetario. 


Resumo das Hipdteses 


A andlise anterior é baseada em trés hipéteses: 


1. Os dois corpos possuem simetria esférica de massa de 
maneira que podem ser tratados como se suas massas 
estivessem concentradas em seus centros, isto 6, como se 
fossem particulas. 

2. Nao existem outras forcas presentes, além da forca gra- 
vitacional que cada massa exerce sobre a outra. 


3. A massa my é fixa no espago. 


A hipétese (1) é excelente para corpos que esto distantes 
do corpo central que exerce atragéo, o que é 0 caso para a 


maioria dos corpos celestes. Uma classe importante de pro- 
blemas para a qual a hipétese (1) é deficiente é a de satélites 
artificiais nas proximidades de planetas achatados nos pé- 
los. Como comentario sobre a hipdtese (2), observamos que 0 
arrasto aerodindmico sobre um satélite de baixa altitude da 
Terra é uma forga que normalmente nao pode ser ignorada 
na andlise orbital. Para um satélite artificial em uma érbita 
da Terra, o erro da hipétese (3) 6 desprezivel porque a razdo 
entre a massa do satélite e a da Terra 6 muito pequena. Por 
outro lado, para o sistema Terra-Lua, um erro pequeno, po- 
rém importante é introduzido se a hipdtese (3) for aplicada — 
note que a massa lunar é cerca de 1/81 vez a da Terra. 


Problema de Dois Corpos com Perturbacao 


Consideramos agora o movimento das duas magsas e per- 
mitimos a existéncia de outras forcgas, além da atragéo mt- 
tua, estudando o problema de dois corpos com perturbagdo. 
A Fig. 3/24 apresenta a massa maior mo, a massa menor m, 
seus respectivos vetores posicdo r, e r, medidos em relacgdo 
a um referencial inercial, as forcas gravitacionais F e ~F,e 
uma forga P n&o provocada por outro corpo que é exercida 
sobre massa m. A forca P pode ser causada por arrasto aero- 
dindmico, pressao solar, a presenga de um terceiro corpo, ati- 
vidades de empuxo no préprio corpo, um campo gravitacional 
nao esférico, ou uma combinacdo destas e de outras fontes. 

A aplicagaio da segunda lei de Newton para cada massa 
resulta em 


mm, Fa < 
G—r = mot e -G— rt P= mi. 
oF 1 z 2 


3 


Dividindo a primeira equaco por mp, a segunda equacdo por 
m, e subtraindo a primeira equagéo da segunda se obtém 


ou 


(3/49) 


A Eq. 3/49 6 uma equagaio diferencial de segunda ordem que, 
quando resolvida, fornece o vetor posigéo relativa r como 
uma fungao do tempo, O uso de técnicas numéricas normal- 
mente 6 necessdrio para a integracao das equagées diferen- 
ciais escalares que séio equivalentes & equacdo vetorial 3/49, 
especialmente se P nao for nulo. 


Figura 3/24 


Problema Restrito a Dois Corpos 


Se my >> me P = 0, temos o problema restrito a dois cor- 
pos, cuja equagéo do movimento é 
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A comparaciio da Eq. 3/49 (com P = 0) e da Eq. 3/49a 
nos permite relaxar a hipétese de que a massa my é fixa no 
espago. Se substituirmos mp por (7g + m) nas expresses 


desenvolvidas com a hipétese de mp fixo, entao obteremos 


és m : 7 
€+G = r=0 (3/49a) — expressdes que consideram 0 movimento de my. Por exemplo, 
a expressdo corrigida para 0 periodo do movimento eliptico 
Com r e ¥ expressos em coordenadas polares, a Eq. 3/49a de m em torno de my 6, a partir da Eq. 3/44, 
resulta 
. r 7 ise m, 3/2 
(# ~ r6%)e, + (rb + 276 )e, ++ G2 (re,) = 0 7 = Iq} — Se (3/490) 
r ¥GUm9 + m) 
0 
Quando comparamos os coeficientes de vetores unitdrios 
iguais, recuperamos as Eqs. 3/37. onde a igualdade R’g = Gm, foi utilizada. 
Exemplo 3/31 
Um satélite artificial é langado a partir do ponto B sobre o Equador por seu foguete _ 
portador e colocado em uma 6rbita eliptica com uma altitude de perigeu de 2000 km. Se ps 2500 km 
a altitude de apogeu deve ser 4000 km, calcule (a) a velocidade necessdria no perigeu Up ies 
e a velocidade correspondente no apogeu ug, (b) a velocidade no ponto C onde a altitude ee 
do satélite é de 2500 km, e (c) o periodo t para uma érbita completa. i Pp 
Solugdo. (a) As velocidades no perigeu e no apogeu para as altitudes especificadas sAo 
dadas pelas Eqs. 3/48, onde 
t 
T max = 6371 + 4000 = 10 871 km 
® a 2000 km 
Tin = 6871 + 2000 = 8371 km 
@ = (Pann + Pmax)/2 = 9371 km 
Deste modo, 


Sugestdes Uteis 


le frends {9,825 fio371 
=R/2 /™* = gs710% _/—9.825 [10 371 
P nf Tin (109 J saricio V 8871 


@® O raio médio de 12 742/2 = 6371 km da Ta- 


= 7261 m/s ou 26 140 kin/fh Resp. bela D/2 no Apéndice D 6 utilizado. A acele- 
rag&o absoluta da gravidade g = 9,825 m/s? 
=R_ ff : [ini [2,825 /_ 8871 da Segdo 1/5 também serd utilizad: 
= R f=: {2 = 6371(10% = a Secao ambem sera utilizada. 
A J Tix ue 9371(108) ¥ 10371 
= 5861 m/s ou 21 099 km/h Resp. 


(b) Para uma altitude de 2500 km a distancia radial a partir do centro da Terra 6 r = 
6371 + 2500 = 8871 km. A partir da Eq. 3/47 a velocidade no ponto C resulta 


@ ug? = 2gn'{ = 3) = 2(9,825)[(6871)(109)/" ee ist wis)ds @ E preciso ter cuidado com as unidades. ft 
ro 2a, 8871 18 742/108 freqiientemente mais seguro trabalhar em 
= 47,353(108)(m/s)? unidades de base, metros neste caso, e con- 

verter depois. 

Uc = 6881 m/s ou 24773 km/h Resp. 
(¢} periodo da érbita 6 dado pela Eq. 3/44, que resulta em 
® t=20 gee es (2371)(103))? = 9026 s ® Devemos observar aqui que o intervalo de 
Rig (6371)(10*),/9,825 tempo entre sucessivas passagens do saté- 
ou 7=2,507h Resp. lite pelo alto conforme registrado por um 
observador sobre o equador é mais longo 
do que o periodo calculado aqui jé que’o ob- 
servador ter se deslocado no espago devido 
4 rotagao da Terra no sentido anti-hordrio, 
como visto olhando para baixo sobre o Pélo 
Norte. 


Le 
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PROBLEMAS 


(Salvo indicacdo em contrario, as velocidades mencionadas nos pro- 
blemas que se seguem sao medidas a partir de um sistema de refe- 
réncia sem rotagao que se desloca com 0 centro do corpo que exerce 
a atracdo. Além disso, 0 arrasto aerodinamico deve ser desprezado 
salvo indicagdo contraria. Use g = 9,825 m/s” para a aceleracao ab- 
soluta da gravidade na superficie da Terra e trate a Terra como uma 
esfera de raio R = 6371 km.) 


Problemas intradutérios 


3/279 Determine a velocidade v da Terra em sua érbita em torno 
do Sol. Suponha uma érbita circular de raio 150(10°) km. 
Resp, v = 29,75 km/s 


3/280 Qual velocidade v deve ter o énibus espacial a fim de liberar 
o telescépio espacial Hubble em uma Grbita circular de 590 km em 
torno da Terra? 


4 
os Pa 


Problema 3/280 


3/281 Calcule a velocidade de uma nave espacial que orbita a Lua 
em uma trajetéria circular de 80 km de altitude. 
* Resp. v = 1641 m/s 


Problema 3/281 


3/282 Mostre que a trajetéria da Lua é céncava em diregao ao Sol 
na posic&o indicada. Assuma que o Sol, a Terra, e a Lua se encon- 
tram na mesma linha. 


Problema 3/282 


3/283 Uma nave espacial esta orbitando a Terra em uma trajeté- 
ria circular de altitude H. Se o motor do seu foguete é ativado para 
produzir um aumento subito de velocidade, determine o incremento 
Av necessario para permitir que a nave espacial escape do campo 
gravitacional da Terra. Calcule Av se H = 320 km. 

Resp. Av = 3,20 km/s 


3/284 Sea altitude de perigeu de um satélite da Terra 6 de 240 km 
e a altitude de apogeu é de 400 km, calcule a excentricidade e da 
érbita e o perfodo 7 de uma 6rbita completa no espago. 


3/285 Dos quatro principais satélites de Jupiter (que foram avis- 
tados pela primeira vez por Galileu em 1610), Ganimedes 6 0 maior 
e atualmente 6 conhecido por ter uma massa de 1,490(10) kg e 
um raio orbital de 1,070(105) km em sua trajetéria quase circular 
em torno de Jupiter. A massa de Jupiter 6 1,900(102") kg (que 6 318 
vezes a massa da Terra), e seu didmetro equatorial é 142 800 km. 
Calcule a forga gravitacional F exercida sobre Ganimedes por Jupi- 
ter e determine a acelerag&o a, de Ganimedes com relag&o ao cen- 
tro de Jupiter. Use este resultado para calcular o perfodo t de sua 
érbita e compare com o valor observado de 7,16 dias siderais. (1 dia 
sideral = 23,93 h) 
Resp. F = 16,50 (102) N 
v= 7,17 dias 
a, = 110,7(10°3) m/s? 


3/286 Um satélite est4 em uma érbita circular da Terra de raio 2R, 
onde R é 0 raio da Terra. Qual é 0 incremento minimo de velocidade 
Av necessdrio para alcangar o ponto B, que esta a uma distancia 3h 
a partir do centro da Terra? Em que ponto na 6rbita circular original 
o incremento de velocidade deve ser adicionado? 


Pee es 
7 i ~S.3R 
LD ey aR Ss 
/ \ 
/ \ 
/ \ 
I \ 
i ! 
{ i 
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\ / 
\ / 
* 7 
; nee 


Problema 3/286 


3/287 Um satélite esta em uma érbita circular polar com 300 km 
de altitude. Determine a separagdo d no equador entre as projecdes 
da trajetdria do satélite na superficie da Terra (mostradas traceja- 
das) associadas com duas passagens sucessivas do satélite. 

Resp. d = 2520 km 


Problema 3/287 


3/288 Determine a diferenca de energia AE entre um énibus es- 
pacial de 80 000 kg sobre a plataforma de langamento em Cabo Ca- 
naveral (latitude 28,5°) e o mesmo 6énibus espacial em uma 6érbita 
circular de altitude h = 300 km. 


3/289 Determine a velocidade v requerida de um satélite da Terra 
no ponto A para (a) uma 6rbita circular, (6) uma érbita eliptica de 
excentricidade e = 0,1, (c) uma 6rbita elfptica de excentricidade e = 
0,9, ed) uma érbita parabélica. Nos casos (b), (c), e (d), A 6 0 perigeu 
da érbita. 
Resp.(a) v = 7544 m/s, (b) v = 7912 m/s 
(c) v = 10 398 m/s, (d} v = 10 668 m/s 


Problema 3/289 


Problemas Representativos 


3/290 O satélite A que se desloca na érbita circular e 0 satélite 
B que se desloca na érbita elfptica colidem e se tornam presos no 
ponto C. Se as massas dos satélites sdo iguais, determine a altitude 
maxima h,,,, da érbita resultante. 
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Problema 3/290 


3/291 Caso a Terra seja subitamente privada de sua velocidade 
orbital em torno do Sol, encontre o tempo ¢ que levaria para a Terra 
“cair” até a posicao do centro do Sol. (Sugestdo: O tempo seria a me- 
tade do perfodo de uma 6rbita eliptica degenerada em torno do Sol 
com o semi-eixo menor se aproximando de zero.) Consulte a Tabela 
D/2 para o perfodo exato da Terra em torno do Sol. 

Resp. t = 64,6 dias 


3/292 Apés o langamento a partir da Terra, 0 énibus espacial de 
85 000 kg esta na érbita elfptica mostrada. Se a 6rbita deve se tor- 
nar circular na altitude do apogeu de 320 km, determine o intervalo 
de tempo necess4rio At durante o qual seus dois motores do sistema 
de manobra orbital (OMS na sigla em inglés), cada um com um em- 
puxo de 30 KN, devem ser acionados quando a posi¢ao de apogeu C 
é atingida. 


240 km 


Problema 3/292 


3/293 Um satélite “sem arrasto” carrega uma pequena massa no 
interior de uma cémara como mostrado. Se a velocidade do satélite 
diminui por causa do arrasto, a velocidade da massa nao diminui, 
e, entdo, a massa se desloca em relacdo A cAémara como indicado. 
Sensores detectam essa variagéo na posicéo da massa no interior 
da camara, e o propulsor do satélite é acionado periodicamente para 
centralizar novamente a massa. Dessa maneira, o arrasto é compen- 
sado. Se o satélite esta em uma érbita circular em torno da Terra de 
200 km de altitude e um tempo total de queima do propulsor de 300 
segundos ocorre durante 10 érbitas, determine a forga de arrasto A 
que atua sobre o satélite de 100 kg. A forca de empuxo E é de 2N. 

# Resp. D = 0,01132 N 


| 
| 
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Problema 3/293 


3/294 Determine a velocidade necessdria vg na direcio indicada 
para que a trajetéria da nave espacial seja tangente a érbita circular 
no ponto C, Qual deve ser a distancia 6 para que esta trajetéria seja 
possivel? 


Problema 3/294 


3/295 0 sistema bindrio de estrelas consiste nas estrelas A e B, 
em que ambas orbitam em torno do centro de massa do sistema. 
Compare o periodo orbital t-calculado com a hipétese de uma estrela 
fixa A com o perfodo 1, calculado sem essa hipétese. 

Resp. 1, = 21 760 000 s, 7,¢= 20 740 000 s 


Problema 3/295 


3/296 Os dois satélites B e C estéo na mesma Orbita circular com 
altitude de 800 km. O satélite B est4 2000 km & frente do satélite 
C conforme indicado. Mostre que C pode alcangar B “acionando os 
freios”, Especificamente, em qual quantidade Av deve ser reduzida & 
velocidade de C na 6rbita circular de modo que este se encontre com 
B apés um perfodo em sua nova érbita eliptica? Verifique se C nao 
atinge a Terra na érbita elfptica. 


Problema 3/296 


3/297 Determine a quantidade necessdria Av na qual a velocidade 
do satélite C na érbita circular deve ser reduzida se a manobra de 
emparelhamento do Prob. 3/296 deve ser realizada nao em um mas 
em dois perfodos em uma nova 6rbita eliptica. 

Resp. Av = 203 km/h 


3/298 Uma nave espacial esta em uma 6rbita circular de raio 3R 
em torno da Lua. No ponto A, a nave espacial ejeta uma sonda que 
esta projetada para chegar até a superficie da Lua no ponto B. De- 
termine a velocidade necessdria v, da sonda em relacéo A nave espa- 
cial logo apés a ejecao. Calcule também a posigao 6 da nave espacial 
quando a sonda chega ao ponto B. 


Problema 3/298 


3/299 O 6nibus espacial de 80 t esté em uma G6rbita circular com 
320 km de altitude. Os dois motores do sistema de manobra orbital 
(OMS na sigla em inglés), cada um com um empuxo de 27 KN, s&o 
acionados com empuxo para tras por 150 segundos. Determine o dn- 
gulo 8 que localiza o ponto de intersegio da trajetéria do énibus es- 
pacial com a superficie da Terra. Assuma que a posigéo B do énibus 
espacial corresponde 4 conclusdo da queima no OMS e que nenhuma 
perda de altitude ocorre durante a queima. 

Resp. B = 151,3° 


ee 
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Problema 3/299 


3/300 Um satélite 6 colocado em uma 6rbita circular polar a uma 
distancia H acima da Terra. Quando o satélite passa por cima do 
Pélo Norte em A, seu retrofoguete é ativado para produzir um in- 
tenso empuxo negativo que diminui sua velocidade para um valor 
que garantird uma aterrissagem equatorial. Desenvolva a expressao 
para a reducdo Av, necessdria da velocidade em A. Observe que A 6 
0 apogeu da trajetéria elfptica. 


~ 


Problema 3/300 


3/301 Um projétil é langado a partir de B com uma velocidade de 
2000 m/s em um Angulo ade 30° com a horizontal como mostrado. 
Determine a altitude maxima hyyg,. 

Resp. Ring, = 53,9 km. 


Problema 3/301 


3/302 Calcule o médulo da velocidade de langamento necessdria 
em B sea trajetéria do projétil deve interceptar a superficie da Terra 
de forma que o angulo f seja igual a 90°. A altitude no ponto mais 
alto da trajetéria é 0,5R. 


Problema 3/302 


3/303 Calcule o Angulo de langamento a necessdrio no ponto B 
para a trajetéria prescrita no Prob. 3/302. 
Resp. a = 38,8° 


3/304 Uma nave espacial se movendo em uma orbita equatorial 
de oeste para leste é observada por uma estacdo de rastreamento 
localizada sobre 0 equador. Se a nave espacial possui uma altitude 
de perigeu H = 150 km, velocidade v diretamente acima da estacdo 
e uma altitude de apogeu de 1500 km, determine uma expressao 
para a velocidade angular p (em relagdo a Terra) na qual a antena 
parabélica deve ser girada quando a nave espacial esta diretamente 
acima, Calcule p. A velocidade angular da Terra 6 w = 0,7292 (10-4) 
rad/s, 


Problema 3/304 


3/305 As altitudes de perigou e de apogeu acima da superficie da 
Terra de um satélite artificial sio hy, ¢ h,, respectivamente. Desen- 
volva a expressdo para 0 raio de curvatura Pp, da érbita na posigéo do 
perigeu. O raio da Terra é R. 

(R+h WR + h,) 


Resp. Pp = 2 IR +h, +h, 


3/306 Um satélite sincrono é aquele cuja velocidade em sua érbi- 
ta circular permite que este se mantenha acima da mesma posicao 
sobre a superficie da Terra em rotacéio. Calcule a distancia H neces- 
sdria do satélite acima da superficie da Terra. Estabeleca a posigéo 
do plano orbital do satélite e calcule a faixa angular 6 da longitude 
sobre a superficie da Terra para a qual existe uma linha de visdo 
direta para o satélite. 
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3/307 Uma nave espacial com uma massa de 800 kg esta se deslo- 
cando em uma 6rbita circular a 6000 km acima da Terra. Deseja-se 
alterar a érbita para uma elfptica com uma altitude de perigeu de 
8000 km conforme indicado. A transicao é feita pelo acionamento do 
retromotor em A com um empuxo reverso de 2000 N. Calcule o tem- 
po ¢ necessdrio durante o qual o motor deve permanecer ativado. 
Resp. t = 162s 


=p /£{ | 2__ 
Resp. to RE ( Att 1) 


= 2370 m/s 


i! g - ary 
meen fi (a) 


= 1447 mis 


Problema 3/307 


*3/308 Em 1995 uma espaconave chamada Solar and Heliosphe- 
rie Observatory (SOHO) foi colocada em uma 6érbita circular em tor- 
no do Sol e interior A da Terra como mostrado. Determine a distancia 
h de modo que o perfodo da érbita da espaconave seja igual ao da 
Terra, com o resultado de que a espagonave permanega entre a Terra 
eo Sol em uma érbita “halo”. 


Problema 3/308 


3/309 Um veiculo espacial se deslocando em uma 6rbita circular 
de raio r, se transfere para uma 6érbita circular maior de raio rg por 
meio de uma trajetéria eliptica entre A e B. (Essa trajetéria de trans- 
feréncia é conhecida como a 6rbita de transferéncia de Hohmann.) 
A transferéncia 6 realizada por meio de um aumento repentino de 
velocidade Av, em A e um segundo aumento repentino de velocidade 
Aug em B. Escreva expressées para Av, e Avg em termos dos raios 
mostrados e do valor de g para a aceleragéo da gravidade na super- 
ficie da Terra. Se cada Av 6 positivo, como pode a velocidade para 
a trajetéria 2 ser inferior 4 velocidade para a trajetéria 1? Calcule 
cada Av ser, = (6371 + 500) km er, = (6371 + 35 800) km. Note que 
ry foi escolhido como o raio de uma 6rbita geossincrona. 


Problema 3/309 


»3/310 Uma nave espacial em uma orbita eliptica tem a posigaio 
ea velocidade indicadas na figura em um determinado instante. De- 
termine 0 comprimento do semi-eixo maior a da 6rbita e encontre 0 
Angulo agudo a entre o semi-eixo maior e a linha /, Seré que a nave 
espacial eventualmente atinge a Terra? 

Resp. a = 7462 km, a = 72,8°, nao 


10 


\ v= 7400 m/s 


1 


1000 km 
Problema 3/310 


»3/311 O satélite tem uma velocidade em B de 3200 m/s na dire- 
¢do indicada. Determine o Angulo 8 que situa o ponto C de impacto 


com a Terra. 
Resp. 8 = 109,1° 


Problema 3/311 
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3/312 No instante representado na figura, um pequeno satélite 
experimental A é ejetado do énibus espacial com uma velocidade 
v, = 100 m/s em relacao ao énibus espacial, direcionada para o centro 
da Terra. O 6nibus espacial esta em uma 6rbita circular de altitude 
A = 200 km. Para a érbita elfptica resultante do satélite, determine 
o semi-eixo maior @ e sua orientacéo, o periodo 1, a excentricidade 
e, a velocidade no apogeu v,, a velocidade no perigeu 0,, ryax © imine 
Esboce a érbita do satélite. 
Resp. a = 6572 km (paralelo ao eixo x) 
7 = 5801s, e = 0,01284 
7690 m/s, v, = 7890 m/s 
Tax = 6,66(10°) m, rng, = 6,49(105) m 


3/14 Movimento Rexativo 


Até este ponto em nosso desenvolvimento da cinética do 
movimento da particula, aplicamos a segunda lei de Newton 
e as equagdes de trabalho-energia e impulso-quantidade de 
movimento a problemas onde todas as medidas do movimen- 
to foram realizadas com respeito a um sistema de referéncia 
que foi considerado fixo. O mais préximo que podemos chegar 
de um sistema de referéncia “fixo” é o sistema inercial primd- 
rio ou referencial astronémico, que é um conjunto imaginario 
de eixos ligados a estrelas fixas. Todos os outros sistemas de 
referéncia entéo sAo considerados como possuindo movimen- 
to no espago, incluindo qualquer sistema de referéncia ligado 
a Terra em movimento. 

No entanto, as aceleragdes de pontos ligados a Terra 
quando medidas no sistema primdrio séo muito pequenas 
e normalmente as desprezamos para a maior parte das me- 
didas na superficie da Terra. Por exemplo, a aceleragao do 
centro da Terra em sua érbita quase circular em torno do 
Sol considerado fixo 6 0,00593 m/s’, e a aceleracdo de um 
ponto sobre o equador no nivel do mar em relacdo ao centro 
da Terra considerado fixo é 0,0339 m/s®. Evidentemente, es- 
tas aceleragdes séo pequenas em comparacéo com g e com 
a maioria de outras aceleracées significativas em trabalhos 
de engenharia. Assim, cometemos apenas um pequeno erro 
quando assumimos que nossos eixos de referéncia ligados & 
Terra sAo equivalentes a um sistema de referéncia fixe. 


Equacio do Movimento Relativo 


Consideramos agora uma particula A de massa m, 
Fig. 3/25, cujo movimento é observado a partir de um conjun- 
to de eixos x-y-z que possuem translagdo com respeito a um 
referencial fixo X-Y-Z. Assim, as diregdes x-y-z permanecerfo 
sempre paralelas as diregées X-Y-Z. Vamos adiar a discussao 
do movimento em relacgdo a um sistema de referéncia com 
rotagao até as Secdes 5/7 e 7/7. A aceleragdo da origem B de 
x-y-z 6 ag. A aceleragao de A quando observada a partir de ou 
em relagdo a x-y-z 6 a, = Agp = Eyyp, e pelo principio do mo- 
vimento relativo da Secéio 2/8, a aceleracdo absoluta de A é 


ay = 83 F Be] 
Desta forma, a segunda lei de Newton 2F = ma, se torna 


SF = mlag + ae) (3/50) 


Problema 3/312 


Figura 3/25 


Podemos identificar o somatério das forgas XF, como sem- 
pre, por um diagrama de corpo livre completo. Este diagrama 
parecerd igual para um observador em x-y-z ou para um em 
X-Y-Z enquanto somente as forcas reais que agem sobre as 
particulas sdo representadas. Podemos imediatamente con- 
cluir que a segunda lei de Newton nao é valida com respeito 
aum sistema com aceleragéo uma vez que LF # ma,q. 


Principio de D'Alembert 


A aceleracéo da particula que medimos a partir de um 
conjunto fixo de eixos X-Y-Z, Fig. 3/26a, 6 a sua aceleracéo 
absoluta a. Neste caso a relagdo conhecida 2F = ma se apli- 
ca, Quando observamos a particula a partir de um sistema 
mével x-y-z preso a ela, Fig. 3/26b, a particula necessaria- 
mente parece estar em repouso ou em equilibrio em x-y-z. 
Assim, o observador que estd acelerando com x-y-z conclui 
que uma forca —ma atua sobre a particula para equilibrar 
2F. Esse ponto de vista, que permite o tratamento de um 
problema de dinamica pelos métodos da estatica, foi uma 
conseqiiéncia natural do trabalho de D’Alembert contido em 
seu Traité de Dynamique publicado em 1743. 

Esta abordagem corresponde simplesmente a reescrever 
a equacdo do movimento como XF — ma = 0, a qual assume 
a forma de um somatério de forga nulo se —ma é tratado 
como uma forca. Essa forca ficticia 6 conhecida como a forca 
de inéreia, e o estado de equilibrio artificial criado é conhe- 
cide como equilibrio dindmico. A aparente transformacdo de 
um problema em dinamica para um em estdtica tornou-se 
conhecida como principio de D’Alembert. 

As opinides variam a respeito da interpretacéo original do 
principio de D’Alembert, mas o principio na forma em que é 


| 
| 
{ 
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Figura 3/26 


geralmente conhecido é considerado, neste livro, como sen- 
do essencialmente de interesse histérico. Este se desenvol- 


-veu quando o conhecimento e a experiéncia com dindmica 


eram extremamente limitados e foi um recurso para explicar 
a dinAmica em termos dos principios da estatica, que eram 
mais plenamente compreendidos. Esse pretexto de usar uma 
situagdo artificial para deserever uma situagdo real j4 nado 
se justifica, pois hoje uma profusao de conhecimentos e ex- 
periéncias em dinAfmica suporta fortemente a abordagem 
direta de pensar em termos de dindmica e ndo em estatica. 
E relativamente dificil compreender a longa persisténcia na 
aceitacdo da estatica como uma forma de entender a dina- 
mica, sobretudo tendo em vista a pesquisa continua para o 
entendimento e a descricao dos fenémenos fisicos em sua for- 
ma mais direta. 

Vamos mencionar apenas um exemplo simples do método 
conhecido como principio de D’Alembert. O péndulo cénico de 
massa m, Fig. 3/27a, est4 oscilando em um circulo horizontal, 
com sua linha radial r possuindo uma velocidade angular w. 


rt ri 

a 91 
n+— { n-— ea 

mg mg 

(b) (ce) 


Figura 3/27 


Na aplicacdo direta da equacdo do movimento ZF = ma, na 
direcdo n da aceleracao, o diagrama de corpo livre na parte 
b da figura mostra que T' sen @ = mrw*. Quando aplicamos 
a condicao de equilibrio na diregao y, T cos @ — mg = 0, po- 
demos determinar as incégnitas T e @. Mas se os eixos de 
referéncia est&o ligados 4 particula, ela aparentard estar 
em equilibrio em relagdo a estes eixos. Conseqtientemente, 
a forca de inércia ~ma deve ser adicionada, o que equivale a 
imaginar a aplicagéo de mre” no sentido oposto a aceleracao, 
como mostrado na parte c da figura. Com esse pseudodiagra- 
ma de corpo livre, um somatério de forca nulo na direcéo n 
fornece T sen @ — mrw* = 0 que, evidentemente, nos fornece 
o mesmo resultado que antes. 

Podemos concluir que nenhuma vantagem resulta desta 
formulac&o alternativa. Os autores nfo recomendam a sua 
utilizacaio uma vez que néo apresenta nenhuma simplifica- 
cao e acrescenta uma forga inexistente ao diagrama. No caso 
de uma particula se deslocando em uma trajetéria circular, 
essa forca hipotética de inércia é conhecida como forga cen- 
trifuga uma vez que é direcionada para longe do centro e é 
contraria ao sentido da aceleragiio. Vocé 6 encorajado a reco- 
nhecer que nao existe uma forga centrifuga real agindo sobre 
a particula. A unica forca verdadeira que pode ser correta- 
mente chamada de centrifuga é a componente horizontal da 
tracéo T exercida pela particula sobre o cordéo. 


Velocidade Constante, Sistemas sem Rotacao 


Na discussio do movimento de parti¢ulas em relagio a 
sistemas de referéncia méveis, devemos observar 0 caso es- 
pecial em que o sistema de referéncia tem uma velocidade 
constante e ndo possui rotagdo. Se os eixos x-y-z da Fig. 3/25 
tém uma velocidade constante, entéo a, = 0 e a acelera- 
¢ao da particula é a, = a,,). Portanto, podemos escrever a 
Eig. 3/50 como 


(3/51) 


que nos diz que a segunda lei de Newton é valida para medi- 
das realizadas em um sistema que se desloca com uma velo- 
cidade constante. Tal sistema é conhecido como um sistema 
inercial ou como um sistema de referéncia newtoniano. Ob- 
servadores no sistema mével e no sistema fixo concordarao, 
também, sobre a designacdo da forca resultante agindo sobre 
a particula a partir de seus diagramas de corpo livre idén- 
ticos, desde que se evite o uso de quaisquer das chamadas 
“forcas de inércia”. 

Vamos examinar agora a questo paralela a respeito da 
validade da equacio de trabalho-energia e da equacao de im- 
pulso-quantidade de movimento em relacao a um sistema 
com velocidade constante, sem rotacgio. Novamente, toma- 
mos os eixos x-y-z da Fig. 3/25 que se deslocam com uma velo- 
cidade constante vg = tg em relagéo aos eixos fixos X-Y-Z. A 
trajetéria da particula A em relacéo a x-y-z 6 governada por 
¥,.1 € 6 representada esquematicamente na Fig. 3/28. O tra- 
balho realizado por ZF em relagio a x-y-z 6 dU, = £F-dr,.). 
Mas 2F = ma, = ma, uma vez que ag = 0. Também 
Az AT poy = Vye'EV__) pela mesma razao que a, ds = v du na 
Segéo 2/5 sobre movimento curvilineo. Desta forma, temos 


= = — al 
WW yey = MA: AL yo) = MV ey Bye = dg Mz") 
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Figura 3/28 


Definimos a energia cinética em relacgéo a x-y-z como 
Tyre = Limvye? de modo que agora temos 


2 
AU, = dT yi) ou Dey = AT ret (8/52) 


que mostra que a equaciéo de trabalho-energia é valida para 
medidas feitas em relacio a um sistema com velocidade 
constante, sem rotacdo. ‘ 

Com relagio a x-y-z, 0 impulso sobre a particula durante o 
intervalo de tempo dt é 2F dt = ma, dt = ma,,., dt. Mas ma,, 
dt = m dv, = d(mv,._)) de forma que 


iF dt = d(mv,¢)) 


rel 


Definimos a quantidade de movimento linear da particula 
em relagdo a x-y-z como G,,. = MV;._, que fornece F di = 
dG.) Dividindo por dt e integrando resulta 


(3/53) 


Assim, as equagdes de impulso-quantidade de movimen- 
to para um sistema de referéncia fixo também sao validas 


para medidas feitas em relacéo a um sistema com velocidade 
constante, sem rotacdo. 

Finalmente, definimos a quantidade de movimento angu- 
lar relativa da particula em torno de um ponto em x-y-z, tal 
como a origem B, como o momento da quantidade de movi- 
mento linear relativa. Assim, (Hg),¢) = Yre) X G,g1- A derivada 
no tempo fornece (Hg) ,e = Pret X Gyo + Vrey X Gye. O primeiro 
termo nada mais é do que V,9, X mV, = 0, e o segundo termo 
vem a ser fj.) X 2F = 2Mz, 0 somatério dos momentos em 
torno de B de todas as forcgas sobre m. Conseqiientemente, 


temos 
(3154) 


que mostra que a relagéo momento-quantidade de movimen- 
to angular é vaélida em relacéo a um sistema com velocidade 
constante, sem rota¢géo. 

Embora as equacées de trabalho-energia e impulso-quan- 
tidade de movimento sejam validas com relagdo a um sistema 
em translacdo com uma velocidade constante, as expressdes 
individuais para trabalho, energia cinética, e quantidade de 
movimento diferem entre os sistemas fixo e mével. Deste 
modo, 


(dU = SF -dr,) # (dU, = IF «dr,_)) 
(L = Fv g?) # (Poa = FMV p01?) 
(G = mvg) # (Gyo = MVzeu) 


As Eqs. 3/51 a 3/54 s&o provas formais da validade das 
equacées newtonianas da cinética em qualquer sistema com 
velocidade constante, sem rotacgéo. Poderfamos ter previsto 
estas conclusdes a partir do fato que 3F = ma depende da 
aceleracéio e nao da velocidade. Também podemos concluir 
que nao existe um experimento que pode ser conduzido em e 
relativo a um sistema com velocidade constante sem rotacdo 
(sistema de referéncia newtoniano) que descubra a sua velo- 
cidade absoluta. Qualquer experimento mecAnico ird obter 
os mesmos resultados em qualquer sistema newtoniano. 
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Exemplo 3/32 


Um péndulo simples de massa m e comprimento r esta montado sobre o vagao- 
plataforma, que possui uma aceleragéo horizontal constante @ j como mostrado. Se o 
péndulo é liberado a partir do repouso em relag&o ao vagao-plataforma na posic¢éo @ = 
0, determine a expressio para a tragéio T' na haste leve de suporte para qualquer valor 
de @. Encontre também T para @ = n/2e0= 7. 


Solucdo. Vinculamos 0 nosso sistema de coordenadas mével x-y ao vagao em transla- 
cao com origem em O por conveniéncia. Em relagao a este sistema, as coordenadas net 
sao as mais naturais a se usar uma vez que 0 movimento é circular em x-y.A aceleragio 
de m é dada pela equacéo da aceleragéo relativa 

A= ap + Ara 


onde a,, 6 a acelerag&éo que seria medida por um observador que se destoca com 0 va- 
gao. Este mediria uma componente n igual a ré? e uma componente ¢ igual ar. As trés 
componentes da aceleragéo absoluta de m s4o mostradas na vista isolada. 

Primeiro, aplicamos a segunda lei de Newton para a direcdo ¢ e obtemos 


[=F, = ma,] mg cos @ = m(ré ~ ag sen 6) 
ré =g cos + A sen é 


Integrando para obter @ como uma fungdo de 6 resulta 
Pa ren Oe. 4 
[6 dé = 6 dé] f 6a6={ 7 Cg c08 8 + ay sen 6) do ‘ 
0) 0 


6? 
2 


Aplicamos agora a segunda lei de Newton para a direcdo n, observando que a com- 
ponente n da aceleragéo absoluta é 6? — ag cos 8. 


= A (g sen @ + ag(1 ~ cos 9)} 


(oF, =ma,]  T — mg sen@ = m(r6? ~ ag cos 8) 


= m[2g sen@ + 2a9(1 — cos 8) — ay cos 0] 


T = mli8g sen @ + a(2 — 3 cos 4)] Resp. 

Para 6 = 7/2 e 0 = 7, temos 
Trg = mI8g(1) + ag(2 — 0)] = m(Bg + Bay) Resp. 
T,, = m[3g(0) + ao(2 — 8{-1D] = 5may Resp. 


Exemplo 3/33 


O vagao-plataforma se desloca com uma velocidade constante Up € Carrega um guin- 
cho que produz uma tragéo constante P no cabo preso ao carrinho. O carrinho possui 
uma massa 7m e se desloca livremente sobre a superficie horizontal partindo do repouso 
em relacao ao vagao-plataforma em x = 0, instante no qual X = Xp = 6. Aplique a equa- 
¢do de trabalho-energia ao carrinho, inicialmente, como um observador que se desloca 
com o sistema de referéncia do vagiio e, em seguida, como um observador sobre o solo, 
Mostre a compatibilidade das duas expresses. 


Solugdo. Para o observador sobre 0 vagao-plataforma, o trabalho realizado por Pé 


x 
Uy = f Pdx=Px para P constante 
0 


A variacao na energia cinética em relacdo ao vagiio é 
AT. = 4m(&2 — 0) 
A equagio de trabalho-energia para o observador mével vem a ser 


i 
[U2 = AT ett Px = 5mx? 


Diagrama de Componentes 
corpo livre da aceleracdo 


Sugestées Uteis 


@ Escolhemos primeiro a direcéo t uma vez 
que a equacao na direcgao n, que contém a 
incégnita T, envolverd &, que, por sua vez, 
é obtida a partir de uma integragio de 6. 


@ Nao deixe de identificar que 6 dé = 6 do 
pode ser obtido a partir de v dy = a, ds divi- 
dindo por r?, 


Sugestées Uteis. 


@® A tinica coordenada que o observador mével 
pode medir é x. 
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Para o observador no solo, 0 trabalho realizado por P é 
Xx 
u=[ Pax=PXx-d) 
6 
A variagao na energia cinética medida em relagdo ao solo 6 
AT = gmx? - 92) 
A equagao de trabalho-energia para o observador fixo fornece 


(U= AT] P(X ~ b) = A(X? — up?) 


@ Para o observador no solo, a velocidade ini- 
cial do carrinho é up entao sua energia ciné- 
tica inicial é = bmv,2. 


Para conciliar essa equacéo com aquela para o observador mével, podemos fazer as 


seguintes substituigdes: 


X= tx, X= + &, =k 
Deste modo, 
P(X — b) = Px + P(g — 6) = Px + mk(xq — b) 
= Px + miugt = Px + mugt 
e 


X? — ug? = (ug? + £2 + Quy — 92) = £2 + Quok 
A equagiio de trabalho-energia para o observador fixo fornece agora 


Px + mug = dmx? + mugt 


® O simbolo ¢ representa o tempo de movi- 
mento desde x = 0 até x = x. O deslocamen- 
tox — 6 do carrinho é igual a sua velocida- 
de vp multiplicada pelo tempo ¢ ou xy — b = 
vot. Além disso, uma vez que a aceleracio 
constante multiplicada pelo tempo é igual a 
variacéo da velocidade, xt = x. 


que é simplesmente Px = bmi?, como inferido pelo observador mével. Vemos, portanto, 


que a diferenca entre as duas expressées de trabalho-energia 6 


U- Uy = T Pret = mugk 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


3/313 O caminhao plataforma esta viajando na velocidade cons- 
tante de 60 km/h subindo a inclinagao de 15% quando 0 caixote de 
100 kg que carrega recebe um empurr4o que transmite a esse uma 
velocidade relativa inicial de x = 3 m/s em diregdo a parte traseira 
do caminhao. Se o caixote desliza uma distancia x = 2 m medida 
sobre a plataforma do caminhéo antes de atingir o repouso na pla- 
taforma, calcule o coeficiente de atrito dindmico y, entre o caixote e 
a plataforma do caminhao. 

Resp. py, = 0,382 


100 


Problema 3/313 


3/314 Sea mola de constante k é comprimida de uma distancia 
8 como indicado, calcule a aceleragao a,.) do bloco de massa m, em 
relagdo a estrutura de massa m, apés a liberagao da mola. O sistema 
esta inicialmente parado. 


Problema 3/314 


3/315 O carrinho com os eixos x-y anexados se desloca com uma 

velocidade absoluta v = 2 m/s para a direita. Simultaneamente, o 

braco leve de comprimento / = 0,5 m gira em torno do ponto B do 

carrinho com a velocidade angular 6 = 2 rad/s. A massa da esfera 6 

m = 3 kg. Determine as seguintes grandezas para a esfera quando 

@= 0: G, Gi, T; Tre Ho, (Hg),-) onde 0 subscrito “rel” indica a medi- 

da em relacdo aos eixos x-y. O ponto O é um ponto inercialmente fixe 
coincidente com o ponto B no instante em andlise. 

Resp. G = 9i kg-m/s, G,,) = 3i kg-m/s 

T= 18,54,T,.=1,5d 

Ho = -4,5k kg-m’/s 

(Ha) = -1,55 ke-m/s 
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Problema 3/315 


3/316 O porta-avides esta se deslocando a uma velocidade cons- 
tante e lanca um avido a jato com uma massa de 3 t em uma distan- 
cia de 75 m ao longo do convés por meio de uma catapulta acionada 
a vapor. Se 0 aviao deixa 0 convés com uma velocidade de 240 km/h 
em relacao ao porta-avides e se 0 empuxo do jato é constante em 
22 KN durante a decolagem, calcule a forca constante P exercida 
pela catapulta sobre 0 avido durante o percurso de 75 m do carro de 
lancamento. 


Problema 3/316 


3/317 O furgiio de 2000 kg se desloca da posigao A para a posigo 
B sobre a balsa, que é rebocada a uma velocidade constante v9 = 
16 km/h, O furgao parte do repouso em relagaio a balsa em A, acelera 
para v = 24 km/h em relagio ‘a balsa ao longo de uma distancia de 
25 metros, e entéo para com uma desaceleragao de mesmo médulo. 
Determine o médulo da forga F liquida entre os pneus do furgio e a 
balsa durante esta manobra. 


. (25 m—>|<—25 m—| 
A B 


Resp. F = 1778 N 


v= 24 km/h 


ee 


ae 


Problema 3/317 


Problemas Representativos 


3/318 A catapulta de langamento do porta-avides fornece ao avido 
a jato de 7 t uma constante aceleragéo e langa o aviéo em uma dis- 
tancia de 100 m medida ao longo da rampa de decolagem com angu- 
lacdo. O porta-avides esta se deslocando a uma velocidade constante 
vp = 16 m/s. Se uma velocidade absoluta da aeronave de 90 m/s 6 
desejada para a decolagem, determine a forga liquida F fornecida 
pela catapulta e pelos motores da aeronave. 


Problema 3/318 


3/319 Os coeficientes de atrito entre a plataforma do caminhao e 0 
caixote so yu, = 0,8 e wy, = 0,7. O coeficiente de atrito dinamico entre 
os pneus do caminhdo e a superficie da estrada é 0,9. Se o caminhdo 
pdra a partir de uma velocidade inicial de 15 m/s com frenagem 
maxima (rodas derrapando), determine onde sobre a plataforma 0 
caixote finalmente atinge o repouso ou a velocidade v,. em relacdo 
ao caminhao com a qual 0 caixote atinge a protecéo na extremidade 
dianteira da plataforma. 

Resp. vy) = 2,46 m/s 


<—3,2 m—>| 


Problema 3/319 


3/320 Um menino de massa m esta em pé inicialmente em repouso 
em relagdo a esteira rolante, que possui uma velocidade horizontal 
constante w. Ele decide acelerar o seu avanco e comega a caminhar a 
partir do ponto A com uma velocidade que aumenta uniformemente 
e atinge o ponto B com uma velocidade + =: v em relagio a esteira. 
Durante a sua aceleragdo ele produz uma forga horizontal média 
F entre seus sapatos e a esteira, Escreva as equacdes de trabalho- 
energia para os seus movimentos absoluto e relativo e explique o 
significado do termo muv. 


+] 
,) 13 ee 


¥ 


Problema 3/320 


3/321 O bloco de massa m esta preso 4 estrutura pela mola de rigi- 
dez k e se desloca horizontalmente com atrito desprezivel no interior 
da estrutura, A estrutura e o bloco esto inicialmente em repouso 
com x = %9, 0 comprimento da mola sem deformacio. Se a estrutura 
recebe uma aceleragao constante ay, determine a velocidade maxima 
Xmax = Uyet)m4x do bloco em relagdo a estrutura. 

Resp. (Uer)max = agimlk 
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Problema 3/321 


3/322 Ocursor A tem uma massa de 2 kg e se desloca com atri- 
to desprezivel na ranhura a 30° na placa deslizante vertical. Qual 
aceleracdo horizontal ay deve ser fornecida A placa de modo que 
a aceleracio absoluta do cursor aponte verticalmente para baixo? 
Qual é o valor da forca correspondente R exercida sobre o cursor 
pela ranhura? 


Problema 3/322 


3/323 A esfera A com massa de 10 kg esta presa a haste leve de 
comprimento / = 0,8 m. A massa do carro isolado é de 250 kg, o qual 
se desloca com uma aceleragao ag conforme indicado. Se 6 = 3 rad/s 
quando @ = 90°, encontre a energia cinética T do sistema quando o 
carro possui uma velocidade de 0,8 m/s (2) no sentido de ag e (b) no 
sentido oposto a ag, Trate a esfera como uma particula. 

Resp. (a) T = 112 J,(b) T = 112 0 


Problema 3/323 


3/324 Considere o sistema do Prob. 3/323 onde a massa da esfera é 
m = 10 kg e 0 comprimento da haste leve é/ = 0,8 m. O conjunto es- 
fera-haste esta livre para girar em torno de um eixo vertical através 
de O. O carro, a haste, e a esfera estado inicialmente em repouso com 
@ = 0 quando o carro recebe uma aceleracao constante ag = 3 m/s”. 
Escreva uma expresso para a tragao T na haste como uma funcao 
de @e calcule T para a posic¢éo 6 = 7/2. 


3/325 Um péndulo simples é colocado em um elevador, que acelera 
para cima como indicado. Se o péndulo é deslocado de uma quantida- 
de 6) e liberado a partir do repouso em relagao ao elevador, encontre 
a tracio Ty na haste leve de suporte quando @ = 0. Avalie o seu 
resultado para 6) = 7/2. 

Resp. Ty = m(g + ag(3 ~ 2 cos Oy) 


% 


Problema 3/325 


3/326 Um menino de massa m esté em pé inicialmente em repou- 
so em relagdo a esteira rolante inclinada no Angulo @ e se movendo 
com uma velocidade constante wu. Ele decide acelerar 0 seu avancgo 
e comeca a caminhar a partir do ponto A com uma velocidade que 
aumenta uniformemente e atinge o ponto B com uma velocidade 
v, em relagdo 4 esteira. Durante a sua aceleragdo ele produz uma 
forca média constante F tangente a esteira entre os seus sapatos 
e a superficie da esteira. Escreva as equagées de trabalho-energia 
do movimento entre A e B para o seu movimento absoluto e o seu 
movimento relativo e explique o significado do termo muu,. Se o me- 
nino tem uma massa de 60 kg e se u = 0,6 m/s, s = 10 m,e @ = 10°, 
calcule a poténcia P,,, desenvolvida pelo menino quando ele atinge a 
velocidade de 0,75 m/s em relacao a esteira. 


Problema 3/326 


»3/327 Uma bola é liberada a partir do repouso em relagio ao 
elevador a uma distancia h, acima do piso. A velocidade do elevador 
no instante da liberagéo da bola é up. Determine a altura do retorno 
hy da bola (a) se vg & constante e (b) se uma aceleracao do elevador 
para cima a = g/4 inicia no instante em que a bola é liberada. O 
coeficiente de restituigdo para o impacto é e. 

Resp. (a) ¢ (6) hy = e7hy 
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Problema 3/327 


3/328 O pequeno cursor A desce com atrito desprezivel 0 bloco 
em forma de cunha, que se desloca para a direita com velocidade 
constante v = ug. Use o principio do trabalho-energia para determi- 
nar o médulo v, da velocidade absoluta do cursor quando ele passa 
pelo ponto C se ele é liberado no ponto B sem velocidade em relacio 
ao bloco, Aplique a equacdo, tanto para um observador fixo no bloco 
como para um observador fixo no solo, e concilie as duas relagdes. 


Resp. vg = [vp? + 2gl sen 6+ 2u9 cos 0,/2glsen 6)” 


Problema 3/328 


3/329 Quando uma particula cai a partir do repouso em relagdo 
& superficie da Terra a uma latitude y, a aceleracdo inicial aparente 
6 a aceleragao relativa da gravidade g,,). A aceleragdo absoluta da 
gravidade g é direcionada para o centro da Terra. Desenvolva uma 
expressdo para g,,, em termos de g, R, we y, onde R é 0 raio da 
Terra tratada como uma esfera e w 6 a velocidade angular constan- 
te da Terra em torno do eixo polar considerado fixo. (Embora os ei- 
xos x-y-z estejam presos 4 Terra e, portanto, girem, podemos usar a 
Eq. 3/50 enquanto a particula nao possui velocidade em relagiio a x- 
y-z). (Sugestdo: Use os dois primeiros termos da expansdo binomial 
para a aproximagao.) 


2 
Resp. 8:1 = & — Rw* cos* (1 - et) nite 


= 9,825 ~ 0,03382 cos? y m/s? 


Problema 3/329 


3/330 A figura representa o énibus espacial S, que esta (a) em 
uma 6rbita circular em torno da Terra e (b) em uma 6rbita eliptica 
onde P é a sua posigdo de perigeu. As imagens explodidas a direita 
representam a drea da cabine com seu eixo x orientado na direcao 
da érbita. Os astronautas realizam um experimento que aplica uma 
forca conhecida F na diregdo x a uma pequena massa m. Explique 
por que F' = mx é vdlida ou n&o em cada caso, onde x 6 medido no 
interior da espagonave. Assuma que o énibus espacial esté entre o 
perigeu e 0 apogeu na 6rbita eliptica de modo que a velocidade orbi- 
tal esta variando com o tempo. Note que os eixos ¢ ¢ x sao tangentes 
a trajetéria, e o eixo 6 é normal a diregao radial r. 


Orbita t 2 
i eS 


a 
t 
Orbita \ 
eliptica “\\ 
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3/15 RevisAo vo Capituto 


No Capitulo 3, desenvolvemos os trés métodos bdsicos de 
solucao para problemas em cinética de particulas. Essa experi- 
éncia 6 fundamental para o estudo da dinamica e langa as ba- 
ses para o estudo posterior da dindmica de corpos rigidos e nao 
rigidos. Esses trés métodos so resumidos da seguinte forma: 


1. Aplicacao Direta da Segunda Lei de Newton 


Primeiro, aplicamos a segunda lei de Newton SF = ma 
para determinar a relacéo instanténea entre.as forgas e a 
aceleragdo que elas produzem. Com os fundamentos do Ca- 
pitulo 2 para a identificagdo do tipo de movimento e com a 
ajuda do nosso conhecido diagrama de corpo livre para ter 
certeza de que todas as forcas sAo0 levadas em consideracao, 
fomos capazes de solucionar uma grande variedade de pro- 
blemas utilizando as coordenadas x-y, n-t e r-@ para proble- 
mas de movimento plano e coordenadas x-y-z, r-0-2 e R-0-¢ 
para.problemas espaciais. 


2. Equacées de Trabalho-Energia 


Em seguida, integramos a equacdo bdsica do movimento 
=F = ma com respeito ao deslocamento e desenvolvemos’as 
equagbes escalares para trabalho é energia, Essas equagées 
nos permitiram relacionar as velocidades inicial e final ao 
trabalho realizado durante um intervalo de tempo por forgas 
cternas ao sistema definido, Expandimos, esta abordagem 
pa incluir.a energia potencial, tanto éldstica. quanto grayi- 
tacional. Com essas ferramentas descobrimos que a aborda- 
gem de energia 6 especialmenté til para sistemas conserva- 
tivos, ‘isto é, sistemas em que a perda de energia devida ao 
atrito,ou outras formas de dissipagao é desprezivel. 


PROBLEMAS DE REVISAO 


3/331 O bloco de massa m recebe uma velocidade inicial v, = 6 m/s 

para cima da inclinagéo de 20° no ponto A. Calcule a velocidade vy 

com que o bloco passa em A quando desliza de volta para baixo. 
Resp. ve = 3,24 m/s 


Problema 3/331 


3/332 Ocursor A é livre para deslizar com atrito desprezivel sobre 
a guia circular montada na estrutura vertical. Determine o Angulo 6 
assumido pelo cursor se a estrutura recebe uma aceleragdéo constan- 
te horizontal a para a direita. 


3. Equacées de tmpulso-Quantidade de Movimento 


Finalmente, reescrevemos a segurida lei de Newton na for- 
ma de forca igual a taxa de variacio no tempo da quantidade 
de movimento linear e momento igual 4 taxa de variagao no 
tempo da quantidade de movimento angular. Entéo integra- 
mos essas relagées com respeito ao tempo e desenvolvemos 
as equacées de impulso e quantidade de movimento. Essas 
equacées foram ent&o aplicadas a intervalos de movimento 
onde as forgas eram fungdes do tempo. Também investigamos 
as interacgées entre particulas sob condicées onde a quanti- 
dade de movimento linear é conservada e onde a quantidade 
de movimento angular 6 conservada. 

Na secdo final do Capitulo 3, empregamos esses trés méto- 
dos bdsicos em dreas de aplicacao especifica como se segue: 


1. Verificamos que o método de impulso-quantidade de mo- 
vimento é conveniente no desenvolvimento das relagdes 
que governam o impacto de particulas. 


2. Observamos que a aplicacdo direta da segunda lei de 
Newton nos permite determinar as propriedades da tra- 
jetoria de uma particula sob a atracdo de uma forca cen- 
tral. 


3. Finalmente, vimos que todos os trés métodos bdsicos po- 
dem ser aplicados ao movimento de particulas em rela- 
cao a um sistema de referéncia com translagio. 


A solucgéo bem-sucedida de problemas em cinética de par- 
ticulas depende do conhecimento prévio de cinemdtica de 
particulas. Além disso, os princfpios de cinética de particulas 


‘sdo necess4rios para analisar sistemas de particulas e cor- 


pos rigidos, que s&o cobertos no restante de Dindmica. 


Problema 3/332 


3/333 Um peso para balanceamento de pneus com 30 g é fixado a 
uma superficie vertical na borda da roda por meio de uma camada 
adesiva. A unidade roda-pneu recebe entéo um teste final na mé- 
quina de balanceamento de pneus. Se o adesivo pode suportar uma 
forga de cisalhamento maxima de 80 N, determine a maxima veloci- 
dade rotacional N para a qual o peso se mantém fixo 4 roda. Assuma 
variagdes muito suaves de velocidade. 

Resp. N = 1177 rpm 
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Problema 3/333 


3/334 O péndulo simples de 2 kg é liberado a partir do repouso 
na posic¢éo horizontal. Quando atinge a posicéo inferior, o cordao se 
enrola em torno do pine liso fixo em B e continua no arco menor no 
plano vertical. Calcule o médulo da forga R suportada pelo pino em 
B quando 0 péndulo passa a posigéo @ = 30°. 


| 
() / 


| 
| 
I Meee 


2kg 


Problema 3/334 


3/335 A menina de 30 kg com centro de massa em G est na po- 
sicdo mais baixa em um balango no instante representado. O com- 
primento efetivo desde G até o suporte fixo da corda 6 de 4,5 m, e 
a velocidade do centro de massa da menina é 3,6 m/s nessa posicéio. 
Despreze a massa do assento e das cordas e calcule a tracéo T na 
corda e a forca P na diregao de seus bragos com que cada uma das 
duas maos da menina puxa a corda nessa posicéo. Calcule também a 
forga correspondente R exercida sobre ela pelo assento. 

Resp. T' = 381 N, P = 109,9N, R = 220N 


Problema 3/335 


3/336 O carrinho de 2 kg esta se deslocando livremente ao longo 
da horizontal com uma velocidade de 4 m/s no instante de tempo ¢ = 
0. Uma forca aplicada ao carrinho no sentido oposto ao movimento 
produz dois “picos” de impulso, um apés 0 outro, como mostrado pelo 
grafico das leituras do instrumento que mede a forca. Aproxime o 
carregamento pelas linhas tracejadas e determine a velocidade v do 
carrinho para ¢ = 1,5 s. 


Problema 3/336 


3/337 A mola de rigidez k 6 comprimida e liberada repentinamen- 
te, obrigando a particula de massa m a deslizar ao longo da pista. 
Determine a compressio minima da mola 8 para a qual a particula 
nao perderd o contato com o circulo completo da pista no plano ver- 
tical. A superficie de deslizamento é lisa exceto pela parte rugosa de 
comprimento s igual a R, onde o coeficiente de atrito dindmico é ji,. 


RG + 2, 
Resp. 8 = jmgR( Hy) 


A fes=R>| 


Area rugosa 
Uy 


Problema 3/337 
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3/338 Seis esferas idénticas estado dispostas como mostrado na fi- 
gura. As duas esferas na extremidade esquerda sao liberadas a par- 
tir das posicées deslocadas e atingem a esfera 3 com uma velocidade 
v,- Supondo que 0 coeficiente de restituicaéo comum é e = 1, explique 
por que duas esferas saem na extremidade direita da fileira com 
velocidade v, em vez de uma esfera deixando a extremidade direita 
com velocidade 2v,. 


Problema 3/338 


3/339 A bala de 60 g é disparada sobre os dois blocos em repouso 
em uma superficie onde o coeficiente de atrito dinamico é 0,50. A 
bala atravessa o bloco de 8 kg e se aloja no bloco de 6 kg. Os blocos 
deslizam as distancias indicadas. Calcule a velocidade inicial uv, da 
bala. 
Resp. v = 720 m/s 


+ 0,8 m—-———} 


|x 1,2. m ————>| 


Problema 3/339 


3/340 A forca de arrasto que atua sobre um corpo se deslocando 
em um plano vertical através de um fluido é precisamente modelada 
por A = —Cagov)Se,, onde A é a forga de arrasto como mostrada 
na figura, C, é 0 coeficiente de arrasto, p 6 a massa especifica do 
fluido, v 6 a velocidade do corpo em relacdo ao fluido, S é a area da 
segdo transversal do corpo exposta ao fluxo, e e, 6 o vetor unitario na 
diregao de v. Para um corpo de massa m, determine as componen- 
tes x ey da aceleragdo, e comente sobre a dificuldade de integragao 
dessas duas expressées. Assuma uma aceleragéo constante para a 
gravidade. 


Problema 3/340 


3/341 Uma pequena esfera de massa m esta conectada por meio 
de um fio a um suporte giratério em O e se move em um circulo de 
raio r sobre o plano liso inclinado em um angulo # com a horizontal. 
Se a esfera tem uma velocidade uw na posi¢ao mais alta A, determine 
a tragdo no fio quando a esfera passa pela posicao B a 90° e pela 
posig&o mais baixa C. 


Problema 3/341 


3/342 A figura mostra uma embreagem centrifuga que consiste 
em parte de uma cruzeta giratéria A que carrega quatro émbolos 
B. Conforme a cruzeta é forcada a girar em torno de seu centro com 
uma velocidade w, os émbolos se movem para fora e se comprimem 
contra a superficie interna da borda da roda C, fazendo-a girar, A 
roda e a cruzeta séo independentes, exceto pelo contato com atrito. 
Se cada émbolo possui uma massa de 2 kg com um centro de massa 
em G, e se 0 coeficiente de atrito dindmico entre os émbolos e a roda 
€ 0,40, calcule o momento maximo M que pode ser transmitido 
roda C para uma velocidade da cruzeta de 3000 rpm. 


Problema 3/342 


3/343 Uma pessoa rola uma pequena bola com velocidade u ao 
longo do piso a partir do ponto A. Se x = 3K, determine a velocidade 
u necessdéria para que a bola retorne para A depois de rolar sobre a 
superficie circular no plano vertical de B para C e tornar-se um pro- 
jétil em C. Qual é 0 valor minimo de x para que o jogo possa ser joga- 
do se o contato deve ser mantido até o ponto C? Despreze o atrito. 


Resp. u = BBR, Xmin = 2h 


Problema 3/343 
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3/344 O planador B de 200 kg esta sendo rebocado pelo aeroplano 
A, que esta voando horizontalmente com uma velocidade constante 
de 220 km/h. O cabo de rebocar tem um comprimento r = 60 me 
pode se assumir que forma uma linha reta. O planador esta ganhan- 
do altitude e quando @ atinge 15°, o Angulo esta aumentando na taxa 
constante 6 = 5 graus/s. Ao mesmo tempo a tragdo no cabo de rebo- 
car 6 1520 N para essa posicao. Calcule a sustentagao S e o arrasto 
A aerodinamicos que atuam no planador. 


_ 220 km/h 


Problema 3/344 


3/345 Apés ser liberado a partir do repouso em B, o tampao cilin- 
drico A de 0,8 kg desliza para baixo na trajetéria lisa e se encaixa 
no bloco C de 1,8 kg. Determine a velocidade v do bloco e do tam- 
pao encaixados imediatamente apés o encaixe e encontre a deflexao 
maxima x da mola. Despreze qualquer atrito sob o bloco C. Qual a 
fragdo n da energia original do sistema é perdida? 

Resp. v = 1,927 m/s, x = 83,1 mm 

n= 0,692 f 


Problema 3/345 


3/346 Ocarrinho de massa m esta inicialmente parado com a mola 
sem deformagao e sofre a agéio de uma forga horizontal F que varia 
com o tempo conforme mostrado. Determine a velocidade do carri- 
tho no instante de tempo ¢ = #3, Nao resolva, mas comente sobre 
a dificuldade de solugaéo com qualquer um dos métodos de cinética 
desenvolvidos no Capitulo 3. 


Problema 3/346 


3/347 Um acidente automobilistico ocorre do seguinte modo: o mo- 
torista de um carro de tamanho grande (veiculo A, 1800 kg) esta 
viajando sobre uma estrada seca, horizontal e se aproxima de um 
carro compacto parado (veiculo B, 900 kg). Apenas 15 metros antes 
da colisdo, ele aciona os freios, provocando a derrapagem de todas 
as rodas. Apés o impacto, o veiculo A derrapa mais 15 m e 0 veicu- 
lo B, cujo motorista tinha todos os freios completamente acionados, 
derrapa 30 m. As posigées finais dos veiculos séo apresentadas na 
figura. Se o coeficiente de atrito dindmico é 0,9, 0 motorista do vei- 
culo A estava excedendo.o limite de velocidade de 90 km/h antes do 
acionamento inicial de seus freios? 

Resp. (va)y = 115,9 km/h 


| | { Vista superior 

| i a 
"Inicio da | 

derrapagem Impacto A Vista lateral |B 
ioe ae a 
| 15m | 15 m- 15 m. 


Problema 3/347 


3/348 Um homem de 80 kg realiza um bungee jump a partir da 
ponte em A com 0 cabo de bungee jump preso aos seus tornozelos. Ele 
cai 20 m antes que o cabo eldstico de bungee jump com comprimento 
de 17 m comece a esticar. A corda de 3 m acima do cabo elastico 
nao apresenta nenhuma deformagao consideravel. O homem cai de 
uma altura total de 44 m antes de ser lancado para cima. Despreze 
qualquer perda de energia e calcule (a) a rigidez k do cabo de bungee 
jump (aumento na tragéo por metro de alongamento), (b) a velocida- 
de maxima U4, do homem durante sua queda, e (¢) a sua aceleragao 
maxima @,,4,. Trate o homem como uma particula localizada na ex- 
tremidade do cabo de bungee jump. 


Problema 3/348 


3/349 Um cursor C tem uma velocidade de 3 m/s quando passa 
pelo ponto A da guia, que se situa em um plano horizontal. O coefi- 
ciente de atrito dinamico entre o cursor e a guia é 1, = 0,6. Calcule 
a desaceleragéo tangencial a, do cursor logo depois que ele passa 
pelo ponto A se (a) o furo do cursor e a seco transversal da guia sao 
ambos circulares e (6) o furo do cursor e a secdo transversal da guia 
so ambos quadrados. No caso (8), os lados do quadrado sao verticais 
e horizontais. Assuma uma pequena folga entre o cursor e a guia. 
Resp. (a) a, = -10,75 m/s” 
(b) a, = -14,89 m/s? 


(b) 


Problema 3/349 


3/350 Um trem curto consiste em uma locomotiva de 200 t e trés 
vagées com 100 t. A locomotiva exerce uma forca de atrito constante 
de 200 KN sobre os trilhos quando o trem parte do repouso. (a) Se 
houver 300 mm de folga em cada um dos trés engates antes que o 
trem comece a se mover, estime a velocidade v do trem logo apés 0 
carro C comeg¢ar a se mover. Na eliminagéo da folga ocorre um im- 
pacto plastico de curta duragéo. Despreze todo o atrito exceto aquele 
da forga de tragéo da locomotiva e despreze a forga de tragaio du- 
rante o curto intervalo de duragéo dos impactos relacionados com 
a eliminagao da folga. (b) Se ndo houver folga nos engates do trem, 
determine a velocidade v’ que sera adquirida quando o trem tiver se 
movido 900 mm. 


c 


2 
Problema 3/350 


3/351 O objetivo do jogo de um tipo de fliperama 6 projetar a 
particula de modo que ela entre no furo em E. Quando a mola é 
comprimida e liberada bruscamente, a particula é projetada ao lon- 
go da pista, que é lisa exceto na parte rugosa entre os pontos B e C, 
onde 0 coeficiente de atrito dinamico é p,. A particula se torna um 
projétil no ponto D. Determine a compressdo § exata da mola para 
que a particula entre no furo em E. Especifique quaisquer condigées 
necessdrias relacionando os comprimentos d e p. 


Ime [ae 
Resp. 6 = “ > + 2p(1 + py) 


d= 2/2 
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3/352 O satélite do Exemplo 3/31 tem uma velocidade no perigeu 
de 26 140 km/h na altitude de perigeu de 2000 km. Qual é o aumen- 
to minimo Av na velocidade exigido do seu motor de foguete nesta 
posi¢ao para permitir que o satélite escape do campo gravitacional 
da Terra? 


3/353 © pedago de massa de vidraceiro de 2 kg 6 deixado cair de 
2m no bloco de 18 kg inicialmente em repouso sobre as duas molas, 
cada uma com rigidez k = 1,2 kN/m. Calcule a deflexao adicional 5 
das molas provocada pelo impacto da massa de vidraceiro, que se 
adere ao bloco no contato. 

Resp. 6 = 65,9 mm 


k=1,2kN/m 


Problema 3/353 


3/354 O corpo com encaixes de massa desprezivel esta inicialmen- 
te parado sobre a superficie horizontal sem atrito. As duas pequenas 
esferas de massas e velocidades iniciais iguais mostradas colidem e 
se tornam presas ao corpo. Determine a velocidade linear final v’ do 
centro G do corpo e a velocidade angular final 6’ em torno de G. 


Problema 3/354 


Area rugosa 
Hy 


Problema 3/351 
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3/355 Um arremessador de beisebol langa uma bola rapida com 
uma velocidade quase horizontal de 145 km/h. O batedor rebate a 
bola para fora do campo por cima da cerca na diregao central do 
campo. A bola de 146 g percorre uma distancia horizontal de 110 m, 
com uma velocidade inicial a 45° na diregdo mostrada. Determine o 
médulo da forca média F.,¢g exercida pelo bastiio sobre a bola duran- 
te os 0,005 segundos de contato entre o bastdo e a bola. Despreze a 
resisténcia do ar durante o movimento da hola. 

Resp. Fineq = 1975 N 


Problema 3/355 


3/356 O sistema é liberado a partir do repouso com 6 = 0. O fio do 
cilindro de 1,5 kg esta firmemente enrolado em torno da polia leve 
com 50 mm de diémetro em O, na qual esto presos os bragos leves 
e suas esferas de 2 kg. Os centros das esferas estéo a 250 mm e 375 
mm a partir do eixo em O. Determine a velocidade de descida do 
cilindro de 1,5 kg quando @ = 30°, 


Problema 3/356 


3/357 O movimento vertical do cilindro de 60 kg é controlado pelas 
duas forcas P aplicadas aos roletes na base da estrutura simétrica. 
Determine a forca constante P que, se aplicada quando a estrutura 
estA em repouso com @ = 120°, fornecerd ao cilindro uma velocidade 
de 3 m/s para cima quando a posigéo 6 = 60° é ultrapassada. As co- 
nexées so muito leves de modo que suas massas podem ser despre- 
zadas. Além disso, para o instante em que a aceleragao do cilindro 
para cima 6 20 m/s”, encontre a forga correspondente R sob cada um 
dos roletes do apoio. 

Resp. P = 2,70 kN, R = 894 N 


Problema 3/357 


3/358 OblocoA de 3 kg é liberado a partir do repouso na posi¢éo a 
60° mostrada e posteriormente atinge o carrinho B de 1 kg. Se 0 co- 
eficiente de restituigdo para a colisdo 6 ¢ = 0,7, determine o desloca- 
mento maximo s do carrinho B além do ponto C. Despreze o atrito. 


Problema 3/358 


3/359 Uma bola rebatida para longe, pelo alto, bate na parede no 
ponto A (onde e, = 0,5) e em seguida bate no solo em B (onde eg = 
0,3). O jogador de beisebol prefere pegar a bola quando ela est4 a 
1,2 m acima do solo e 0,6 m na sua frente como mostrado, Determine 
a distancia x a partir da parede onde ele pode pegar a bola como 
descrito. Observe as duas solugées possiveis. 

Resp. x = 4,02 m, 13,98 m 


Problema 3/359 
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3/360 Uma das fungées do énibus espacial é lancar satélites de 
comunicagées em baixa altitude. Um foguete auxiliar 6 acionado em 
B, colocando o satélite em uma érbita elfptica de transferéncia, cujo 
apogeu esta na altitude necessdria para uma 6rbita geossincrona. 
(Uma érbita geossincrona é uma 6rbita circular no plano equatorial 
cujo periodo é igual ao periodo de rotacdo absoluto da Terra. Um sa- 
télite em tal érbita parece permanecer parado para um observador 
fixo na Terra.) Um segundo foguete auxiliar é entao acionado em C, 
ea 6rbita circular final é aleangada. Em uma das primeiras missdes 
do 6nibus espacial, um satélite de 700 kg foi lancado a partir da nave 
em B, onde h, = 275 km. O foguete auxiliar deveria permanecer 
acionado por ¢ = 90 segundos, formando uma érbita de transferéncia 
com hy = 35 900 km. O foguete falhou durante a sua queima. Obser- 
vacées por radar determinaram que a altitude do apogeu da 6rbita 
de transferéncia era de apenas 1125 km. Determine o tempo real ¢’ 
que o motor do foguete operou antes de falhar. Assuma uma variacdo 
desprezivel da massa durante o acionamento do foguete auxiliar. 


ho = 35 900 km 
hy = 275 km 
Problema 3/360 


3/361 As forcas de desaceleragéo que atuam sobre o carro de 
corrida so a forca de arrasto F, e uma forca nao aerodindmica Fp. A 
forca de arrasto 6 Fy = Cy Gpv)S, onde C, é 0 coeficiente de arrasto, 
p 6a massa especffica do ar, v 6 a velocidade do carro, e S = 2,8 m? 
é a drea frontal projetada do carro, A forga néo aerodinamica Fp 6 
constante em 900 N. Com as chapas de metal da sua carroceria em 
boas condigées, o carro de corrida possui um coeficiente de arrasto 
C, = 0,3 e tem uma velocidade maxima correspondente v = 320 km/ 
h. Apés uma pequena colisdo,.a chapa de metal dianteira danificada 
faz com que o coeficiente de arrasto passe a ser C,’ = 0,4. Qual 6a 
velocidade maxima correspondente v’ do carro de corrida? 

Resp. v’ = 293 km/h 


Problema 3/361 


3/362 Estudos abrangentes em vento de ttinel e deslocamento 
em ponto motor de um automdvel com 1000 kg revelaram que a for- 
ga de arrasto aerodindmico Fy, e a forga total nfo aerodinamica de 
resisténcia ao rolamento Fp variam com a velocidade como mostrado 
no grafico. Determine (a) a poténcia P necessdria para velocidades 
constantes de 45 km/h e 90 km/h e (6) 0 tempo ¢ e a distancia s ne- 
cessdrios para o carro atingir em ponto morto uma velocidade de 5 
kn/h a partir de uma velocidade inicial de 90 km/h. Assuma uma 
estrada reta, horizontal e sem vento. 
Resp. Pyg = 2,11 KW, Pog = 11,25 kW 
£=250s,s=1775m 


270 


Fa (parabélica) 


0 30 60 90 120 
Velocidade v, knv/h 
Problema 3/362 


*Problemas para Resolucdo com Auxilio do 
Computador 


*3/363 A placa quadrada estd em repouso na posicdo A no instan- 
te de tempo ¢ = 0 e posteriormente translada em um circulo vertical 
de acordo com @ = kt?, onde k = 1 rad/s?, 0 deslocamento @ 6 expresso 
em radianos, e o tempo f 6 expresso em segundos. Um pequeno ins- 
trumento P com 0,4 kg é temporariamente fixado na placa com um 
adesivo. Faga um grafico da forca de cisalhamento requerida F con- 
tra o tempo ¢ para 0 = ¢ = 5 s. Se o adesivo falha quando a forea de 
cisalhamento F atinge 30 N, determine o tempo ¢ e a posicéio angular 
6 quando a falha ocorre. 

Resp. t = 3,40 s, 0 = 668° 


Problema 3/363 


*3/364 A massa de 3 kg é liberada a partir do repouso na posigdo 
x = 0 onde a mola com rigidez 1,8 kN/m esta sendo comprimida de 
uma distancia horizontal 6 = 100 mm a partir de sua posi¢ao sem 
deformacao. Despreze qualquer atrito e represente graficamente a 
poténcia P desenvolvida pela mola como uma fungéo do deslocamen- 
to x de restauracdo a partir de sua posi¢éo comprimida. Indique o 
valor maximo de P e o deslocamento correspondente x. 


\ papeueupanauanmenennaEuuEEEERaNNY 
k= 1,8kN/in 
Problema 3/364 
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*3/365 O tambor com didmetro de 650 mm gira em torno de um 
eixo horizontal com uma velocidade angular constante {2 = 7,5 rad/s. 
O pequeno bloco A nao possui qualquer movimento em relagao 4 
superficie do tambor quando passa pela posigéo inferior em 6 = 0. 
Determine o coeficiente de atrito estatico », que resultaria no des- 
lizamento do bloco na posic&o angular 9; represente graficamente 
sua expressdo para 0 = @ < 180°. Determine 0 valor do coeficiente 
minimo necess4rio jt,;, que permitiria o bloco permanecer fixo em 
relagdo ao tambor ao longo de uma volta completa. Para um coefi- 
ciente de atrito ligeiramente menor do que pyj,, em qual posigéo 
angular 6 ocorreria o deslizamento? 

Resp. byyin = 0,636 em 9 = 122,5° 


Q= 7,5 rad/s 


Problema 3/365 


*3/366 Testes em tinel de vento da resisténcia de uma determina- 
da esfera de 0,1 kg em um fluxo de ar para baixas velocidades forne- 
cem a curva representada graficamente em linha cheia. Se a esfera 
é liberada a partir do repouso em ar parado, utilize estes dados para 
prever a velocidade v que a esfera adquirird depois de cair 10 ma 
partir do repouso. Multiplique a equagao do movimento por dx e re- 
escreva-a como uma equagao de diferengas finitas usando intervalos 
de 1 m em sua solucgdo. Em seguida, resolva para v aproximando os 
dados com a expresso analitica R = kv”, onde a concordancia em 
v = 6,5 m/s evidencia uma média satisfatéria com os dados experi- 
mentais ao longo da regido considerada. (Analise a.curva e obtenha 
k = 0,0133 N-s2/m2.) 


2,0 


1,6 


i 
0123 45 67 8 § 
v, mn/s 


Problema 3/366 


*3/367 Uma particula de massa m 6 introduzida com velocidade 
nula em r = 0 quando @ = 0. Ela desliza para fora através do tubo 
vazado liso, que 6 movido na velocidade angular constante w) em tor- 
no de um eixo horizontal através do ponte O. Se o comprimento / do 
tubo é de 1 m e w = 0,5 rad/s, determine o tempo ¢ apés a liberagao 
eo deslocamento angular @no qual a particula sai do tubo. 

Resp. t = 1,069 s, @ = 30,6° 


Problema 3/367 


*3/368 A jogadora de ténis pratica rebatendo a bola contra a pare- 
de em A. A bola retorna da superficie da quadra em B e em seguida 
sobe até a sua altura m4xima em C. Para as condicées indicadas 
na figura, represente graficamente a localizagdo do ponto C para os 
valores do coeficiente de restituigao na faixa 0,5 = e = 0,9. (O valor 
dee écomum a ambos A e B.) Para qual valor de e se obtém x = Ono 
ponto C, e qual é 0 valor correspondente de y? 


Problema 3/368 


“3/369 © péndulo simples de comprimento / = 0,5 m tem uma 
velocidade angular 6) = 0,2 rad/s no instante de tempo ¢ = 0 quando 
6 = 0. Desenvolva uma expressao integral para o tempo ¢ necessario 
para atingir um Angulo 6 arbitrério. Faga um grafico de ¢ contra @ 
para0=0= Be determine o valor de ¢ para @ = 3 


) 
Resp. t = 0,5 i, ae a 
0 /9,81 sen @+ 0,01 


t = 0,409 s 


Problema 3/369 


*3/370 A corrente flexivel do tipo usado em bicicletas com com- 
primento mr/2 e massa por unidade de comprimento p é liberada a 
partir do repouso na guia circular lisa com @ = 0. Represente grafi- 
camente a velocidade da corrente na forma adimensional v’ = u//gr 
como uma fungao de @ a partir de @ = 0 até 6 = 1/2. 
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Problema 3/370 


*3/311 Uma particula P com 0,9 kg recebe uma velocidade inicial 


Up = 0,3 m/s na posigéo @ = 0 e em seguida desliza ao longo da tra- 
jetéria circular de raio r = 0,5 m. Uma forca de arrasto com médulo 
ku atua no sentido oposto & velocidade. Se o parametro de arrasto 
k =3N-s/m, determine e represente graficamente a velocidade da 


particula v e a forga normal N exercida sobre a particula pela super- 

ficie como fungtes de @ ao longo da faixa 0 = @ < 90°. Determine os 

valores maximos de v e N e os valores de @ em que estes maximos 
ocorrem. Despreze o atrite entre a particula e a superficie circular. 

Resp. Upgx = 1,833 m/s em 6 = 51,5° 

Niaz = 18,68 N em 6 = 66,5° 


Problema 3/371 


Bill Varie/CORBIS 


NK. 


As forcas de interacdo entre as pathetas rotativas de um motor a jato e o fluido que passa sobre elas é um 
assunto que é introduzido neste capitulo. 


DESCRICAO DO CAPITULO 


4/1 introducado 
4/2 Segunda Lei de Newton Generalizada 
4/3 Trabalho-Energia 
4/4 I{mpulso-Quantidade de Movimento 
4/5 Conservacdo da Energia e da Quantidade de 
Movimento 
4/1 IntRopucAo 


Nos dois capitulos anteriores, aplicamos os principios da 
dinamica ao movimento de uma particula. Embora tenha- 
mos enfocado fundamentalmente a cinética de uma tnica 
particula no Capitulo 3, mencionamos o movimento de duas 
particulas, consideradas em conjunto como um sistema, 
quando discutimos trabalho-energia e impulso-quantidade 
de movimento. 

Nosso préximo grande passo no desenvolvimento da dina- 
mica é estender esses principios, que aplicamos a uma tnica 
particula, para descrever o movimento de um sistema geral 
de particulas. Esta extens&o ira unificar os t6épicos restantes 
de dindmica e nos permitir tratar 0 movimento tanto de cor- 
pos rigidos quanto de sistemas nao rigidos. 

Lembre-se de que um corpo rigido é um sistema sélido de 
particulas em que as distancias entre as particulas perma- 
necem essencialmente invaridveis. Os movimentos globais 


CINETICA DE SISTEMAS 
DE PartTicuLAS 


4/6 Escoamento Permanente de Massa 
4/7 Massa Variavel 
4/8 Revisdo do Capitulo 


guetes e espagonaves, e em muitas estruturas que se mo- 
vimentam fornecem exemplos de problemas de corpos rigi- 
dos. Por outro lado, podemos ter a necessidade de estudar as 
variagées dependentes do tempo na forma de um corpo nfo 
rigido, mas sélido, devido a deformacées eldsticas ou inelds- 
ticas. Outro exemplo de um corpo nao rigido 6 uma massa 
limitada de particulas liquidas ou gasosas que escoa a uma 
taxa determinada. Sao exemplos o ar e o combustivel que 
escoa através da turbina de um motor de avido, os gases da 
combustéo expelidos pelo bocal de um motor de foguete, ou a 
Agua que passa através de uma bomba rotativa. 

Embora possamos estender as equagdes do movimento 
para uma unica particula a um sistema geral de particulas 
sem muita dificuldade, é dificil compreender a generalidade 
eo significado desses princfpios estendidos sem uma pratica 
considerdvel do problema. Por esta razao, vocé deve revisar 
freqiientemente os resultados gerais obtidos nas secdes se- 
guintes durante o restante do seu estudo de dindmica. Des- 
ta forma, vocé percebera como estes principios mais amplos 


encontrados em maquinas, veiculos terrestres e aéreos, fo- unificam a dinamica. 


TOS. ; 
Ria %, 4/2 Secunpa Let pe Newron GENERALIZADA i 
é i. \ 
v m 


Estenderemos agora a segunda lei do movimento de Newton para abranger um sistema de massas 
genérico que modelamos considerando n particulas de massa limitadas por uma superficie fechada no 
espago, Fig. 4/1. Este invélucro delimitador pode ser, por exemplo, a superficie externa de um deter- 
minado corpo rigido, a superficie que limita uma parte arbitrdria do corpo, a superficie externa de um 
foguete que contém tanto particulas rigidas quanto em escoamento, ou um volume determinado de 
particulas de fluido. Em cada caso, 0 sistema a ser considerado 6 a massa dentro do envoltério, e essa 
massa deve ser claramente definida e isolada. 

A Fig. 4/1 mostra uma particula representativa de massa m, isolada do sistema com as forcas F,, 
F,, F;,... agindo sobre m; a partir de fontes externas ao invélucro, e as forgas fj, fo, fy,... agindo sobre 
m, a partir de fontes internas & fronteira do sistema. As forcas externas sAo devidas ao contato com 
corpos externos ou a efeitos gravitacionais, elétricos, ou magnéticos externos. As forcas internas sao 
forgas de reacdéo a outras particulas de massa dentro dos limites da fronteira. A particula de massa 
m, 6 localizada por seu vetor posigado r; medido a partir da origem no acelerada O de um conjunto de 
eixos de referéncia newtoniano.” O centro de massa G do sistema isolado de particulas é localizado 


“Foi mostrado na Segdo 3/14 que qualquer conjunto de eixos sem rotagéio e sem acelerag&o constitui um sistema de referéncia 
newtoniano no qual os principios da mecAnica newtoniana sio validos. 
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i 
ON. “~ Fronteira do 
~S Sistema 
\ 
\ 
Figura 4/1 


pelo vetor posicAo ¥ que, a partir da definigéo de centro de massa conforme estudado em estatica, 6 
dado por 


mr = Xm, 


onde a massa total do sistema 6 m = Zm,. O sinal de soma = representa o somatério L}_, de todas as 
n particulas. 
A segunda lei de Newton, Eq. 3/3, quando aplicada a m, fornece 


F,+F, + Fyts0) +f, +f, + f+ 0° = mi; 


onde f; 6 a aceleragéio de m;, Uma equagéo semelhante pode ser escrita para cada uma das particulas 
do sistema. Se essas equagées escritas para todas as particulas do sistema s&0 somadas, o resultado 6. 


LF + Bf = Uni, 


O termo ZF vem ent&o a ser a soma vetorial de todas as forgas agindo sobre todas as particulas do 
sistema isolado a partir de fontes externas ao sistema, e Xf vem a ser a soma vetorial de todas as for- 
cas sobre todas as particulas produzidas pelas agdes e reagdes internas entre particulas. Esta ultima 
soma é identicamente nula uma vez que todas as forgas internas ocorrem em pares de agdes e reagbes 
iguais e opostas. Diferenciando duas vezes no tempo a equagiio que define F, temos mr = £m,¥;, onde 
m possui derivada no tempo nula uma vez que a massa no entra ou sai do sistema." A substituicao 
no somatério das equagées de movimento fornece 


(SF =mr ou TF =ma } (4/1) 


onde & 6 a aceleragiio r do centro de massa do sistema. 

A Eq. 4/1 6 a segunda lei do movimento de Newton generalizada para um sistema de massas e 6) 
chamada a equacdéo do movimento de m. A equacao estabelece que a resultante das forcas externas | 
atuando em qualquer sistema de massas é igual & massa total do sistema multiplicada pela acelera- 
cao do centro de massa. Esta lei exprime o chamado principio de movimento do centro de massa. 

Observe que a é a aceleracao do ponto matematico que representa instantaneamente a posicdo do 
centro. de massa para as n particulas dadas. Para um corpo nao rigido, essa aceleragéo nfo precisa 
representar a aceleragio de uma particula determinada. Observe também que a Eq. 4/1 6 valida 
para cada instante de tempo e que, portanto, é uma relagdo instantanea. A Eq, 4/1 para o sistema de: 
massas teve que ser provada, j4 que nao pode ser inferida diretamente da Eq. 3/3 para uma particula 
isolada. ‘ 


“Se m 6 wma fungo do tempo, uma situagéo mais complexa se desenvolve; esta situagio é discutida na Segdo 4/7 sobre massa 
varidvel. 
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A Eq. 4/1 pode ser expressa na forma por componentes utilizando coordenadas x-y-z ou qualquer 
sistema de coordenadas que seja mais conveniente'para o problema em questio. Deste modo, 


LF, = ma, 


LF, = may LF, = ma, (4/la) 


Embora a Hq. 4/1, como uma equagio vetorial, exija que o vetor aceleracdo 4 tenha a mesma dire- 
cdo que a resultante das forcas externas SF, nao significa que XF necessariamente passe por G. De 
um modo geral, na verdade, 3F ndo passa por G, como seré mostrado mais adiante. 


4/3 Trasarno-ENercia 


Na Secio 3/6 desenvolvemos a relagdo trabalho-energia 
para uma particula isolada, e observamos que essa relagao 
se aplica a um sistema de duas particulas conectadas. Con- 
sidere agora o sistema genérico da Fig. 4/1, onde a relacao 
trabalho-energia para a particula representativa de massa 
m, 6 (Uy.9); = AT;. Aqui (Uy); 6 0 trabalho realizado sobre m,; 
durante um intervalo de movimento por todas as forcas F, + 
F, + F, +... aplicadas a partir de fontes externas ao sistema 
e por todas as forcas f, + f, + f; + ... aplicadas a partir de 
fontes internas ao sistema. A energia cinética de m; é T; 
4 myv;, onde v, 6 o médulo da velocidade da particula v,, 


Relacdo Trabalho-Energia 


Para o sistema como um todo, o somatério das equagdes de 
trabalho-energia escritas para todas as particulas 6 &(U,.9); 
= ZAT,, que pode ser representada pelas mesmas expressies 
das Eqs. 3/15 e 3/15a da Segao 3/6, isto 6, 


onde U5 = 3(U;.2);, 0 trabalho realizado por todas as forgas, 
externas e internas, sobre todas as particulas, e A7'é a varia- 
cdo na energia cinética total T = XT; do sistema. 

Para um corpo rigido ou um sistema de corpos rigidos uni- 
dos por conexées ideais sem atrito, nenhum trabalho liquido 
é realizado pelas forcas ou momentos internos de interagado 
nas conexées, Vemos que o trabalho realizado por todos os 
pares de forgas internas, identificados aqui como f; e —f;, em 
uma conexdo tipica no sistema, Fig. 4/2, é nulo uma vez que 
os seus pontos de aplicagiio tam componentes idénticas de 
deslocamento enquanto as forgas sio iguais mas opostas. 
Para essa situagdo Uj,» vem a ser o trabalho realizado sobre 
o sistema pelas forgas externas somente. 

Para um sistema mecAnico nao rigido que inclui membros 
eldsticos com capacidade de armazenar energia, uma parte 
do trabalho realizado pelas forcas externas é utilizado para 
variar a energia potencial eldstica interna V,. Além disso, se 


Figura 4/2 


o trabalho realizado pelas forcas gravitacionais é excluido do 
termo de trabalho e é, em vez disso, contabilizado pelas va- 
riagdes na energia potencial gravitacional V,, ent&éo podemos 
igualar o trabalho Uj. realizado sobre o sistema durante um 
intervalo de movimento a variacéo AF na energia mecanica 
total do sistema. Assim, Uj.) = AE ou 

Uy 


ATi4.AV (4/3) 


ou 


es +V, 4 Ug = Te+ Ve ) (4/8a) 


que so iguais as Eigs. 3/21 e 3/21a. Aqui, como no Capitulo 3, 
V=V, + V, representa a energia potencial total. 


Expressao da Energia Cinética 

Examinaremos agora a expressio T = Limp? para a 
energia cinética do sistema de massas mais detalhadamente. 
Pelo principio do movimento relativo discutido na Secao 2/8, 
podemos escrever a velocidade da particula representativa 
como 


Via V tpi 


onde V é a velocidade do centro de massa G e f; é a velocidade 
de m; com respeito a um sistema de referéncia com trans- 
lac&o se deslocando com o centro de massa G. Lembramos 
a igualdade v2 = v;, - v; e escrevemos a energia cinética do 
sistema como 


T= Lémy;-v, = Lymd¥ + p)-(v +p) 
las 1 . are 
= Lgmp? + Lym pi? + Im* p; 
Como p; 6 medido a partir do centro de massa, 2m,p; = 


0 e o terceiro termo 6 V->m,p; = ¥-£3(mip) = 0, Além disso 


Zymp? = b0°Em; = gmp. Assim, a energia cinética total se 


torna 


(4/4) 


Esta equac&o expressa o fato de que a energia cinética total 
de um sistema de massas 6 igual 4 energia cinética de trans- 
lado do centro de massa do sistema como um todo acrescida 
da energia cinética devida ao movimento de todas as parti- 
culas em relacéo ao centro de massa. 


4/4 Imputso-QuantipADE DE Movimento 


Desenvolveremos agora os conceitos de quantidade de 
movimento e impulso aplicados a um sistema de particulas. 
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Quantidade de Movimento Linear 


A partir de nossa definic&o na Secéo 3/8, a quantidade 
de movimento linear da particula representativa do sistema 
descrito na Fig. 4/1 6 G; = m,v;, onde a velocidade de m; é 
Vj =%; 

A quantidade de movimento linear do sistema é definida 
como a soma vetorial das quantidades de movimento linear 
de todas as suas particulas, ou G = Xm,v;. Substituindo a 
relagdo da velocidade relativa v; = V + p; e novamente obser- 
vando que 2m,p; = mp = 0, obtemos 


G = Im,v +p) = mw + £ Im; p; 


=F a 
= Vim, + 7 (0) 


ou 


(4/5) 


Assim, a quantidade de movimento linear de qualquer siste- 
ma de massa constante é o produto da massa e da velocidade 
de seu centro de massa. 

A derivada no tempo de G 6 m¥ = ma, que pela Eq. 4/1 é 
a forca externa resultante que atua sobre o sistema. Assim, 
temos 


(4/6) 


que possui a mesma forma que a Eq. 3/25 para uma tni- 
ca particula. A Eq. 4/6 afirma que a resultante das forcas 
externas sobre qualquer sistema de massas é igual a taxa 
de variagéo no tempo da quantidade de movimento linear 
do sistema, Essa 6 uma forma alternativa da segunda lei do 
movimento generalizada, Eq. 4/1. Como foi observado no fi- 
nal da ultima segéo, ZF, em geral, nado passa pelo centro de 
massa G. No desenvolvimento da Eq. 4/6, diferenciamos em 
relac&o ao tempo e admitimos que a massa total é constante. 
Desta forma, a equagéo nao se aplica a sistemas cuja massa 
varia com o tempo. 


Quantidade de Movimento Angular 


Determinaremos agora a quantidade de movimento an- 
gular de nosso sistema de massas genérico em torno do ponto 
fixo O, em torno do centro de massa G, e em torno de um 
ponto arbitrdrio P, mostrado na Fig. 4/3, que pode ter uma 
aceleragéo ap = Fp. 


Em Torno de um Ponto Fixe O. A quantidade de movi- 
mento angular do sistema de massas em torno do ponto O, 
fixo no sistema de referéncia newtoniano, é definida como a 
soma vetorial.dos momentos das quantidades de movimento 
linear em torno de O de todas as particulas do sistema e é 


Hg = 2x; x m,v;) 


Aderivada no tempo do produto vetorial é Hy = X(i, x m,v,) + 
Xr, x mv,). O primeiro somatério desaparece uma vez que 
o produto vetorial de dois vetores paralelos t, e m;v; 6 nulo. 
O segundo somatério é X(r; x m,a;) = Xr, x Fj, que 6 a soma 
vetorial dos momentos em torno de O de todas as forgas atu- 
ando sobre todas as particulas do sistema. Este somatério de 


<| Fronteira 
do sistema 


Tp P (arbitrario) 


O (fixo) 
Figura 4/3 


momentos Mo representa apenas os momentos das forgas 
externas ao sistema, uma vez que as forgas internas can- 
celam umas as outras e seus momentos somam zero. Deste 
modo, 0 somatério do momento é 


(4/7) 


que possui a mesma forma da Eq. 3/31 para uma particula 
isolada. 

. Akg. 4/7 afirma que o vetor momento resultante em torno 
de qualquer ponto fixo de todas as forcas externas em qual- 
quer sistema de massas é igual 4 taxa de variacgéo no tempo 
da quantidade de movimento angular do sistema em torno 
do ponto fixo. Tal como no caso da quantidade de movimento 
linear, a Eq. 4/7 nao se aplica quando a massa total do siste- 
ma esta variando com o tempo. 


Em Torno do Centro de Massa G. A quantidade de mo- 
vimento angular do sistema de massas em torno do centro 
de massa G 6 o somatério dos momentos das quantidades de 
movimento linear em torno de G de todas as particulas e é 


Hg = Ep, x mr; (4/8) 


Podemos escrever a velocidade absoluta r, como (& + p) de 
modo que Hg resulta 


Hg = Ep; X mF + p,) = Ip; X mx + Tp; X mp; 


O primeiro termo do lado direito dessa equagao pode ser re- 
escrito como —F x Xm;p;, que é nulo porque 2m,p; = 0 pela 
definiga&o de centro de massa. Assim, temos 


Hg = 2p; X m;p; 


A expressao da Eq. 4/8 6 denominada quantidade de movi- 
mento angular absoluta porque a velocidade absoluta tf, é 
utilizada. A expressao da Hq. 4/8a é denominada quantidade 
de movimento angular relativa porque a velocidade relativa 
6; 6 utilizada. Com o centro de massa G como referéncia, as 
quantidades de movimento angular absoluta e relativa po- 
dem ser verificadas como idénticas. Veremos que essa identi- 
dade nao é valida para um ponto de referéncia arbitrario P; 
nao ha distincéo para um ponto de referéncia fixo O. 
Diferenciando a Eq. 4/8 em relacéo ao tempo se obtém 


(4/8a) 


Hg = Ep; x me + p;) + Ep; x mz; 
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O primeiro somatério é expandido como 2p; x m,¥ + Lp; x 
m,;. O primeiro termo pode ser reescrito como —F x Lm; p; = 
-f x g =m,p;, que é nulo a partir da defini¢do de centro de 
massa. O segundo termo é nulo porque o produto vetorial 
de vetores paralelos é zero. Com F; representando a soma 
de todas as forgas externas que atuam sobre m; e f; a soma 
de todas as forcas internas que atuam sobre m,, o segundo 
somatério pela segunda lei de Newton vem a ser Xp; x (F, + 
f,) = Xp; x F; = XMg, 0 somatério de todos os momentos exter- 
nos em torno do ponto G. Lembre-se de que a soma de todos 
os momentos internos Zp; x f; é nula. Desta forma, ficamos 
apenas com 


Mz, = Hg (4/9) 
onde podemos usar tanto a quantidade de movimento angu- 
lar absoluta quanto a relativa. 

As Eqs. 4/7 e 4/9 estéo entre as mais poderosas das equa- 
cdes governantes em dindmica e se aplicam a qualquer siste- 


ma de massa constante — rigido ou na&o-rigido. 


Em Torno de um Ponto Arbitrdrio P. A quantidade de 
movimento angular em torno de um ponto arbitrdrio P (que 
pode ter uma aceleragéo fp) sera expressa agora com a nota- 
cao da Fig. 4/3. Deste modo, 


Hp = Zpj x mit; = LG + p) x mak 


O primeiro termo pode ser escrito como P x San,t, = p x Sv; = 
P x m¥. O segundo termo é Xp; x mi; = Hg. Assim, reorgani- 
zando, obtém-se 


(4/10) 


A Eq. 4/10 determina que a quantidade de movimento an- 
gular absoluta em torno de qualquer ponto P é igual a quan- 
tidade de movimento angular em torno de G acrescida do 
momento em torno de P da quantidade de movimento linear 
m¥ do sistema considerado concentrado em G. 

Faremos agora uso do principio dos momentos desenvol- 
vido em nosso estudo de estdtica onde representamos um 
sistema de forcas por uma forca resultante passando através 
de um ponto qualquer, como por exemplo G, e um bindrio cor- 
respondente. A Fig. 4/4 representa as resultantes dos esfor- 
cos externos que atuam sobre o sistema expressas em termos 
da forga resultante SF que passa através de G e 0 bindrio 
correspondente XMg. Verificamos que a soma dos momentos 
em torno de P de todas as forgas externas ao sistema deve 
ser igual ao momento das suas resultantes. Portanto, pode- 
mos escrever 


YMp = EMg + 6 X EF 


que, pelas Eqs. 4/9 e 4/6, torna-se 


(4/11) 


A Eg. 4/11 nos permite escrever a equacdo do momento em 
torno de qualquer centro conveniente de momento P e é fa- 
cilmente visualizada com o auxflio da Fig. 4/4. Essa equacdo 
forma uma base rigorosa para grande parte de nossa aborda- 
gem da cinética de corpo rigido no plano do Capitulo 6. 


IMg = He 


IF = ma 


aos 


We 


Figura 4/4 


Podemos também desenvolver relacées semelhantes para 
a quantidade de movimento utilizando a quantidade de mo- 
vimento em relacgéo a P. Assim, a partir da Fig. 4/3 


pre = Lpj X mp; 


onde fi’; 6 a velocidade de m; em relagao a P. Com a substitui- 
cdo de 6; = p + p; & p; = p + p; podemos escrever 


(Hp),< = Ep X mip + Ep x mp; + Lp; x mip + Xp, x m;p; 


O primeiro somatério é p x mV... O segundo somatério 6 p x 
ai =N;p; € 0 terceiro somatério é ~p x 3m,p; onde ambos siio 
nulos pela definic&o do centro de massa. O quarto somatério 
6 (Hg),<- Reorganizando, obtém-se 


(Ap) = Ha)rer + PX MV ze (4/12) 


onde (Hg), 6 0 mesmo que Hg (veja as Eqs. 4/8 e 4/8a). Note 
a semelhanca entre as Eqs. 4/12 e 4/10. 

A equagéo do momento em torno de P agora pode ser ex- 
pressa em termos da quantidade de movimento angular em 
relagao a P. Diferenciamos a definigaéo (Hp), = =p; m0; 
com relac&o ao tempo e fazemos a substituigéo ¥; = Bp x p; 
para obter 


' 


yr = EA} X mp; + Ip; x mie, — Lp] X mikp 


O primeiro somatério 6 identicamente nulo, e 0 segundo so- 
matério é a soma &Mp dos momentos de todas as forgas ex- 
ternas em torno de P. O terceiro somatério vem a ser Xp; x 
M,Aap = —ap x Lm,p; = -ap x mp = p x map. Substituindo e 
reorganizando os termos, obtém-se 


(4/13) 


A forma da Eq. 4/13 6 conveniente quando um ponto P cuja 
aceleracéo 6 conhecida é utilizado como um centro de mo- 
mento. A equacéo se reduz 4 forma mais simples 


1. ap = 0 (equivalente a Eq. 4/7) 
4 2. p = 0 (equivalente & Eq. 4/9) 
3. p e ap sao paralelos (ap aponta para 
G ou no sentido contrario) 


XMp= (Hp), se 
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4/5 Conservacdo pa ENERGIA E DA QUANTIDADE 
DE Movimento 


Sob determinadas condigdes usuais, nio ha qualquer va- 
riacao liquida na energia mecanica total de um sistema du- 
rante um intervalo de movimento. Sob outras condicdes, ndo 
ha nenhuma variac&o liquida na quantidade de movimento 
de um sistema. Essas condigées sao tratadas separadamente 
a seguir. 


Conservacdo da Energia 


Um sistema de massas é dito ser conservativo se nao perde 
energia em virtude de forcas de atrito internas que realizam 
trabalho negativo ou em virtude de membros inelasticos que 
dissipam energia durante a execucéo de ciclos. Se nenhum 
trabalho é realizado sobre um sistema conservativo duran- 
te um intervalo de movimento por forcas externas (além da 
gravidade ou de outras forgas potenciais), entéio nenhuma 
das energias do sistema é perdida. Para esse caso, Uj. =0e 
podemos escrever a Eq. 4/3 como 


ou 


que exprime a lei de conservagdéo da energia dindmica. A 
energia total E = T + V é constante, de modo que EF, = Ep. 
Essa lei 4 valida apenas no caso ideal em que 0 atrito interno 
cinético 6 suficientemente pequeno para ser desprezado. 


Conservacdo da Quantidade de Movimento 


Se, para um determinado intervalo de tempo, a forga ex- 
terna resultante {F agindo sobre um sistema de massas 
conservativo ou néo conservativo 6 nula, a Eq. 4/6 exige que 
G = 0, de modo que durante esse intervalo 
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(4/15) 


que expressa o principio da conservagdo da quantidade de 
movimento linear. Assim, na auséncia de um impulso ex- 
terno, a quantidade de movimento linear de um sistema se 
mantém inalterada. 

Da mesma forma, se o momento resultante em torno de 
um ponto fixo O ou em torno do centro de massa G de todas 
as forcas externas em qualquer sistema de massas é nulo, a 
Eq. 4/7 ou 4/9 exige, respectivamente, que 


( Gig = ig), ou | ante) 


Essas relacées exprimem 0 principio da conservacgdo da quan- 
tidade de movimento angular para um sistema de massas 
genérico na auséncia de um impulso angular. Assim, se néo 
houver um impulso angular em torno de um ponto fixo (ou 
em torno do centro de massa), a quantidade de movimento 
angular do sistema em torno do ponto fixo (ou em torno do 
centro de massa) permanece inalterada. Ambas as equacées 
sao validas individualmente, uma sem a outra. 

Provamos na Secdo 3/14 que as leis bdsicas da mecfnica 
newtoniana sao vdlidas para medidas feitas em relagéo a um 
conjunto de eixos que possuem uma velocidade constante de 
translagéo. Assim, as figs. 4/1 até 4/16 sao validas desde que 
todas as grandezas sejam expressas em relaciio aos eixos em 
translagio. 

As Kgs. 4/1 até 4/16 est&o entre as mais importantes das 
leis bdsicas desenvolvidas da mecanica. Nesse capitulo de- 
senvolvemos essas leis para 0 sistema mais geral de massa 
constante para estabelecer a generalidade dessas leis. Apli- 
cagées comuns dessas leis séo sistemas de massa definida, 
tais como sélidos rigidos e nao rigidos e certos sistemas flui- 
dos, que sdo discutidos nas segdes seguintes. Estude aten- 
tamente essas leis e compare-as com as suas formas mais 
restritas encontradas anteriormente no Capitulo 3. 


Os principios da cinética de sistemas de particulas formam a base para o estudo das 
forcas associadas com o equipamento de pulverizar agua desses barcos de combate 


a incéndio. 
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Exemplo 4/1 


Cada uma das trés esferas possui uma massa m e esté soldada A estrutura rigida 
com Angulos iguais de massa desprezivel. O conjunto esta em repouso sobre uma su- 
perficie horizontal lisa. Se uma forca F é aplicada repentinamente a uma barra con- 
forme indicado, determine (a) a aceleragdo do ponto O e (b) a aceleragao angular 6 da 
estrutura. 


Solucdo. (a) O ponto O € 0 centro de massa do sistema das trés esferas, de forma que 
asua aceleracdo é dada pela Eq. 4/1, 


@ [5F = ma] Fi=3ma  a-ay-24 Resp. 


(6} Determinamos 6 a partir do principio do momento, Eq. 4/9. Para encontrar Hg veri- 
ficamos que a velocidade de cada esfera em relacdo ao centro de massa O 6 medida nos 
eixos sem rotacdo x-y 6 r6, onde 6 é a velocidade angular comum dos raios. A quantida- 
de de movimento angular do sistema em torno de O é 0 somatério dos momentos das @ Verificamos que o resultado depende ape- 
quantidades de movimento linear relativas como mostrado pela Eq. 4/8, sendo entao nas do médulo e da diregao de F e nao de b, 
expressa por que localiza a linha de acdo de F. 


Sugestées Uteis 


Ho = Hg = 3(mrd yr = 8mr?4 


PCa 
@ Aq. 4/9 fornece agora . : 
oe) _d ee eae «Fb 
IXMg=Hg] Fo= qn) =8mr?9 assim 6 = Resp. 


@® Embora inicialmente 6 seja nulo, precisa- 
mos da expressfio para Ho = Hg a fim de 
obter Hg. Observamos também que 6 6 in- 
dependente do movimento de O. 


Exemplo 4/2 


Considere as mesmas condigées do Exemplo 4/1, exceto que os raios s4o livremente 
articulados em O e, portanto, nao constituem um sistema rigido. Explique a diferenca 
entre os dois problemas. 


Soflugao. A segunda lei de Newton generalizada é valida para qualquer sistema de 
massas, de modo que a aceleragao a do centro de massa G é a mesma do Exemplo 4/1, 
ou seja, 


a= Resp. 


ihe 


Embora G coincida com O no instante representado, o movimento da articulacao O nao 

é 0 mesmo que o movimento de G jé que O nao permanecerd como o centro de massa 

quando os Angulos entre os raios variarem. 
0) Tanto 2M, quanto He possuem os mesmos valores para os dois problemas no ins- ; 
tante representado. No entanto, os movimentos angulares dos raios nesse problema sao | © Osistema apresentado poderia ser desmem- 
todos diferentes e ndo sdo facilmente determinados. brado ¢ as equagées de movimento escritas 
para cada uma das partes, com as ineégni- 
tas eliminadas uma a uma. Ou um método 
mais sofisticado utilizando as equacées de 
Lagrange poderia ser empregado. 


Sugestio Util 


| 
/ 
i 
| 
| 
iT 
| 


| 
| 


® {G, = G] 
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Exemplo 4/3 


Uma c4psula com uma massa de 20 kg é disparada a partir do ponto O, com uma ve- 
locidade u = 300 m/s no plano vertical x-z na inclinagao indicada. Quando atinge o topo 
de sua trajetoria em P, ela explode em trés fragmentos A, B e C. Imediatamente apés a 
explos&o, observa-se o fragmento A subir verticalmente uma distancia de 500 m acima 
de P, e verifica-se que o fragmento B possui uma velocidade horizontal Vz e que final- 
mente cai no ponto €. Quando recuperados, constata-se que as massas dos fragmentos 
A, Be C sao de 5, 9 e 6 kg, respectivamente. Calcule a velocidade que o fragmento C tera 
imediatamente apés a explosdo. Despreze a resisténcia atmosférica. 


Solugdo. A partir do nosso conhecimente de movimento de um projétil (Exemplo 2/6), 0 
tempo necessdrio para a cdpsula atingir P e sua elevacao vertical é 


t= u,/g = 300(4/5)/9,81 = 24,5 s 


pw We, a00)(4/5)? 
2g 2(9,81) 


A velocidade de A possui 0 médulo 


vg = f2gh, = ¥2(9,81)(500) = 99,0 m/s 


Inicialmente sem componente z de velocidade, o fragmento B precisa de 24,5 s para 
retornar ao solo, Por isso, sua velocidade horizontal, que se mantém constante, 6 


= 2940 m 


vg = sit = 4000/24,5 = 163,5 m/s s 


Uma vez que a forga da explosdo é interna ao sistema da cdpsula e de seus trés frag- 
mentos, a quantidade de movimento linear do sistema permanece inalterada durante 
a explosio. Deste modo, 


mV = MV, + MgVp t+ McoVG 
20(800)@)i = 5(99,0k) + 9(163,5)(i cos 45° + j sen 45°) + Bvo 
6vo = 2560i — 1040j — 495k 

Vg = 427i — 173,45 -— 82,5k mis 


Ug = S427) + (178,4)* + (82,5)? = 468 m/s Resp. 


Exemplo 4/4 


O carrinho A de 16 kg se desloca horizontalmente em sua guia com uma velocidade 
de 1,2 m/s e carrega dois conjuntos de esferas e hastes leves que giram em torno de um 
eixo em O no carrinho. Cada uma das quatro esferas possui uma massa de 1,6 kg. O 
conjunto sobre a face frontal gira no sentido anti-hordrio a uma velocidade de 80 rpm,e 
© conjunto sobre a face posterior gira no sentido horario a uma velocidade de 100 rpm. 
Para 0 sistema como um todo, calcule (a) a energia cinética T, (b) o médulo G da quan- 


tidade de movimento linear, e (c) o médulo Hg da quantidade de movimento angular 
em torno do ponto O. 


Solugao. (a) Energia Cinética. As velocidades das esferas com respeito a O so 


7 . 80(2: 
Ub =%a =r] — Gree = 0,450 pe = 3,77 mis 
(rasa = 0,800 AE — 3.14 mis 


Aenergia cinética do sistema 6 dada pela Eq. 4/4. A parcela devida a translagao é 


gm? = (16 + 4(1,6)] (1,2% = 16,135 


Sugestées Uteis 


© A velocidade v da cdpsula no topo de sua 
trajetéria 6, evidentemente, a componente 
horizontal constante de sua velocidade ini- 
cial u, que resulta (3/5). 

@ Notamos que o centro de massa dos trés 
fragmentos enquanto ainda em véo con- 
tinua a seguir a mesma trajetéria que a 
cApsula teria seguido caso nao tivesse explo- 


dido. 


Sugestées Uteis 


@® Note que a massa m 6 a massa total, do 
carrinho e das quatro esferas, e que D 6 a 
velocidade do centro de massa O, que 6 a 
velocidade do carrinho. 
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A parte da energia cinética devida & rotacdo depende das velocidades relativas ao qua- 


drado e é 


2) rym 6:2 = afi 166,77? + afd 166,149 


(1,2) 
= 22,7 + 15,79 = 38,50 


A energia cinética total é 


T = dmb? + rim 6, = 16,18 + 38,5 = 54,75 


(3,4) 


@® Note que o sentido da rotac4o, hordrio ou 
anti-horario, néo faz qualquer diferenca no 
cAlculo da energia cinética, que depende do 
quadrado da velocidade. 


Resp. 


{b) Quantidade de movimento linear. A quantidade de movimento linear do sistema 
é, pela Eq. 4/5, a massa total multiplicada por ug, a velocidade do centro de massa. 


Deste modo, 


® (G= m¥] G = [16 + 4(1,6)](1,2) = 26,9 kg-m/s 


{¢) Quantidade de movimento angular em torno de 0. A quantidade de movimento 
angular em torno de O é devida aos momentos das quantidades de movimento linear 


das esferas. Tomando o sentido anti-hordrio como positivo, temos 


Ho = Bx; x my;| 


@ Ho = [2(1,6)(0,450)(3,77)]¢q 2) = [2(1,6)(0,300)(3;14) 1g 4) 


= 5,43 — 3,02 = 2,41 kg-m%s 


PROBLEMAS 
Problemas introdutérios 


4/1 O sistema de trés particulas possui as massas, velocidades e 
forgas externas indicadas nas particulas. Determine ¥, r, r, T, Ho € 
Ho para esse sistema. 


yea. 


Resp. B= 4G + 4j + 6k), # = Lai + 9j + 6h) 


= mx, T = 13mv", Hp = mod(12i + 6j + 2k) 


Hy = ~Fdj 
z 
| 
O- 
“— 
Ld 
1 
# 3u 
Lo She's. i 
o ~~. 
oO. 2d ~~ 
yo Om 2v ace 
2m y 


Problema 4/1 


@ Ha uma tentac4o em se ignorar a contri- 
buigéo das esferas j4 que as suas quanti- 
dades de movimento linear em relagio a O 
em cada par esto em sentidos opostos e se 
cancelam. No entanto, cada esfera possui 
também uma componente de velocidade ¥ 
e, conseqtientemente, uma componente de 
quantidade de movimento m,v. 


Resp. 


@® Ao contrario do caso da energia cinética em 
que o sentido de rotagdo era irrelevante, a 
quantidade de movimento angular é uma 
grandeza vetorial e o sentido da rotagéio 
deve ser considerado. 


Resp. 


4/2 Para o sistema de particulas do Prob. 4/1, determine Hge Hg. 


4/3 As duas esferas de 2 kg estéo inicialmente em repouso sobre a 
superficie horizontal quando uma forga vertical F = 60 N é aplicada 
4 jungao dos fios aos quais estao conectadas como mostrado. Caleule 
a componente vertical a, da aceleragéo inicial de cada esfera consi- 
derando o sistema como um todo. 

Resp. a, = 5,19 m/s? 


2kg Qkg 


Problema 4/3 


4/4 Trés macacos A, B e C, com massas de 10, 15 e 8 kg, respectiva- 
mente, estado subindo e descendo a corda suspensa a partir de D. No 
instante representado, A esta descendo a corda com uma aceleragéo 
de 2 m/s’, e C esté se puxando para cima com uma aceleracdo de 1,5 
m/s®. O macaco B esta subindo com uma velocidade constante de 0,8 
m/s, Considere a corda e 0s macacos como um sistema completo e 
calcule a trag¢déo T na corda em D. 
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Problema 4/4 


4/5 As trés pequenas esferas estado conectadas pelos cordées e pela 
mola e esto apoiadas em uma superficie horizontal lisa. Se uma 
forca F = 6,4 N é aplicada a um dos cordies, encontre a aceleracéo @ 
do centro de massa das esferas no instante representado. ¥ 

. Resp. & = 4m/s® 


0,8 kg 


0,3 kg 


0,5 kg 
Problema 4/5 


4/6 As duas esferas, cada uma com massa m, esto conectadas pela 
mola e barras articuladas de massa desprezivel. As esferas estio li- 
vres para deslizar nas guias lisas subindo a inclinagéo 0. Determine 
a aceleragao ay do centro C da mola, 


Problema 4/6 


4/T Calcule a aceleragdo do centro de massa do sistema de quatro 
cilindros de 10 kg. Despreze o atrito e a massa das polias e cabos. 
Resp. a = 15,19 m/s” 


500N 250N 


Problema 4/7 


4/8 Os quatro sistemas deslizam sobre uma superficie horizontal 
lisa e possuem a mesma massa m. As configuragies de massa nos 
dois pares so idénticas. O que pode ser dito sobre a aceleracio do 
centro de massa para cada sistema? Explique qualquer diferenga 
nas aceleragées dos membros. 


Articulagéio 


Problema 4/8 


4/9 A quantidade de movimento linear total de um sistema de cin- 
co particulas no instante de tempo ¢ = 2,2 s é dada por Go» = 
3,4i — 2,6j + 4,6k kg-m/s. No instante de tempo t = 2,4 s, a quantida- 
de de movimento linear variou para Gy 4 = 3,7i ~ 2,2j + 4,9k kg-m/s. 
Calcule o médulo F da média no tempo da resultante das forgas ex- 
ternas agindo sobre o sistema durante 0 intervalo. 

Resp. F = 2,92 N 


4/10 As trés esferas idénticas de aco estéo soldadas as duas barras 
de massa desprezivel formando uma unidade rigida. O conjunto é 
liberado a partir do repouso na posigéo mostrada e desliza no plano 
vertical. Na auséncia de atrito determine a velocidade em comum v 
das esferas quando elas atingem a superficie horizontal. 


Problema 4/10 


4/11 As duas pequenas esferas, cada uma com massa m, estdo ri- 
gidamente conectadas por uma haste de massa desprezivel. O centro 
C da haste possui uma velocidade v na direcdo x, e a haste esta 
girando no sentido anti-hordrio na taxa constante @. Para um dado 
valor de 6, escreva as expressées para (a) a quantidade de movimen- 
to linear de cada esfera e (b) a quantidade de movimento linear G do 

sistema de duas esferas. 
Resp. (a) G, = m[(u + 66 sen 6)i — 6 cos @)j) 
Gy = m[W — b6 sen Oi + (6 cos Oj] 

(0) G = 2mvi 


Problema 4/11 


4/t2 Cada uma das cinco particulas conectadas possui uma massa 
de 0,6 kg, com G como o centro de massa do sistema. Em um deter- 
minado instante a quantidade de movimento angular do sistema em 
torno de G é 1,20k kg-m”s, e as componentes x e y da velocidade de 
G sao 3 m/s e 4 m/s, respectivamente. Calcule a quantidade de movi- 
mento angular Hg do sistema em torno de O para esse instante. 


0,3 m 


I 

| 

| 

| 

t 

| 

| 

{ 

oo - - x 
oO 
Problema 4/12 


Problemas Representativos 


4/13 As trés barras idénticas, cada uma com massa de 8 kg, sao 
unidas pelos dois conectores livremente articulados de massa des- 
prezivel e estado em repouso sobre uma superficie horizontal lisa. 
Calcule a aceleragao inicial a do centro da barra do meio quando a 
forga de 100 N é aplicada ao elemento de conexéo como mostrado. 
Resp. a = 4,17 m/s? 


Problema 4/13 
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4/14 Uma centrifuga é constituida por quatro recipientes cilindri- 
cos, cada um com massa m, a uma distAncia radial r a partir do eixo 
de rotagao. Determine 0 tempo ¢ necessério para levar a centrifuga 
a uma velocidade angular w a partir do repouso sob um torque cons- 
tante M aplicado ao eixo. O didmetro de cada recipiente é pequeno 
quando comparado com r, e a massa do eixo e dos bracos de suporte 
€ pequena quando comparada com m., 


Problema 4/14 


4/15 As trés pequenas esferas estao soldadas 4 estrutura leve ri- 
gida que esta girando em um plano horizontal em torno de um eixo 
vertical através de O com uma velocidade angular 6 = 20 rad/s. Se 
um torque My = 30 N-m é aplicado a estrutura por 5 segundos, cal- 
cule a nova velocidade angular 6’. 

Resp. 6’ = 80,7 rad/s 


Problema 4/15 


4/16 As quatro esferas de 3 kg estado rigidamente montadas na 
estrutura e eixo com rotagéo, que estao inicialmente girando livre- 
mente em torno do eixo vertical z na velocidade angular de 20 rad/s 
no sentido hordrio quando visto de cima. Se um torque constante 
M = 30 N-m 6 aplicado ao eixo, calcule o tempo ¢ para inverter o 
sentido da rotagdo e atingir uma velocidade angular 6 = 20 rad/s no 
mesmo sentido de M. 


| 
[ 
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4/17 Dois projéteis, cada um com massa de 10 kg, sfo disparados 
simultaneamente a partir do vefculo de 1 t mostrado, que esta se 
deslocando com uma velocidade inicial v = 1,2 m/s no sentido oposto 
aos disparos. Cada projétil possui uma velocidade inicial v, = 1200 
m/s em relagdo ao cano da arma. Calcule a velocidade v, do vefculo 
apés 08 projéteis terem sido disparados. 

Resp. v2 = 24,7 m/s 


Problema 4/17 


4/18 Os vagées de mina com 300 kg e 400 kg est&o se movendo 
em sentidos opostes ao longo do trilho horizontal com as respectivas 
velocidades de 0,6 m/s e 0,3 m/s. Apés o impacto os vagées se tor- 
nam acoplados. Pouco antes do impacto, uma pedra grande de 100 
kg deixa a calha de transporte com uma velocidade de 1,2 m/s na 
diregao mostrada e cai no vagéo de 300 kg. Calcule a velocidade v do 
sistema apdés o pedregulho atingir o repouso em relagéo ao vagao. A 
velocidade final seria a mesma caso os vagGes estivessem engatados 
antes de o pedregulho cair? 


0,6 m/s 0,3 m/s 


Problema 4/18 


4/19 Os trés vagées de carga esto se deslocando ao longo do trilho 
horizontal com as velocidades indicadas. Apés os impactos ocorre- 
rem, os trés vagdes se tornam acoplados e se movem com uma ve- 
locidade comum v. Os vagées carregados A, B e C possuem massas 
de 65 t, 50 t e 75 t, respectivamente. Determine v e calcule a perda 
percentual n de energia do sistema devida ao engate. 

Resp. v = 0,355 ku/h, n = 95,0% 


1,5 km/h 


Problema 4/19 


4/20 O homem de massa m, e a mulher de massa mg est&o em pé 
sobre extremos opostos da plataforma de massa m, que se desloca 
com atrito desprezivel e esta inicialmente em repouso com s = 0.O 
homem e a mulher comecam a se aproximar um do outro. Desen- 
volva uma expressdo para o deslocamento s da plataforma quando 
os dois se encontram em termos do deslocamento x, do homem em 
telagdo 4 plataforma. 


Am 
Lig + 2 


Problema 4/20 


4/21 A mulher A de 60 kg, o capitaéo B de 90 kg, e o marinheiro 
C de 80 kg estado sentados no barco de 150 kg, que esta deslizando 
através da Agua com uma velocidade de 1 n6. Se as trés pessoas mu- 
dam suas posigées conforme mostrado na segunda figura, encontre 
a distancia x do barco para a posigdo onde o barco estaria caso as 
pessoas no tivessem se movido. Despreze qualquer resisténcia ao 
movimento proporcionada pela dgua. Serd que a seqiiéncia ou o mo- 
mento da mudanga nas posigdes afetam o resultado final? 

Resp. x = 0,0947 m, Nao 


24m | 


Problema 4/21 


4/22 As duas esferas estiio rigidamente conectadas A haste de 
massa desprezivel ¢ estiio inicialmente em repouso sobre a super- 
ficie horizontal lisa. Uma forga F 6 aplicada repentinamente a uma 
esfera na direcdo y e transmite um impulso de 10 N-s durante um 
periodo desprezivelmente curto de tempo. Quando as esferas pas- 
sam pela posicéo tracejada, calcule a velocidade de cada uma. 


Problema 4/22 


4/23 As trés pequenas esferas, cada uma com massa m, estéo pre- 
sas as hastes leves de modo a formar uma unidade rigida apoiada no 
plano vertical pela superficie circular lisa. A forga de médulo cons- 
tante P é aplicada perpendicular a uma haste em seu ponto médio. 
Se o conjunto parte do repouso em @ = 0, determine (a) a forca mini- 
ma Pj, que levard o conjunto ao repouso em @ = 60° e (b) a velocida- 
de em comum v das esferas 1 e 2 quando @ = 60° se P= QP nine 
Om; 


Resp. (a) Prin = =“, @)u = /Seri2 


Problema 4/23 


4/24 As trés pequenas esferas de aco, cada uma com massa de 
2,75 kg, estao unidas pelas conexées articuladas de massa despre- 
zivel e comprimentos iguais. As esferas s&o liberadas a partir do 
repouso nas posigées mostradas e deslizam para baixo a guia de um 
quarto de circulo no plano vertical. Quando a esfera de cima atinge 
a posi¢do na base, as esferas possuem uma velocidade horizontal de 
1,560 m/s. Calcule a perda de energia AQ devida ao atrito e o impul- 
so total I, sobre o sistema de trés esferas durante esse intervalo. 


Problema 4/24 


4/25 Duas esferas de ago, cada uma com massa m, estéo soldadas 
a uma haste leve de comprimento L e massa desprezivel e estio 
inicialmente em repouso sobre uma superficie horizontal lisa. Uma 
forga horizontal de médulo F' é subitamente aplicada a haste confor- 
me indicado. Determine (a) a aceleragéo instantdnea a do centro de 
massa G e (b) a taxa correspondente @ em que a velocidade angular 


do conjunto em torno de G esta variando com o tempo. 
~_-F 4 — 2Fb 
Resp. (a) @ = ——) (6) @ = == 
P. (a) 2m mL? 


Problema 4/25 
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4/26 O pequeno carro, que possui uma massa de 20 kg, se desloca 
livremente sobre o trilho horizontal e transporta a esfera de 5 kg 
montada na haste leve que esta girando com r = 0,4 m. Uma uni- 
dade motora mantém uma velocidade angular constante 6 = 4 rad/s 
da haste. Se o carro possui uma velocidade v = 0,6 m/s quando @= 
0, caleule v quando 6 = 60°. Despreze a massa das rodas e qualquer 
atrito. 


Problema 4/26 


4/27 Os carros de um passeio de montanha-russa possuem uma 
velocidade de 30 km/h quando passam pelo topo do trilho circular. 
Despreze qualquer atrito e calcule suas velocidades v quando atin- 
gem a posicdo horizontal na base. Na posicdo mais alta, o raio da 
trajetéria circular de seus centros de massa é de 18 m, e todos os seis 
carros possuem a mesma massa. 


Resp. v = 72,7 km/h 


Problema 4/27 


4/28 As duas pequenas esferas, cada uma com massa m, esto co- 
nectadas por um cordéo de comprimento 2b (medido até os centros 
das esferas) e estio inicialmente em repouso sobre uma superficie 
horizontal lisa. Um projétil de massa m,) com wa velocidade Uo per- 
pendicular ao cordao atinge-o no meio, provocando.a deflexao mos- 
trada na parte 6 da figura. Determine a velocidade v de mg quando 
as duas esferas quase entram em contato, com @ se aproximando de 
90° como indicado na parte ¢ da figura. Encontre também 6 para 
essa condi¢éio. 
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(a) (b) {e) 
Problema 4/28 


4/29 O carrinho de massa 2rn 6 livre para se mover ao longo dos 
trilhos horizontais e transporta as duas esferas, cada uma com mas- 
sa m, montadas sobre as hastes de comprimento J e massa desprezi- 
vel. O eixo ao qual as hastes so presas estAé montado no carrinho e 
é livre para girar. Se o sistema 6 liberado a partir do repouso com as 
hastes na posigéo vertical onde @ = 0, determine a velocidade v, do 
carrinho e a velocidade angular 6 das hastes no instante em que 0 = 
180°. Considere o carrinho e as esferas como particulas e despreze 


qualquer atrito. : 
Resp. vz = V2gl, 6=2] 


Problema 4/29 


4/30 O vagiio-plataforma de 25 t suporta um veiculo de 7,5 t em 
uma rampa de 5° construida sobre 0 vagéo-plataforma. Se 0 veicu- 
Jo é liberado a partir do repouso com o vagao-plataforma também 
em repouso, determine a velocidade uv do vagio-plataforma quando 
o veiculo tiver se deslocado s = 12 m para baixo na rampa logo antes 
de bater na trava em B. Despreze todo 0 atrito e trate o vefculo e o 
vagao-plataforma como particulas. 

Resp. v = 1,186 m/s 


Problema 4/30 


>» 4/31 Uma corda flexive) inextensivel de massa p por unidade de 
comprimento e comprimento igual a 1/4 da circunferéncia do tambor 
fixo de raio r 6 liberada a partir do repouso na posicéo horizontal 
tracejada, com a extremidade B fixada no topo do tambor. Quando 
a corda finalmente atinge 0 repouso com a extremidade A em C, 
determine a perda de energia AQ do sistema. O que acontece com a 
energia perdida? 

Resp. AQ = 0,571 pgr” 


Problema 4/31 


»4/32 Na posic&o nao esticada as espiras da mola de 1,5 kg estao 
quase tocando uma na outra, como mostrado na parte a da figura. 
Na posigdo esticada a forga P, proporcional a x, 6 igual a 900 N quan- 
do x = 500 mm. Se a extremidade A da mola é liberada bruscamen- 
te, determine a velocidade v, da espira na extremidade A, medida 
positiva para a esquerda, conforme se aproxima da sua posigéo nao 
esticada.em x = 0. O que acontece com a energia cinética da mola? 
Resp. vg = 30 m/s 


4 () A 


Problema 4/32 
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4/6 EscoaMeNto PERMANENTE DE Massa 


A relaco da quantidade de movimento desenvolvida na 
Secdo 4/4 para um sistema de massas genérico nos fornece 
uma forma direta para analisar a agdo de um fluxo de massa 
onde uma variacdo da quantidade de movimento ocorre. A di- 
ndmica de um fluxo de massa é de grande importancia para 
a descricdo de todos os tipos de mdquinas de fluxo, incluindo 
turbinas, bombas, bocais, motores a jate que aspiram ar, e fo- 
guetes. O tratamento do fluxo de massa nesta seg4o nfo pre- 
tende tomar o lugar de um estudo da mecAnica dos fluidos, 
mas apenas apresentar os principios bdsicos e as equacées 
da quantidade de movimento que encontram utilizagao im- 
portante em mecanica dos fluidos e no escoamento de massa 
em geral seja na forma liquida, gasosa, ou granular. 

Um dos casos mais importantes de fluxo de massa ocorre 
em condicdes de escoamento permanente onde a taxa em que 
a massa entra em um determinado volume é igual 4 taxa em 
que a massa deixa o mesmo volume. O volume em questao 
pode ser contido por um invélucro rigido, fixo ou mével, tal 
como 0 bocal de um avido a jato ou de um foguete, o espaco 
entre as palhetas de uma turbina a gas, o volume dentro da 
carcaca de uma bomba centrifuga, ou o volume no interior da 
curva de um tubo através da qual um fluido esté escoando a 
uma taxa constante. O projeto de tais maquinas de fluxo de- 
pende da andlise das forgas e dos momentos associados com 
as variacées correspondentes da quantidade de movimento 
da massa que esta escoando. 


Analise do Escoamento através de um Recipiente Rigido 


Considere um recipiente rigido, mostrado em corte na Fig. 
4/5a, no qual a massa fiui em um escoamento permanente na 
taxa m’ através da segdo de entrada com area A,. A massa 
sai do recipiente através da segdo de safda com drea Ay na 
mesma taxa, de modo que nao haja acumulagao ou diminui- 
co da massa total dentro do recipiente durante o perfodo 
de observacao. A velocidade do fluxo que entra é v, normal 
a A, e a do fluxo que sai é vy normal a Ap. Se p; & pg 8&0 as 
respectivas massas especificas dos dois fluxos, a conservacéo 
de massa exige que 

A101 = PeAgh, =m’ (417) 

Para a descric&o das forcas que atuam, isolamos ou a 
massa de fluido no interior do recipiente ou o recipiente in- 
teiro e o fluido dentro dele. Usamos a primeira abordagem se 
as forgas entre o recipiente e o fluido devem ser descritas, e 
adotamos a segunda abordagem quando as forgas externas 
ao recipiente sao desejadas. 

Essa ultima situagdo 6 o nosso principal interesse, neste 
caso, 0 sistema isolado é composto da estrutura fixa do reci- 
piente e do fluido dentro dele em um determinado instante 
de tempo. Esse isolamento é descrito por um diagrama de 
corpo livre da massa dentro de um volume fechado defini- 
do pela superficie externa do recipiente e as superficies de 
entrada e safda. Devemos levar em considerag&o todas as 
forcas aplicadas externamente a esse sistema, e na Fig. 4/5a 
a soma vetorial desse sistema de forcas externas é indicada 
por =F. Est&o incluidos em =F 


Ag 


a V9 


i 
: i 
Ay \ 
/ “ 
/ oO 
Vi 
{a} 
=F =F am 
IN i \ 
Am 
Tempo t Tempo t + At 
(0) 
Figura 4/5 


1. as forcas exercidas sobre o recipiente nos pontos de sua 
fixacgaéo a outras estruturas, incluindo fixagdes em A, e 
Ag, caso existam, 

2. as forcas que atuam sobre o fluido no interior do reci- 
piente em A, e A, devido a alguma press&o estatica que 
exista no fluido nessas posicgées, e 


3. o peso do fiuido e da estrutura caso sejam significativos. 


A resultante XF de todas essas forcas externas deve ser 
igual a G, a taxa de variagao no tempo da quantidade de 
movimento linear do sistema isolado. Essa afirmacao resulta 
da Eq. 4/6, que foi desenvolvida na Segao 4/4 para quaisquer 
sistemas de massa constante, rigido ou nao rigido. 


Andlise Incremental 


A expresséo para G pode ser obtida por uma andlise in- 
cremental. A Fig. 4/55 ilustra o sistema no instante de tempo 
t quando a massa do sistema é aquela do recipiente, a massa 
no seu interior, e um incremento Am prestes a entrar durante 
o intervalo de tempo Af. No instante de tempo ¢ + At a mesma 
massa total é aquela do recipiente, a massa no seu interior, e 
um incremento igual Am que deixa 0 recipiente no intervalo de 
tempo At. A quantidade de movimento linear do recipiente e da 
massa no seu interior entre as duas seges A, e A, se mantém 
inalterada durante At de modo que a variagdo na quantidade 
de movimento do sistema no intervalo de tempo At é 


AG = (Am)vq — (Am)v, = Am(vq ~ v,) 


Dividindo por At e tomando o limite se obtém G= m’Av, 
onde 


m' = lim Am)\ _ dm 
Arso \ At dt 


‘ 
| 
| 
) 
| 


| 
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A descarga do motor a jato dessa aerona- 
ve VIOL pode ser direcionada para baixo 
para decolagens e aterrissagens verticais. ‘ 


Assim, pela Eq. 4/6 


(4/18) 


A Hq. 4/18 estabelece a relacao entre a forca resultante sobre 
um sistema com escoamento permanente e a taxa de escoa- 
mento de massa e o incremento de velocidade vetorial cor- 
respondentes.” 

Alternativamente, podemos notar que a taxa de variagdo 
no tempo da quantidade de movimento linear 6 a diferenga 
vetorial entre a taxa em que a quantidade de movimento li- 
near deixa o sistema’e a taxa em que a quantidade de movi- 
mento linear entra no sistema. Assim, podemos escrever G = 
m'v3— m’v, = m’Av, que coincide com o resultado anterior. 

Podemos observar agora uma das poderosas aplicagdes de 
nossa equagao geral de forga-quantidade de movimento que 
desenvolvemos para qualquer sistema de massas. O nosso 
sistema inclui aqui um corpo que é rigido (0 invélucro estru- 
tural para o escoamento) e particulas que estéio em movi- 
mento (0 escoamento). Pela definigao da fronteira do sistema, 
no qual a massa em seu interior é constante para condicdes 
de escoamento permanente, podemos utilizar a generalidade 
da Eq. 4/6. No entanto, devemos ter muito cuidado para le- 
var em consideracao todas as forgas externas agindo sobre o 
sistema, as quais se tornam evidentes quando o diagrama de 
corpo livre esta correto. 


“Devemos ter atengéio para nao interpretar dm/dt como a derivada no tempo 
da massa do sistema isolado. Essa derivada 6 nula uma vez que a massa 
do sistema é constante para um processo em escoamento permanente. Para 
ajudar a evitar uma confusdo, 0 simbolo m’ em vez de dm/dt é usado para 
representar a taxa de escoamento permanente de massa. 


Quantidade de Movimento Angular em Sistemas com 
Escoamento Permanente 


Uma formulacio semelhante é obtida para o caso da 
quantidade de movimento angular em sistemas com escoa- 
mento permanente. O momento resultante de todas as forgas 
externas em torno de algum ponto fixo O sobre o sistema ou 
fora dele, Fig. 4/5a, é igual a taxa de variagao no tempo da 
quantidade de movimento angular do sistema em torno de 
O. Esse fato foi estabelecido na Eq. 4/7 que, para o caso de 
escoamento permanente em um unico plano, torna-se 


EMy = m' (ued, — vyd,) (A/19) 
Quando as velocidades dos fluxos de entrada e safda ndo es- 
tio no mesmo plano, a equacéo pode ser escrita na forma 


vetorial como 


( =Mo = ii dy Kvy ALK 3) (49a) 


onde d, e d, sao os vetores posig&o para os centros de A, e Ay 
a partir da referéncia fixa O. Em ambas as relacées, o centro 
de massa G pode ser usado alternativamente como um cen- 
tro de momento em virtude da Eq. 4/9. 

As Eqs. 4/18 e 4/19a s&o relacées muito simples que pos- 
suem um importante uso na descricéo de comportamentos 
relativamente complexos de fluidos. Observe que essas equa- 
gées relacionam forcas externas as variagées resultantes na 
quantidade de movimento e sao independentes da trajetéria 
do escoamento e das variacées da quantidade de movimento 
internas ao sistema. 

A andlise anterior também pode ser aplicada a sistemas 
que se deslocam com velocidade constante observando que 
as relagées basicas UF = G e My = Hp ou SMg = Hg se 
aplicam a sistemas se deslocando com velocidade constante 
como discutido nas Segdes 3/12 e 4/4. A unica restrigéo 6 que 
a massa no interior do sistema permaneca constante com 
respeito ao tempo. 

Trés modelos da andlise de escoamento permanente de 
massa séo apresentados nos exemplos a seguir, os quais ilus- 
tram a aplicagéo dos principios incorporados nas Eqs. 4/18 
e 4/19a. 


Os principias de escoamente permanente de massa sao criticos para 
© projeto deste hovercraft. 
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Exemple 4/5 


A palheta lisa apresentada desvia 0 fluxo aberto de fluido com area de seco trans- 
versal A, massa especifica p, e velocidade v. (a) Determine as componentes de forca R e 
F necessarias para manter a palheta em uma posigao fixa. (6) Encontre as forgas quan- 
do a palheta recebe uma velocidade constante u menor do que v e na direc&o de v. 


Solucdo. Parte (a). O diagrama de corpo livre da palheta juntamente com a por¢ao 
de fluido submetida 4 variacgdéo na quantidade de movimento 6 mostrado. A equagao 
da quantidade de movimento pode ser aplicada ao sistema isolado para a variac&o no 
movimento em ambas as direcées x e y. Com a palheta parada, o médulo da velocidade 
de saida v’ 6 igual ao da velocidade de entrada v com 0 atrite do fluido desprezado. As 
variagées nas componentes de velocidade s&o entao 


Av, = v' cos 6 — v = —v(1 — cos @) 


Av, = v'sen 0-0 =usen 0 


A taxa de escoamento da massa 6 m’ = pAp, e substituindo na Eq. 4/18 resulta 


{2F, = m'Av,] -F = pAv{~v(1 — cos 9)) 

F = pAv*(1 - cos @) Resp. 
(aR, = m'Avy] R= pAviv sen 6] 

R= pAv? sen @ Resp. 


Parte (b). No caso da palheta mével, a velocidade final v’ do fluido apés sair 6 a soma 
vetorial da velocidade u da palheta mais a velocidade do fluido em relacdo a palheta 
v —u. Essa combinagao é apresentada no diagrama de velocidades 4 direita da figura 
para as condigées de safda. A componente x de vu’ 6 a soma das componentes de suas 
duas partes, desse modo v,’ = (v ~ u) cos 6+ u. A variacdo da velocidade na direcdo x do 
escoamento 6 


Av, = (v — u) cos 6 + (u — v) = ~(v — u)(1 ~ cos 6) 


A componente y de vu’ é (v - u) sen @, de modo que a variagao da velocidade na direcdo y 
do escoamento é Av, = (uv - u) sen 6. 

A taxa de escoamento da massa m’ 6 a massa submetida a variacéo na quantidade 
de movimento por unidade de tempo. Essa taxa é a massa que flui sobre a palheta por 
unidade de tempo e ndo a taxa de emissdo a partir do bocal. Desse modo, 


m' = pA(v — u) 


O principio do impulso-quantidade de movimento da Eq. 4/18 aplicado nos sentidos 
positivos das diregdes coordenadas fornece 


(ZF, = mAv,] —F = pAWv — u)[-@ — u)( 1 ~ cos 8} 
F = pAtu — u)*(1 — cos @) Resp. 


[2F, = m‘Av,] R = pAtv — u)? sen @ Resp. 
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Palheta mével 


‘| Sugestées Uteis 


@ Cuidado com os sinais algébricos quando 
utilizar a Eq. 4/18. A variagdo em v, 6 0 
valor final menos o valor inicial medido no 
sentido positivo da diregio x. Também deve- 
mos ter cuidado em escrever —F para 3F,,. 


@® Observe que para valores dados de u ev, 0 
Angulo para forga maxima F é 6 = 180°. 
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Exemplo 4/6 


Para a palheta mdvel do Exemplo 4/5, determine a velocidade étima u da palheta 
para a geracdo de poténcia maxima pela agao do fluido sobre a palheta, 


Solucao. A forca R mostrada na figura referente ao Exemplo 4/5 é normal 4 velocidade 
da palheta, por esta razao nao realiza nenhum trabalho. O trabalho realizado pela forga 
F mostrada é negativo, mas a poténcia desenvolvida pela forga (reagao a F) exercida 
pelo fluido sobre a palheta mével é 


[P = Fu] P= pA(v — u)u(1 — cos 6) 


A velocidade da palheta para poténcia maxima de uma tinica palheta no escoamento é 
descrita por 


2 a 2 2) = 7 
[2 = o| pA(L — cos 0)(v? — 4uv + 3u7) = 0 Sugestao Util 


@ ( ~ 8u)(v —u) =0 us 2 Resp. @ Esse resultado se aplica somente a uma pa- 
theta isolada. No caso de miltiplas palhe- 
tas, tais como as palhetas no disco de uma 
turbina, a taxa em que o fluido escoa dos 
bocais 6 a mesma taxa em que o fluido 
esta sofrendo uma variagao da quantidade 
de movimento. Assim, m’ = pAu em vez de 
pA(v — u), Com esta alteracéo, o valor étimo 
de w resulta ser u = v/2. 


A segunda solugao u = v fornece uma condigéo de minimo para poténcia nula. Um angu- 
lo 6 = 180° inverte completamente o escoamento e, evidentemente, produz tanto a forga 
méxima quanto a poténcia m4xima para qualquer valor de wu. 


Exemplo 4/7 


O bocal deslocado possui uma area de descarga A em B e uma rea de entrada Ay em 
C. Um lquido entra no bocal com uma pressiio estatica manométrica p através do tubo 
fixo e escoa do bocal com uma velocidade v na direcdo mostrada. Se a massa especifica 
constante do liquido é p, escreva expressées para a tragao T’, 0 cortante Q, e o momento 
fletor M no tubo em C. 


Solugdo, O diagrama de corpo livre do bocal e do fluido no seu interior mostra a tragéo 
T, o cortante Q, e o momento fletor M agindo sobre o flange do bocal onde ele se prende 
ao tubo fixo. A forca pAg sobre o fluido no interior do bocal devida & presséio estatica é 
uma forga externa adicional. : 

A continuidade do escoamento com massa especifica constante exige que 


Au = Avg 


onde vy é a velocidade do fluido na entrada do bocal. O princfpio da quantidade de movi- 
mento da Eq. 4/18 aplicado ao sistema nas duas diregdes coordenadas fornece 


(iF, = m‘Av,] PAo — T = pAvu cos 0 — v9) 
a af A 
® T = pAg + pAu' aa cos Resp. 
0 
[aF, = m'Avy] -@ = pAv(—v sen 6 - 0) Sugestées Uteis 


@ Mais uma vez, tenha cuidado em observar 

Q = pAv? sen 6 Resp. os sinais algébricos corretos dos termos em 
ambos os lados das Eqs. 4/18 e 4/19. 

@ As forgas e 0 momento que atuam sobre o 
tubo sao iguais e opostos aqueles indicados 
atuando sobre o bocal. 


O principio do momento da Eq. 4/19 aplicado no sentido horério fornece 


® [Mo = m' (gd, — v,d,)] M = pAv(va cos 6 + vb sen @ — 0) 


M = pAv*{a cos 6 + b sen 6) Resp. 
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Exemplo 4/8 y 


Um avido, cujo motor a jato aspira ar, possui massa total m e esta voando a uma 
velocidade constante v, consome ar na taxa de massa m/e descarrega gés queima- 
do na taxa de massa m, com uma velocidade u em relaciio ao avido. O combustivel é 
consumido na taxa constante m;. As forgas aerodinémicas totais agindo sobre 0 avido 
sao: a sustentagao S, normal a direcao de véo, e 0 arrasto A, oposto ao sentido de véo. 
Qualquer forga devida 4 pressdo estdtica ao longo das superficies de admissdo e de 
escape 6 assumida como incluida em A. Escreva a equacdo para 0 movimento do avido 
e identifique o empuxo E. 


Solucdo. © diagrama de corpo livre do aviao em conjunto com 0 ar, o combustivel e o 

gas de escape no seu interior é fornecido e apresenta apenas 0 peso, e as forgas de sus- mg 
tentacdo, e de arrasto conforme definidas. Fixamos os eixos x-y ao avido e aplicamos a 
equaciio da quantidade de movimento em relagdo ao sistema mével. ag eens 

O combustivel serd tratado como um escoamento permanente que entra no avido A een Mg? 

sem velocidade em relagéo ao sistema e que sai com uma velocidade relativa u na cor- 
rente de gases de escape. Aplicamos agora a Eq. 4/18 em relagiio aos eixos de referéncia 
e tratamos os escoamentos de ar e de combustivel separadamente. Para o escoamento 
de ar, a variag&o de velocidade na diregéo x em relagdo ao sistema mével é s 


©O 


® Au, = -u - (~v) = ~(u—v) mg 


€ para o escoamento de combustfvel a variagdo na diregéo « da velocidade em relacéio 


anyé : ae 


Av, = E 
Dessa forma, temos Ss ; 
‘ 
(ZF, = m’Av,] —mg sen 0 — D = —mj(u ~ v) — mae 
= —mu + mau 

onde a substituigéo m, =m, + m, foi realizada. Trocando os sinais resulta Sugestées Uteis 

mgt — miv= mg sen@ + D @ Note que a fronteira do sistema atravessa 0 

escoamento de ar na entrada da tomada de 

que é a equacdo de movimento do sistema. ar e através de corrente de gases de escape 

Se alterarmos as fronteiras do nosso sistema para expor as superficies interiores no bocal. 
nas quais o ar e o gas atuam, teremos o modelo de simulagdo apresentado, onde o ar | @) Temos permiss&o para utilizar eixos méveis 
exerce uma forga mjv sobre o interior da turbina e o gas de escape reage contra as su- em translagdo com velocidade constante. Ve- 
perficies interiores com a forga m,u. ja as Secdes 3/14 e 4/2. 

O modelo normalmente utilizado é mostrado no diagrama final, onde o efeito liquido @ Deslocando-nos com o avido, observamos 
das variag6es da quantidade de movimento do ar e da descarga é substituido por um o ar entrando em nosso sistema com uma 
empuxo simulado velocidade -v medida no sentido positivo 

: i da diregdo x e saindo do sistema com uma 
® P= mgu — mqv Resp. velocidade na diregéo x de —w. O valor final 

: ‘ inici essa io- 
aplicado ao avido por uma suposta fonte externa. basseaens Jjuiclal fornece a expressed alencio 

Pas ‘; < ae nada, isto 6, -w — (-v) = -(u—v). 

Como m’, é geralmente apenas 2% ou menos de m/, podemos usar a aproximagéo 4 is a 

Ue mie expresbar ovempuxe como @ Verificamos agora que o “empuxo”, na re- 
eee R a P alidade, nfo 6 uma forca externa ao avido 
T= m,(u — v) Resp. como um todo mostrado na primeira figura, 

mas pode ser modelado como uma forcga ex- 

Analisamos 0 caso de velocidade constante. Embora os nossos prine{pios newtonia- terna. 

i) 


‘ nos geralmente nao sejam validos em relagao a eixos com aceleracdo, serd mostrado que 
podemos usar a equacéo F = ma para o modelo proposto e escrever T -- mg sen 9@— D = 
mv com praticamente nenhum erro. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


4/33 O avido a jato possui uma massa de 4,6 t e um arrasto (resis- 
téncia do ar) de 32 kN a uma velocidade de 1000 km/h em uma de- 
terminada altitude. O avido consome ar na taxa de 106 ke/s através 
de sua abertura de admissao e usa combustivel na taxa de 4 kg/s. 
Se a descarga tem uma velocidade para tras de 680 m/s em relacdo 
ao bocal de escape, determine o Angulo maxinio de elevacéo a em 
que o jato pode voar com uma velocidade constante de 1000 km/h na 
altitude especifica em questao. 
Resp, a = 17,22° 
aok 
\ 


a 


\ 


¥ 


Problema 4/33 


4/34 Um jato de ar escoa do bocal com uma velocidade de 100 m/s 
na taxa de 0,2 m/s e é desviado pela pé em Angulo reto. Calcule a 
forga F necessaria para segurar a pd em uma posicao fixa. A massa 
especffica do ar 6 1,206 kg/m. 


Problema 4/34 


4/35 A dgua doce escoa do bocal com uma velocidade de 30 m/s na 
taxa de 0,05 m/s e é dividida em duas correntes iguais pela pa fixa 
e desviada a 60° como mostrado. Calcule a forca F necessdria para 
manter a pa no lugar. A massa especifica da Agua 6 1000 kg/m?. 
Resp. F = 750 N 


ke 


Problema 4/35 


4/36 O jet ski atinge sua velocidade maxima de 70 km/h quando 
operando em agua salgada. A admissdo de d4gua é por uma passagem 
horizontal na parte inferior do casco, assim a 4gua entra na admis- 
sao com a velocidade de 70 km/h em relac&o ao jet ski. A bomba 
motorizada descarrega 4gua a partir do bocal de escape horizontal 
com 50 mm de didmetro na taxa de 0,082 m/s. Calcule a resisténcia 
R da Agua para o casco na velocidade de funcionamento. 


Problema 4/36 


4/37 O rebocador de combate a incéndio despeja um jato de dgua 
salgada (massa especifica 1030 kg/m*) com uma velocidade em re- 
lag&o ao bocal de 40 m/s na taxa de 0,080 m/s, Calcule o empuxo 
propulsor Z que deve ser desenvolvido pelo rebocador para manter 
uma posicéo fixa enquanto houver bombeamento. 

Resp. E = 2,85 kN 


Problema 4/37 


4/38 A figura mostra a vista superior de um trené-foguete experi- 
mental que esté se deslocando a uma velocidade de 300 m/s quando 
o seu coletor frontal entra em um canal de 4gua para atuar como 
um freio. A agua é desviada perpendicularmente em relagao ao mo- 
vimento do trené. Se a drea de escoamento frontal do coletor 6 
107 m?, calcule a forga inicial de frenagem. A massa especifica da 
Agua é 1000 kg/m®. 


Problema 4/38 


4/38 Um supressor de ruido de um motor a jato consiste em um 
duto mével que esta fixado diretamente atrés do escapamento do 
jato pelo cabo A e desvia 0 escoamento diretamente para cima: Du- 
rante um teste no solo, o motor suga o ar & taxa de 43 ke/s e queima 
combustivel 4 taxa de 0,8 kg/s. A velocidade de escape é de 720 m/s. 
Determine a tragao T no cabo. 

Resp. T = 32,6 kN 


| 


Problema 4/39 


4/40 A pd com 90° se desloca para a esquerda com uma velocidade 
constante de 10 m/s contra uma corrente de 4gua doce escoando com 
uma velocidade de 20 m/s a partir do bocal com 25 mm de diametro. 
Calcule as forgas F, e F, sobre a pa exigida para suportar o movi- 
mento. 


Problema 4/40 


4/41 A bomba mostrada aspira ar com uma massa especifica p 
através do duto fixo A com diametro d a uma velocidade u e 0 des- 
carrega em alta velocidade v através das duas saidas B. A pressao 
nos fluxos de ar em A e B é a atmosférica. Determine a expressio 
para a tragdo T exercida sobre a unidade de bombeamento através 
do flange em C. 


2 
Resp. T = BE puto cos @ + u) 


Problema 4/41 


Problemas Representativos 


4/42 A bola de 250 g é suportada pelo jato vertical de dgua doce 
que escoa a partir do bocal com 12 mm de diametro a uma veloci- 
dade de 10 m/s. Calcule a altura # da bola acima do bocal. Suponha 
que o escoamento permanece sem modificagao e que nao ha energia 
perdida na corrente do jato. 
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Problema 4/42 


4/43 Um reversor de empuxo de um motor a jato para reduzir 
a velocidade de uma aeronave com 200 km/h apés a aterrissagem 
emprega pas dobradigas que desviam os gases de escape na dire- 
ao indicada. Se o motor esta consumindo 50 kg de ar e 0,65 kg de 
combustivel por segundo, calcule 0 empuxo de frenagem como uma 
fragéio n do empuxo motor sem as pas defletoras. Os gases de escape 
tém uma velocidade de 650 m/s em relacao ao bocal. 

Resp. n = 0,638 


——> 200 km/h 


Problema 4/43 


4/44 0 tubo curvo mostrado possui uma drea de secdo transversal 
A e esta suportado em seu plano pela tragéo T aplicada a seus flan- 
ges pelos tubos adjacentes aos quais esté conectado (ndo mostrados). 
Se a velocidade do Hiquido é v, sua massa especifica p, e sua pressio 
estatica p, determine T e mostre que é independente do angulo 6. 


f 


\ 
aa 
\/ 
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Problema 4/44 
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4/45 © ventilador axial C insufla ar através do duto de se¢ao 
transversal circular e descarrega com uma velocidade v em B. As 
massas especificas do ar em A e B sao p, & pg, respectivamente, e 
as pressdes correspondentes sao p, € pz. As pas defletoras fixas em 
D restauram 0 escoamento axial do ar apés a passagem através das 
pas propulsoras em C. Escreva uma expressdo para a forga horizon- 
tal resultante R exercida sobre a unidade de ventilacao pelo flange 
e parafusos em A. 


2 
Resp. R = ae (1 = 28). + (pp -p9| 


Problema 4/45 


4/A6 O ar 6 movimentado através do duto estaciondrio A com uma 
velocidade de 15 m/s e descarregado através de uma seco BC de um 
bocal experimental. A pressdo estdtica manométrica média através 
da secdo B é 1050 kPa, e a massa especifica do ar a essa pressdo e na 
temperatura caracteristica 6 de 13,5 kg/m®. A pressdo estdtica ma- 
nométrica média através da secdo de safda C 6 medida ser 14 kPa, 
ea massa especffica correspondente do ar é de 1,217 kg/m*. Calcule 
a forga T exercida sobre o flange do bocal em B pelos parafusos e a 
vetlaciio para segurar o bocal no lugar. 


Problema 4/46 


4/47 Um dos mais avancados métodos para cortar placas metili- 
cas utiliza um jato da 4gua em alta velocidade que carreia um pd 
abrasivo de granada. O jato escoa a partir do bocal de 0,25 mm de 
diametro em A e segue a trajetéria indicada através da espessura ¢ 
da placa. Conforme a placa 6 lentamente deslocada para a direita, 
o jato executa um rasgo estreito de preciso na placa. A mistura 
Agua-abrasivo 6 usada a taxa baixa de 2(10~) m/min e possui uma 
massa especifica de 1100 kg/m®. A gua escoa da parte inferior da 
placa com wma velocidade que é 60% da velocidade imposta pelo 
bocal. Calcule a forca horizontal F necessd4ria para manter a placa 
contra 0 jato. 

Resp, F = 23,0N 


ne 


Problema 4/47 


4/48 A bomba de succéio possui uma massa liquida de 310 kg e 
bombeia 4gua doce contra uma altura de 6 m na taxa de 0,125 m/s. 
Determine a forga vertical R entre a base de suporte e o flange da 
bomba em A durante a operacdo. A massa de agua na bomba pode 
ser considerada como a equivalente a um didmetro de 200 mm de 
coluna com 6 m de altura. 


Problema 4/48 


4/49 Em um teste de operagédo de um guindaste mével de um car- 
ro de bombeiros, o equipamento esta livre para se mover com seus 
freios liberados. Na posi¢éo apresentada, o caminhao esta deforman- 
do a mola de rigidez # = 15 kN/m de uma distancia de 150 mm por 
causa da agao do jato horizontal de agua escoando do bocal quando 
a bomba esta ativada. Se o diametro de safda do bocal é de 30 mm, 
calcule a velocidade v do escoamento quando esse deixa o bocal. De- 
termine também o momento M adicional que a junc&o em A deve 
resistir quando a bomba esta em operagao com o bocal na posigéo 
indicada. 

Resp. v = 56,4 m/s, M = 29,8 kN-m 


Sd shy 


Problema 4/49 


4/50 O hovercraft experimental tem uma massa total de 2,2 t. Ele 
paira junto ao solo pelo bombeamento de ar a press&o atmosférica 
através do duto circular de admissdo em B e descarrega horizontal- 
mente sob a periferia da saia C. Para uma velocidade de admissdo v 
de 45 m/s, calcule a pressio média do ar p sob 0 equipamento com 6 m 
de diametro no nivel do solo. A massa especifica do ar é 1,206 kg/m’. 


Problema 4/50 


4/51 Um aviao comercial voando horizontalmente a 800 km/h en- 
contra uma forte tempestade caindo verticalmente a taxa de 6 m/s 
com uma intensidade equivalente a um acimulo de 25 mnv/h no solo. 
A drea da superficie superior do avido projetada sobre o plano ho- 
rizontal é de 275 m*. Calcule a fora insignificante para baixo F da 
chuva sobre a aeronave. 

Resp, F = 11,46 N 


Problema 4/51 
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4/52 A unidade de ventilagdo de massa m fechada em um duto 
é apoiada na posi¢éo vertical sobre o seu flange em A. A unidade 
aspira ar com uma massa especifica p e uma velocidade u através da 
secéo A e o descarrega através da secdo B com uma velocidade v. 
Ambas as pressdes de entrada e de saida sdo atmosféricas. Escreva 
uma expressdo para a forga R aplicada ao flange da unidade de ven- 
tilagdo pela laje de suporte. 


Problema 4/52 


4/53 tubo de retorno com 180° descarrega dgua salgada (mas- 
sa especifica de 1030 kg/m) no ambiente a uma taxa constante de 
0,050 m/s. A pressio estdtica da dgua na secéo A é de 70 kPa acima 
da presséo atmosférica, A area do escoamento no tubo em A é 
12 500 mm? e em cada uma das duas safdas 6 2000 mm?. Se cada um 
dos seis parafusos no flange é apertado com uma chave de torque de 
modo a ser submetido a uma tragio de 750 N, determine a pressdo 
média p sobre a vedacao entre os dois flanges. A drea do flange em 
contato com a vedagao é 10 000 mm?, Determine também o momento 
fietor M na segao A do tubo quando a descarga do lado esquerdo é 
obstrufda e a sua vaziio é reduzida & metade. Despreze o peso do 
tubo e da agua em seu interior. 

Resp. p = 278 kPa, M = 64,4 Nem 


Problema 4/53 


4/54 O hidrante é testado sob uma alta pressio na tubulacao ver- 
tical. O escoamento total de 0,280 m/s é dividido igualmente entre 
as duas saidas, sendo que cada uma possui uma secao transversal 
de 3800 mm?. A drea da seco transversal de entrada na base é 
6,80(10*) mm?. Despreze o peso do hidrante e da Agua no seu inte- 
rior e calcule a tracdo T, o cortante V, e o momento fletor M na base 
do tubo vertical em B. A massa especifica da dgua 6 1000 kg/m®, A 
pressao estatica da 4gua quando entra na base em B é de 800 kPa. 
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Problema 4/54 


4/55 Uma maquina rotativa para limpar estradas de neve mon- 
tada sobre um grande, caminh4o abre seu caminho através de um 
amontoado de neve em uma estrada horizontal a uma velocidade 
constante de 20 km/h. O equipamento descarrega 60 t de neve por 
minuto para fora de sua calha a 45° com uma velocidade de 12 m/s 
em relagéo ao equipamento. Calcule a forca de tragéo P nos pneus na 
diregdo do movimento necessdria para mover 0 equipamento ¢ en- 
contre a forca lateral R correspondente entre os pneus e a estrada. 
Resp. P = 5,56 kN, R = 8,49 kN 


Problema 4/55 


4/56 O soprador industrial aspira o ar através da abertura axial A 
com uma velocidade v, e o descarrega & pressao atmosférica e tem- 
peratura ambiente através do duto B com 150 mm de diametro com 
uma velocidade v.. O soprador movimenta 16 m' de ar por minuto 
com o motor e o ventilador girando a 3450 rpm. Se o motor exige 
0,32 kW de poténcia sem carga (ambos os dutos fechados), calcule a 
poténcia P consumida enquanto o ar esté sendo bombeado. 


Problema 4/56 


4/57 A viabilidade de uma aeronave VTOL (na sigla em inglés 
para decolagem e aterrissagem vertical) para apenas um passagei- 
ro esta sendo analisada. O projeto preliminar utiliza um pequeno 
motor com uma alta razdo poténcia/peso para acionamento de uma 
bomba de ar que aspira o ar através dos dutos a 70° com uma velo- 
cidade de entrada vu = 40 m/s a uma pressiio estdtica manométrica 
de 1,8 kPa através das areas de admissao que totalizam 0,1320 m2. 
O ar 6 descarregado verticalmente para baixo com uma velocidade 
u = 420 m/s. Para um passageiro de 90 kg, calcule a massa liquida 
maxima m do equipamento para o qual esse pode decolar e pairar. 
(Veja a Tabela D/1 para a massa especifica do ar.) 

Resp. m = 184,3 kg 


Problema 4/57 


4/58 O avido a jato militar possui uma massa total de 10 t e esta 
pronto para decolar com freios acionados enquanto o motor tem sua 
rotacéo aumentada para poténcia maxima. Nessa condicéo, 0 ar com 
uma massa especffica de 1,206 kg/m? 6 aspirado para dentro dos 
dutos de admissao na taxa de 48 kg/s com uma pressao estatica de 
2,0 kPa (manométrica) através da entrada do duto. A area total da 
secao transversal de ambos os dutos de admissdo (um de cada lado) 
61,160 m2. A razao ar/combustivel é 18, e a velocidade de escape u 6 
940 m/s com contrapressao nula (manométrica) através da descarga 
do bocal. Calcule a aceleragéo inicial a da aeronave apés a liberacdo 
dos freios. 


Problema 4/58 
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4/59 Ohelicéptero mostrado tem uma massa m e paira nessa posi- 
cdo transmitindo uma quantidade de movimento descendente para 
uma coluna de ar definida pela fronteira indicada do turbilhao da 
hélice. Encontre a velocidade descendente v fornecida ao ar pelo ro- 
tor em uma segdo no escoamento abaixo do rotor, onde a pressio é 
atmosférica ¢ o raio do escoamento é r. Encontre também a poténcia 
P exigida do motor. Despreze a energia rotacional do ar, qualquer 
aumento de temperatura devido ao atrito do ar, e qualquer variacgado 


na massa especffica do ar p. 
my mg |m; 
Resp.v = 4 [™8, p78 jE 
r\ 7p 2r VY ap 


Problema 4/59 


4/60 A aeronave militar VTOL (decolagem e aterrissagem verti- 
eal, na sigla em inglés) 6 capaz de subir verticalmente sob a agdo 
da descarga de seu jato, que pode ser direcionada desde @ = 0 para 
decolar e pairar até @ = 90° para voar em frente. A aeronave carrega- 
da possui uma massa de 8600 kg. Na poténcia plena de decolagem, 
o seu motor ¢urbo-fan consome ar na taxa de 90 ke/s e tem uma 
razao ar/combustivel de 18. A velocidade de exaustédo dos gases é 
1020 m/s essencialmente na pressao atmosférica através dos bocais 
de saida. O ar com uma massa especifica de 1,206 kg/m? 6 sugado 
para as aberturas de admissao na presséo de —2 kPa (manométrica) 
sobre a drea total de admissao de 1,10 m?. Determine 0 Angulo 6 
para decolagem vertical e a correspondente aceleragdo vertical a, 
da aeronave, 


Problema 4/60 


4/61 Um terminal maritimo para descarga de trigo a granel de um 
navio 6 equipado com um tubo vertical com um bocal em A que suga 
o trigo para cima pelo tubo e o transfere para o edificio de armaze- 
namento. Calcule as componentes x e y da forga R necesséria para 
variar a quantidade de movimento do escoamento da massa para 
contornar a curva. Identifique todas as forgas aplicadas externa- 
mente & curva e a massa em seu interior. O ar escoa através do tubo 


com 350 mm de diadmetro na taxa de 16 t por hora sob um vacuo de 
230 mm de merctirio (p = -30,7 kPa manométrica) e carrega consigo 
135 t de trigo por hora a uma velocidade de 40 m/s. 

Resp. R, = 1,453 kN, R, = -2,52 kN 


Problema 4/61 


4/62 O borrifador é projetado para girar 4 velocidade angular cons- 
tante w e espalhar agua na taxa volumétrica Q. Cada um dos quatro 
bocais tem uma drea de saida A. Escreva uma express4o para 0 tor- 
que M sobre o eixo do borrifador necessario para manter o movimen- 
to requerido. Para uma determinada pressdo e, conseqiientemente, 
uma taxa de fluxo Q, a que velocidade wy ird operar o borrifador sem 
nenhum torque aplicado? Seja p a massa especifica da agua. 


Problema 4/62 


4/63 Um jato de ar em alta velocidade escoa do bocal A com 40 
mom de didmetro a uma velocidade v de 240 m/s e atinge a pd OB, 
mostrada em sua vista lateral. A pd e sua extens&o em Angulo reto 
tém massas despreziveis comparadas com 0 cilindro preso de 6 kg e 
s4o livremente articuladas em torno de um eixo horizontal através 
de O. Calcule o angulo @ assumido pela pa com a horizontal. A mas- 
sa especifica do ar nas condigdes presentes 6 1,206 kg/m*. Declare 
quaisquer hipéteses utilizadas. 

Resp. 9 = 38,2° 
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Problema 4/63 


»4/64 Umcorte axial do bocal de sucgaio A para um descarregador 
de trigo a granel é mostrado aqui. O tubo externo é preso ao tubo 
interno por varias nervuras longitudinais que nao limitam o escoa- 
mento do ar. Um vacuo de 230 mm de merctrio (p = -30,7 kPa ma- 
nométrica) 6 mantido no tubo interno, e a pressdo através do fundo 
do tubo externo é a atmosférica (p = 0). O ar a 1,206 kg/m? 6 aspirado 
através do espago entre os tubos a uma taxa de 16 t/h & pressao at- 
mosférica e aspira consigo 135 t de trigo por hora para cima no tubo 
a uma velocidade de 40 m/s. Se a unidade do bocal abaixo da’‘secao 
A-A tem uma massa de 30 kg, calcule a compressdo C na conexio 
em A-A. 

Resp. C = 265 N 


Problema 4/64 


b4/65 Avalvula, que esta aparafusada na tubulacdo fixa na seco 
A-A, é projetada para descarregar 4gua doce A taxa de 1,30 m*/min 
para o ambiente no plano x-y como mostrado. A pressao da 4gua em 
A-A 6 1000 kPa manométrica. A 4rea do escoamento em A-A tem 
um diadmetro de 50 mm, e o didmetro da drea de descarga em B é 
de 25 mm. Despreze o peso da valvula e da 4gua em seu interior e 
calcule o cortante V, a tragéo F, a tor¢éo T e 0 momento fletor M na 
seco A-A. 
Resp. V = 733 N, F = 1588 N 
T = 36,6 N-m, M = 54,8 N-m 


Problema 4/65 


»4/66 Um veiculo experimental projetado para estudos de impac- 
to possui uma massa m = 1,4 te é acelerado a partir do repouso pela 
ago de um jato de 4gua em alta velocidade sobre o defletor curvo 
preso na traseira do veiculo. O jato de dgua doce 6 produzido pelo 
pistao acionado a ar e escoa a partir do bocal com 140 mm de diame- 
tro a uma velocidade v = 150 m/s, A resisténcia do veiculo, conside- 
rado como uma particula, ao atrito corresponde a 10% do seu peso. 
Determine a velocidade wu do veiculo 3 segundos apés ser liberado a 
partir do repouso. (Sugestdo: Adapte os resultados do Exemplo 4/5.) 

Resp. u = 181,0 m/s 


porate o suprimento de ar 


u 


Problema 4/66 


4 
ae 


eee eae 


4/7 Massa VariAvet 
iinet 

Na Segio 4/4 estendemos as equacées do movimento de 
uma particula para incluir um sistema de particulas. Essa 
extensdo conduziu 4s expressées bastante gerais 2F = G, 
2Mp = Hp e XMg = Hg, que sao as Eqs. 4/6, 4/7 e 4/9, respec- 
tivamente. Em seus desenvolvimentos, os somatérios foram 
determinados sobre um conjunto fixo de particulas, de modo 
que a massa do sistema a ser analisado era constante. 

Na Secao 4/6 esses principios de quantidade de movimen- 
to foram estendidos nas Eqs. 4/18 e 4/19a para descrever a 
agao de forcas sobre um sistema definido por um volume geo- 
métrico através do qual passa um escoamento permanente 
de massa. Portanto, a quantidade de massa no interior desse 
volume era constante em relacao ao tempo e assim pudemos 
utilizar as Eqs. 4/6, 4/7 e 4/9, Quando a massa no interior da 
fronteira de um sistema sob consideracdo nao é constante, as 
relagdes anteriores jA n&o sao validas.* 


Equacao do Movimento 


Desenvolveremos agora a equacdo para o movimento li- 
near de um sistema cuja massa varia com o tempo. Consi- 
dere inicialmente um corpo que adquire massa pela coleta e 
absorcaéo de uma quantidade de material que esta escoando, 
Fig. 4/6a, A massa do corpo e sua velocidade em qualquer 
instante sao m e v, respectivamente. A quantidade de mate- 
rial é considerada estar se movendo no mesmo sentido que 
m com uma velocidade constante vg menor que v. Em virtude 
da Eq. 4/18, a forga exercida por m sobre as partfculas no 
escoamento para acelerd-las a partir de uma velocidade ug 
para uma velocidade maior v é R = m'(v ~ vg) = mu, onde 
a taxa de crescimento de m no tempo 6 m’ = m e onde u 
6 o médulo da velocidade relativa com que as particulas se 


m m absorve massa (u> %) 


(a) 


m expele massa (v'> t) 
(c) 


Figura 4/6 


“Na mecdnica relativista a massa 6 verificada ser uma fungéio da velocidade, 
e sua derivada no tempo tem um significado diferente daquele da mecdnica 
newtoniana. 
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aproximam de m. Além de R, todas as outras forcas agindo 
sobre m na diregéo do seu movimento sao designadas por 
=F. A equagéo do movimento de m a partir da segunda lei de 
Newton é, portanto, SF —R = mi ou 


Da mesma forma, se o corpo perde massa expelindo-a 
para tras de modo que sua velocidade ug é menor do que v, 
Fig. 4/66, a forca R necessdria para desacelerar as particulas 
a partir de uma velocidade v para uma velocidade em menor 
09 6R = m'(~v9— [-v]) = mv — v9). Mas m‘ = —ri uma vez que 
m esta diminuindo. Além disso, a velocidade relativa com a 
qual as particulas deixam m 6 u =v - vg. Assim, a forca R se 
torna R = mu. Se SF indica a resultante de todas as outras 
forcas agindo sobre m na diregdo de seu movimento, a segun- 
da lei de Newton exige que LF’ + R = mv ou 


(4/20) 


SF = mb + mu 


que é a mesma relacdo que para 0 caso em que m esta ga- 
nhando massa. Podemos, portanto, usar a Eq. 4/20 como a 


Trés Super Scoopers em acdo. Esses aviGes de combate a incéndio 
sao capazes de ingerir rapidamente agua de um fago deslizando so- 
bre a superficie, com apenas um coletor montado no fundo e que 
entra na agua. A massa dentro dos limites do contorno da aeronave 
varia durante essa fase da operacao. 


© AP/Wide World Photos 
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equacéio do movimento de m, quer esteja ganhando ou per- 
dendo massa. 

Um equivoco comum na utilizagaio da equagéio de forca- 
quantidade de movimento é 0 de expressar 0 somatério par- 
cial das forcas 2F como 


EF = £ (mv) = mi + ho 


A partir dessa expanso vemos que a diferenciagao direta da 
quantidade de movimento linear fornece a forga correta 2F 
apenas quando o corpo capta massa inicialmente em repouso 
ou quando expele massa a qual é despejada com velocidade 
absoluta nula. Em ambos 0s casos, vp = 0 e u = v. 


Abordagem alternativa 


Podemos também obter a Eq. 4/20 por uma diferenciagado 
direta da quantidade de movimento a partir da relagdo ba- 
sica SF = G, contanto que um sistema adequado com massa 
total constante seja escolhido. Para ilustrar essa abordagem, 
selecionamos o caso em que m esta perdendo massa e usa- 
mos a Fig. 4/6c, que mostra o sistema de m e uma porgéo ar- 
bitréria my do escoamento da massa expelida. A massa desse 
sistema 6 m + my e 6 constante. , 

Supée-se que o escoamento da massa expelida se mova 
sem perturbagao uma vez separado de m, e a tnica forga 
externa a todo o sistema é &F que é aplicada diretamente a 
m como antes. A reagdo R = —mu 6 interna ao sistema e nao 
6 mostrada como uma forga externa sobre o sistema. Com 
massa total constante, o principio da quantidade de movi- 
mento SF = G 6 aplicavel e temos : 


IF = ¢ (mp + mou) = mb + Thu + Migvg + Modo 


Evidentemente, 71) = —7h, e a velocidade da massa expe- 
lida com relagio & m 6 u =v ~ v9. Além disso dy = 0 uma vez 
que my se desloca sem perturbacao e sem aceleragéo uma vez 
livre de m. Assim, a relagdo se torna 


LF = mb + mu 
que é idéntica ao resultado da formulagiio anterior, Eq. 4/20. 


Aplicacao 4 Propulsdo de Foguetes 


O caso em que m esta perdendo massa é evidentemente 
descritivo da propulséo de um foguete. A Fig. 4/7a mostra 
um foguete que sobe verticalmente, cujo sistema é a mas- 
sa no interior do volume definido pela superficie externa do 
foguete e o plano de safda através do bocal. Externo a esse 
sistema, o diagrama de corpo livre exibe os valores instanta- 
neos da atracdo gravitacional mg, resisténcia aerodindmica 
R,e a forca pA devida a pressio estatica média p através do 
plano de saida do bocal de drea A. A taxa de escoamento de 
massa é m’ = —m. Desse modo, podemos escrever a equagao 
de movimento do foguete, LF = mb + mu, como pA — mg — 
R=mv + mu, ou 


m'u + pA ~ mg — R= mob (4/21) 


A Eq. 4/21 6 da forma “ZF = ma” onde o primeiro termo 
em “SF” é 0 empuxo T = m’u. Dessa maneira, o foguete pode 


\ 
hy 


A 
hr =m'u 
Sistema Sistema 
real simulado 
(a) (b) 
Figura 4/7 


ser simulado como um corpo ao qual um empuxo externo T 
é aplicado, Fig. 4/7b, e o problema pode entéio ser analisado 
como qualquer outro problema do tipo F = ma, com excegiio 
de que m é uma fungio do tempo. 

Observe que, durante as fases iniciais do movimento 
quando 0 médulo da velocidade v do foguete 6 menor que a 
velocidade relativa de exaustdo w, a velocidade absoluta ug 
dos gases de exaustao seré direcionada para tras. Por outro 
lado, quando o foguete atinge uma velocidade v cujo médu- 
Jo 6 maior do que u, a velocidade absoluta vy dos gases de 
exaustéo seré direcionada para frente. Para uma determi- 
nada taxa de escoamento de massa, o empuxo do foguete T 
depende apenas da velocidade relativa de exaust&o u e nao 
do médulo ou do sentido da velocidade absoluta vp dos gases 
de exaustao. 

Na abordagem anterior de corpos cuja massa varia com 
o tempo, admitimos que todos os elementos da massa m do 
corpo estavam em movimento com a mesma velocidade v em 
qualquer instante de tempo e que as particulas de massa 
adicionadas ou expelidas do corpo eram submetidas a uma 
transigaéo brusca de velocidade ao entrar ou sair do corpo. 
Portanto, essa variagao de velocidade foi modelada como uma 
descontinuidade matemética. Na verdade, essa variagfo na 
velocidade nado pode ser descontinua ainda que a transigéo 
possa ser rapida. No caso de um foguete, por exemplo, a va- 
riagdo de velocidade ocorre continuamente no espaco entre a 
zona de combustao e o plano de saida do bocal de exaustao. 
Uma andlise mais geral da dinamica de massa varidvel re- 
move essa restricéo de variagéio descontinua de velocidade e 
introduz uma pequena corregdo na Eq. 4/20. 


Exemplo 4/9 


A extremidade de uma corrente de comprimento L e massa p por unidade de com- 
primento que esta empilhada sobre uma plataforma 6 levantada verticalmente com 
uma velocidade constante v por uma forca varidvel P. Encontre P como uma fungao 
da altura x da extremidade acima da plataforma. Encontre também a energia perdida 
durante a elevagdo da corrente. 


Solucdo | (Abordagem de Massa Varidvel). A Eq. 4/20 sera utilizada e aplicada a 
parte mével da corrente com comprimento x que esta ganhando massa. O somatério de 
forcgas =F inclui todas as forgas que atuam sobre a parte mével exceto a forca exercida 
pelas particulas que estao sendo anexadas. A partir do diagrama temos 


SF, = P— pgx 


A velocidade é constante de modo que 0 = 0. A taxa de aumento da massa é m = pv, € 
a velocidade relativa com que as particulas que so anexadas se introduzem na parte 
mével 6 u =u —0 =v. Assim, a Eq. 4/20 se torna 


(ZF = mb + mu) P — pgx = 0+ pu(v) P = p(gx + v*) Resp. 


Vemos agora que a forga P é composta por duas partes, pgx, que 6 o peso da parte mével 
da corrente, e pu”, que é a forga adicional necessdria para variar a quantidade de movi- 
mento dos elos sobre a plataforma de uma condicdo de repouso para uma velocidade v. 


7 


Solu¢dao I! (Abordagem de Massa Constante). © principio do impulso e da quantida- 
de de movimento para um sistema de particulas expresso pela Eq. 4/6 sera aplicado a 
toda a corrente, considerada como o sistema de massa constante, O diagrama de corpo 
livre do sistema mostra a forca desconhecida P, o peso total de todos os elos pgL, e a 
forca pg(L — x) exercida pela plataforma sobre os elos que est&éo em repouso sobre ela. 
A quantidade de movimento do sistema em qualquer posigdo 6 G, = pxv e a equagiio da 
quantidade de movimento fornece 


dG, 
[z. es =| P+ pall ~ x) — pg = g (oxv) P= plex +0) Resp. 

Mais uma vez verifica-se que a forga P é igual ao peso da porgao da corrente que esta 
fora da plataforma acrescida do termo adicional que considera a taxa de aumento no 
tempo da quantidade de movimento da corrente. 


Perda de Energia, Cada elo sobre a plataforma adquire sua velocidade bruscamente 
através de um impacto com o elo acima desse, que o levanta da plataforma. A sucesso 
de impactos dé origem a uma perda de energia AE (trabalho negativo -AE) de modo que 


a equagio de trabalho-energia torna-se Uj.) = { Pdx — AE = AT + AV,, onde 


L 
[ eae= [Cope + pu®) de = bogh? + pu*h 
0 


1 L 
AT = gpl? AV, = pgL 37 5egL? 
Substituindo na equacao de trabalho-energia se obtém 
jeg? + pv®L- AE =4plv® +ipgh? = AB = pele? Resp. 
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Sugestées Uteis 


@ O modelo da Fig, 4/6a mostra a massa sen- 
do adicionada 4 extremidade na frente da 
parte mével. Com a corrente, a massa é 
adicionada 4 extremidade posterior, mas o 
resultado 6 0 mesmo. 


i 4 


Solucdo Solucdo 
ce 
{ pgx pg 


@® Precisamos ter muito cuidado para nao 
usar SF = G para um sistema cuja massa 
esta variando. Assim, consideramos a cor- 
rente inteira como o sistema uma vez que 
sua massa é constante. 


@ Note que Urs inclui o trabalho realizado 
pelas forgas internas ineldsticas, tais como 
as forgas de impacto entre os elos, onde esse 
trabalho 6 convertido em perda de energia 

» térmica e actstica AE. 
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Exemplo 4/10 


Substitua a corrente de elos do Exemplo 4/9 por uma corda flexfvel, porém inexten- 
sivel ou por uma corrente do tipo usado em bicicleta com comprimento L e massa p por 
unidade de comprimento. Determine a forea P necessaria para elevar a extremidade da 
corda com uma velocidade constante v e determine a reacdo R correspondente entre o 
rolo e a plataforma. 


Solucdo.. O diagrama de corpo livre do rolo e da porgao mével da corda é mostrado na fi- 
gura da esquerda. Por causa de alguma resisténcia a flexao e algum movimento lateral, 
a transigdo do repouso para a velocidade vertical v ocorre durante um segmento consi- 
derdvel da corda. No entanto, assumimos inicialmente que todos os elementos que se 
deslocam possuem a mesma velocidade de modo que a Eq. 4/6 para o sistema fornece 


dG, d 

iF, = P+R-— pgh = = (pxv) P+R= pv? + pgL 
dt dt 

Assumimos também que todos os elementos do rolo da corda estao em repouso sobre a 

plataforma e nao transmitem nenhuma forga para a plataforma, além do seu peso, de 

forma que R =pg(L --x). A substituigao na relacdo anterior fornece 


P+ pg —x) = pu? +pgl ou P = pu® + pgx 


que é 0 mesmo resultado daquele para a corrente no Exemplo 4/9. 
O trabalho total realizado sobre a corda por P vem a ser 


x 
Ute, = [ea = J (pu? + pgx) dx = pu®x + doge? 
0 
A substituigaéo na equagao de trabalho-energia fornece 


[Vig = AT + AV,] — pute + joge®= AT + pges AT = pau? 

que é o dobro da energia cinética specu do movimento vertical. Portanto, uma quantida- 
de igual de energia cinética nao é levada em consideragao. Essa concluséo em grande 
medida contradiz a hipétese de movimento unidimensional na diregéio x. 

A fim de introduzir um modelo unidimensional que mantenha a propriedade de 
inextensibilidade prescrita para a corda, é necessdrio impor uma restrigdo fisica na 
base para guiar a corda na passagem para 0 movimento vertical e, ao mesmo tempo, 
preservar uma transigao suave do repouso para a velocidade de subida v sem perda de 
energia. Essa guia esté inclufda no diagrama de corpo livre da corda inteira na figura 
do meio e é representada esquematicamente no diagrama de corpo livre no meio da 
figura do lado direito. 

Para um sistema conservativo, a equacdo de trabalho-energia fornece 


{du' = dT + dV,] Pdx = dpxv®) + apex x) 
Ps 3 pu? + pax 
A substituicaéo na equacio do impulso-quantidade de movimento SF, = G, fornece 
Lov? + pgx +R pel = po® R= Zpv* + pg(L ~ x) 
Apesar dessa forga, que excede 0 peso em 3 pu”, nao ser realista experimentalmente, ela 


esta presente no modelo idealizado. 
O equilfbrio da segdo vertical exige 


if 1 
Ty = P — pgx = g pv? + pen — pgx = 5 pv? 
Porque é necessdria uma forga de pu” para variar a quantidade de movimento dos ele- 


mentos da corda, a guia restritiva deve equilibrar a forga F = eu? que, por sua vez, é 
transmitida para a plataforma. 


pe(L - x) F 


Sugestdes Uteis 


@ A flexibilidade perfeita nao permiitiria qual- 
quer resisténcia a flexao. 

@® Lembre-se de que v 6 constante.e igual a 4. 
Observe também que essa mesma. relagdo 

_ se aplica a corrente do Exemplo 4/9, 

@® Esse termo adicional ‘de energia’ cinética 
nao levado em consideragio é exatamente 
igual a energia perdida pela corrente du- 
rante o impacto de seus elds.” 

@ Essa guia restritiva pode’ ser visualizada 

“como um fecipionte de massa’ desprezivel 
girando dentro do rolo coni uiia velocidade 
angular vf e conectado:A plataforma atra- 
vés de seu eixo. Conforme gira; ele alimenta 
a corda a partir de uma posigao.em repouso 
até ina Velocidade ascendente ¥, como in- 
dicado na figura associada, 

® Note que 0 centro de massa da segao de 
comprimenito x est4 a wma distancia 2/2 aci- 
ma da base. 


Exemplo 4/11 


Um foguete de massa total inicial my 6 lancado verticalmente para cima a partir do 
Polo Norte e acelera até o combustivel, que queima a uma taxa constante, até se esgo- 
tar. A velocidade relativa ao bocal dos gases de exaustdo tem um valor constante u, e 
o bocal descarrega a pressdo atmosférica durante todo o véo. Se a massa residual da 
estrutura do foguete e dos equipamentos é m, apés a queima total ocorrer, determine 
a expressao para a velocidade maxima atingida pelo foguete. Despreze a resisténcia 
atmosférica e a variacao da gravidade com a altitude. 


Solucdo I (Solucao por F = ma). Adotamos a abordagem ilustrada na Fig. 4/7 e con- 
sideramos 0 empuxo como uma forga externa sobre o foguete. Desprezando a contra- 
pressao p através do bocal e a resisténcia R atmosférica, a Eq. 4/21 ou a segunda lei de 
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c 
ee terrae ee 


mg 


i 
Ww 


Newton fornece 


T — mg = mo 
Mas 0 empuxo é T = m’u = —rhu de modo que a equagdo do movimento se torna 
—mhu ~ mg = mb 


Multiplicando por dt, dividindo por m, e reorganizando resulta 


= —y 
dv = om 8H 


Sugestées Uteis 


@ Desprezar a resisténcia atmosférica nao é 
uma hipdtese ruim para uma primeira apro- 
ximagéao na medida em que a velocidade de 
subida do foguete 6 menor na parte densa 
da atmosfera e maior na regido rarefeita. 
Também para uma altitude de 320 km, a 
aceleragao da gravidade 6 91% do valor na 
superficie da Terra. 


que agora estd em uma forma que pode ser integrada. A velocidade v correspondente ao 
tempo ¢ 6 dada pela integraciio 


ou 


ms mo 
v=uln— at 


Uma vez que o combustivel 6 queimado na taxa constante m’ = —m, a massa em 
qualquer instante de tempo t é m = mg + mt. Se m, representa a massa do foguete 
quando ocorre a queima total, entdo o tempo para a queima total vem a ser ¢, = 
(my — mo)/th = (mg ~ m4)(-rh), Esse instante de tempo fornece a condicao para a veloci- 
dade maxima, que é 


: mo  & 
Unay = U In on + h (mq — m5) Resp. 


@® O lancgamento vertical a partir do Pélo Nor- 
te 6 adotado apenas para eliminar qualquer 
dificuldade devida & rotagao da Terra em 
avaliar a trajetéria absoluta do foguete. 


A grandeza m é um nimero negative uma vez que a massa diminui com o tempo. 


Solu¢do Hf (Solucdo por Massa Varidvel). Se usarmos a Eq. 4/20, entio SF = —mge 
a equagao se torna 


(ZF = mod + rau] ~mg = mb + mu 
Mas rhu = ~m'u = ~T de modo que a equagao do movimento vem a ser 
T-mg=mi 


que 6 a mesma desenvolvida na Solugée I. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutorios 


4/67 No instante do lancamento vertical 0 foguete expele os gases 
de exaustdo na taxa de 220 kg/s com uma velocidade de exaustiio de 
820-m/s. Se a aceleragiio vertical inicial é 6,80 m/s’, calcule a massa 
total do foguete e do combustivel no langamento. 

Resp. m = 10,86 Mg 


Problema 4/67 


4/68 Quando o foguete atinge a posigéo mostrada em sua trajets- 
ria, ele possui uma massa de 3 t ¢ esta além do efeito da atmosfera 
terrestre. A aceleragio gravitacional é 9,60 m/s”. O combustivel esté 
sendo consumido na taxa de 180 kg/s, e a.velocidade de exaustdo em 
relagéio ao bocal é 600 m/s. Calcule as componentes n e ¢ da acelera- 
go do foguete. 


Probiema 4/68 


4/69 O énibus espacial, juntamente com o seu tanque central de 
combustivel e os dois foguetes auxiliares, possui uma massa total 
de 2,04(10°) kg na decolagem. Cada um dos dois foguetes auxilia- 
res produz um empuxo de 11,80(10%) N, e cada um dos trés motores 
principais do énibus espacial produz um empuxo de 2,00(10) N. O 
impulso especffico (razio entre a velocidade de exaustao e a acele- 
ragio gravitacional) para cada um dos trés motores principais do 
énibus espacial é 455 s. Calcule a aceleragéo vertical inicial a do 
conjunto com todos os cinco motores em funcionamento e encontre 
a taxa em que o combustivel esta sendo consumido por cada um dos 
trés motores do énibus espacial. 

Resp. a = 4,70 m/s®, m’ = 448 kg/s 


Problema 4/69 


4/10 Um caminh4o-tanque para lavar as ruas possui uma massa 
total de 10 t quando o seu tanque esta cheio. Com 0 jato ligado, 40 kg 
de 4gua por segundo escoam do bocal com uma velocidade de 20 m/s 
em relagdo ao caminhao no Angulo de 30° mostrado. Se 0 caminhdéo 
est4 acelerando na taxa de 0,6 m/s* quando inicia em uma estrada 
horizontal, determine a forga de tragéo P necessdéria entre 0s pneus 
e a estrada quando (a) 0 jato é ligado e (b) 0 jato é desligado. 


30° 


Problema 4/70 


4/71 Um tanque, que possui uma massa de 50 kg quando vazio, 6 
empurrado para a esquerda por uma forga P e recolhe agua doce de 
um riacho que flui no sentido oposto com uma velocidade de 1,5 m/s. 
A area de entrada do coletor é 2000 mmm, e a Agua entra no coletor 
a uma taxa igual a velocidade do coletor em relagao a corrente. De- 
termine a forga P em um determinado instante para o qual 80 kg de 
Agua foram introduzidos e a velocidade e a aceleragéio do tanque sdo 
2 m/s e 0,4 m/s’, respectivamente. Despreze a pequena pressio de 
impacto no coletor necessdria para elevar a Agua no tanque. 

Resp. P ='76,5 N 


sue 


4/72 Um pequeno foguete com massa inicial my 6 lancado vertical- 
mente para cima nas proximidades da superficie da Terra (g cons- 
tante). Se a resisténcia do ar 6 desprezada, determine a forma na 
qual a massa m do foguete deve variar em fungdo do tempo ¢ apés 
o langamento a fim de que o foguete tenha uma aceleracdo vertical 
constante a, com uma velocidade relativa constante u dos gases de 
escape em relagao ao bocal. 


4/73 A haste do magnetémetro de uma nave espacial é consti- 
tuida por um grande numero de unidades com formato triangular 
que emergem para sua configuragao de operagao apés a liberagao 
a partir do recipiente em que foram dobradas e embaladas antes 
da liberagdo. Escreva uma expressdo para a forca F que a base do 
recipiente deve exercer sobre a haste durante a sua instalacio em 
termos do comprimento crescente x e suas derivadas no tempo. A 
massa da haste por unidade de comprimento instalado é p. Conside- 
re a base de suporte sobre a nave espacial como uma plataforma fixa 
e assuma que a instalacéo ocorre fora de qualquer campo gravitacio- 
nal. Despreze a dimensdo 6 comparada com x. 

Resp. F = p(k + 2?) 


Problema 4/73 


4/74 A massa m de uma gota de chuva aumenta conforme ela as- 
simila umidade durante a sua descida vertical através do ar parado. 
Se a resisténcia do ar ao movimento da gota 6 R e sua velocidade 
para baixo é u, escreva a equacdo do movimento para a gota e mostre 
que a relagéo ZF = d(mu)/dt é obedecida como um caso especial da 
equacdo de massa varidvel. 


Problemas Representativos 


4/75 A extremidade superior da corrente de elos de comprimento 
Le massa p por unidade de comprimento é abaixada a uma veloci- 
dade constante uv pela forga P. Determine a leitura R da balanga de 
plataforma em termos de x. 

Resp. R = pgx + pv? 


Problema 4/75 
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4/76 Em uma estacdo de carregamento a granel, o cascalho sai do 
funil alimentador na taxa de 100 kg/s com uma velocidade de 3 m/s 
na direcéio mostrada e é depositado sobre o caminhdo plataforma em 
movimento. A forga de tragao entre as rodas motrizes e a estrada 
é 1,7 KN, que supera os 900 N da resisténcia por atrito da estrada. 
Determine a aceleragéo a do caminhdo 4 segundos apés o funil ali- 
mentador ser aberto sobre a plataforma do caminhdo, instante no 
qual o caminh&o possui uma velocidade para frente de 2,5 km/h. A 
massa do caminhd4o vazio é 5,4 t. 


Problema 4/76 


4/71 Um vagio ferrovidrio de carvdo possui uma massa de 25 t va- 
zio e transporta uma carga total de 90 t de carvéo. Os compartimen- 
tos sdo equipados com portas no fundo que permitem o descarrega- 
mento do carvao através de uma abertura entre os trilhos. Se 0 vagao 
descarrega o carvéo na taxa de 10 t/s em sentido descendente em 
relacdo ao vagado, e se a resisténcia por atrito do movimento é 20 N 
por tonelada de massa total restante, determine a forca P no engate 
necessdria para dar ao vagao uma aceleracao de 0,045 m/s? na dire- 
¢ao de P no instante em que metade do carvao tiver sido despejada. 
Resp, P = 4,55 kN 


Problema 4/77 


4/78 A figura representa uma estrutura unidimensional idealiza- 
da de massa uniforme p por unidade de comprimento se deslocando 
horizontalmente com uma velocidade vg quando sua extremidade 
dianteira colide com uma barreira imével e 6 esmagada. A forca F 
necessdria para iniciar e manter uma deformacdo tipo sanfona é 
constante, Despreze o comprimento b da parte colapsada da estru- 
tura em comparagéo com o movimento de s da parte nao deformada 
apés o impacto. A parte sem deformagio pode ser considerada como 
um corpo cuja massa diminui. Desenvolva a equacdo diferencial que 
relaciona Fa s, § e § usando a Eq. 4/20 cuidadosamente. Verifique a 
sua expresso através da aplicagio da Eq. 4/6 a ambas as partes em 
conjunto como um sistema de massa constante. 


L 1 ~<-—— 


Problema 4/78 


| 
| 


‘ 
' 
| 
| 
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4/79 Um rolo de cabo fiexivel pesado com um comprimento total 
de 100 metros e uma massa de 1,2 kg/m deve ser estendido ao longo 
de uma linha reta horizontal. A extremidade esta presa a uma esta- 
caem A, e 0 cabo se solta do rolo e sai através da abertura horizontal 
no carrinho como mostrado. O carrinho e o tambor juntos possuem 
uma massa de 40 kg. Se o carrinho estd se deslocando para a direita 
com uma velocidade de 2 m/s quando 30 metros de cabo permane- 
cem no tambor e a tracao da corda na estaca é 2,4 N, determine a 
forga P necessaria para dar ao carrinho e ao tambor uma aceleragao 
de 0,3 m/s*. Despreze totalmente o atrito. 

Resp. P = 20,4 N 


Problema 4/79 


4/80 Ao abaixar um coletor enquanto desliza na superficie de um 
corpo de dgua, o avido (apelidado de “Super Scooper”) 6 capaz de 
captar 4,5 m® de 4gua doce durante um percurso de 12 segundos. 
O avido em seguida voa para uma 4rea de incéndio e produz uma 
enorme queda de agua e tem a capacidade de repetir o procediniento 
quantas vezes forem necessdrias. O avido se aproxima de seu percur- 
go com uma velocidade de 280 km/h e uma massa inicial de 16,4 t. 
Quando o coletor entra na 4gua, o piloto acelera para fornecer um 
adicional de 300 hp (223,8 kW) necessdrio para evitar uma diminui- 
cdo de velocidade excessiva, Determine a desaceleragéo inicial quan- 
do comega o movimento de captagao. (Despreze a diferenca entre as 
taxas média e inicial de entrada de agua.) 


Coletor 


Problema 4/80 


4/81 Uma corrente de elos de comprimento L = 8 m com uma mas- 
sa de 48 kg repousa sobre uma superficie horizontal lisa quando a 
extremidade A volta sobre si mesma puxada por uma forga P aplica- 
da A extremidade A. (a) Calcule o valor necessario de P para fornecer 
aA uma velocidade constante de 1,5 m/s. (b) Caleule a aceleragao a 
da extremidade A se P = 20 Ne sev = 1,5 m/s quando x = 4m. 
Resp. (a) P = 6,75 N, (b) a = 1,104 m/s? 


Problema 4/81 


4/82 Um pequeno veiculo com propulsao por foguete possui uma 
massa inicial de 60 kg, incluindo 10 kg de combustivel. O eombusti- 
vel é queimado na taxa constante de 1 kg/s com uma velocidade de 
exaustdo em relagéo ao bocal de 120 m/s. Apés a ignigéo o veiculo 
é liberado a partir do repouso sobre a inclinagéo de 10°. Caleule a 
velocidade maxima v atingida pelo veiculo. Despreze completamente 
0 atrito. 


Problema 4/82 


4/83 Determine a forca P necessdria para dar a corrente de elos 
de comprimento total Z uma velocidade constante v = jy. A corrente 
possui uma massa p por unidade de comprimento. Além disso, pela 
aplicagdo da equagao do impulso-quantidade de movimento a parte 
do lado esquerdo do sistema, verifique que a forga R que suporta a 
pilha de corrente é igual ao peso da pilha. Despreze o pequeno tama- 
nho e massa da polia e qualquer atrito na polia. 

Resp. P = pv® + pe(h —y) 


Problema 4/83 


4/84 Um vagao de carvéo com uma massa de 25 t vazio esta se 
deslocando livremente com uma velocidade de 1,2 m/s sob um funil 
de enchimento que se. abre e libera 0 carvao no vagao em movimento 
a taxa constante de 4 t por segundo. Determine a distancia x percor- 
rida pelo vagiio durante 0 intervalo de tempo em que 32 t de carvao 
sao depositadas no vagiio. Despreze qualquer resisténcia por atrito 
no rolamento ao longo do trilho horizontal. 


Problema 4/84 


a 
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4/85  carrinho transporta uma pilha de uma corrente de elos 
com massa p por unidade de comprimento. A corrente passa livre- 
mente através do orificio no carrinho e é conduzida ao repouso, elo 
por elo, pela tragdo T na porc¢aio da corrente que repousa sobre o solo 
e esta presa em sua extremidade A. O carrinho e a corrente sobre ele 
se deslocam sob a ac&o da forca constante P e possuem velocidade 
Up © Massa mm quando x = 0. Determine as expressées para a acele- 
ragdo a e a velocidade v do carrinho em termos de x se todo 0 atrito 
é desprezado. Encontre também T. Observe que 0 elo de transicao 2 
6 desacelerado da velocidade v para a velocidade nula pela tracHo 
f transmitida pelo dltimo elo horizontal 1. Observe também que 
o elo 2 nao exerce nenhuma forga sobre 0 elo seguinte 3 durante a 
transigdo. Explique por que o termo ri estd ausente se a Eq. 4/20 6 
aplicada a esse problema. 


12 3 
Elo de transigdo 2 


Problema 4/85 


4/86 A corrente de elos de comprimento L e massa p por unidade 
de comprimento é liberada a partir do repouso na posig&o mostrada, 
onde o elo mais baixo esté quase tocando a plataforma e a segao 
horizontal é apoiada sobre uma superficie lisa. O atrito na quina da 
guia é desprezivel. Determine (a) a velocidade v, da extremidade A 
quando ela atinge a quina e (b) a sua velocidade vg quando ela atinge 
a plataforma. (c) Especifique também a perda total de energia Q. 


> 


Problema 4/86 


4/87 Na figura é apresentado um sistema utilizado para deter 0 
movimento de um avido que pousa em um campo de comprimen- 
to restrito. O aviao de massa m se deslocando livremente com uma 
velocidadé vg se prende a um gancho que puxa as extremidades de 
duas correntes pesadas, cada uma de comprimento Z e massa p por 
unidade de comprimento, da forma indicada. Um cdleulo conservati- 
vo da efetividade do dispositive ignora a desaceleracdo causada pelo 
atrite da corrente no solo e qualquer outra resisténcia ao movimento 
do aviéo. Com essas hipéteses, calcule a velocidade v do avido no 
instante em que o Ultimo elo de cada corrente 6 posto em movimen- 
to. Determine também a relagio entre o deslocamento x e 0 tempo 


t apdés o contato com a corrente. Assuma que cada elo da corrente 
adquire sua velocidade v subitamente no contato com os elos em 
movimento. 


Resp, v= 


“1, el 
Problema 4/87 


b4/88 A extremidade livre da corrente de elos de comprimento 
total Z e massa p por unidade de comprimento é liberada a partir do 
repouso em x = 0. Determine a forca R na extremidade fixaea tragao 
T, na corrente na extremidade inferior da parte sem movimento em 
termos de x. Encontre também a perda total de energia @ quando 
xo, 

Resp. R= 5pg(L + 3x), T, = pgx, Q =} pgl? 


Problema 4/88 


4/89 Substitua a corrente do Prob. 4/88 por uma corda flexfvel 
ou uma corrente de bicicleta de massa p por unidade de comprimen- 
to e comprimento total L. A extremidade livre 6 liberada a partir do 
repouso em x = 0 e cai sob a influéncia da gravidade. Determine a 
aceleragdo a da extremidade livre, a forca R na extremidade fixa, e 
a tracdo 7 na corda na curva, todas em termos de x. (Note que a & 
maior do que g. O que acontece com a energia do sistema quando 
x =L?) 


wL — x/2) 
Resp. a= af + oo) 


i «(ZL — x/2) 
R= du +a)+ e222) 


x 
w(L ~ x/2) 
Typ 30g % 
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4/90 A extremidade livre da corda flexivel e inextensivel de mas- 
sa p por unidade de comprimento e comprimento total L recebe uma 
velocidade constante para cima uv. Escreva expressées para B paraa 
forca R que suporta a extremidade fixa, e para a tragdo T, na corda 
na curva em termos de x. (Para a curva de tamanho desprezivel, a 
tracdo 6 a mesma em ambos os lados.) 


Resp, Ty = fp? 
P =} po(hv? + gx) 
R=} pu? + pg ~ x/2) 


Problema 4/90 


4/91 Substitua a corda do Prob. 4/90 por uma corrente de elos 
com a mesma massa p por unidade de comprimento. A extremidade 
livre recebe uma velocidade constante para cima v. Escreva expres- 
sées para P, para a tracdo T, na parte inferior da parte mével, e para 
a forca R que suporta a extremidade fixa em termos de x. Encontre 
também a perda de energia @ em termos de x. 


Resp. T, = 3 pu? 
P= } plu? + gx) 


= aed 
R = pelt 2) 


Q = foulu? + gx) 


forma ‘Souoeationne te jesunae lei. dé. y 
m0 oprinctpio-de movimento’ do.’ 


e massa, Eq: 4 ‘ina Secdio 4/2. Esse prinefpio esta- 


4/92 Uma extremidade da corrente empilhada cai através de 
um furo em seu suporte e puxa os elos restantes atrds de siem um 
fluxo permanente. Se os elos que esto inicialmente em repouso ad- 
quirem a velocidade da corrente subitamente e sem resisténcia ao 
atrito ou interferéncia do suporte ou dos elos adjacentes, encontre a 
velocidade v da corrente como uma fungdo de x se v = 0 quando x = 
0. Encontre também a aceleracdo a na queda da corrente e a energia 
perdida @ do sistema quando o Ultimo elo deixa a plataforma. (Su- 
gestéo: Aplique a Eq. 4/20 e considere o produto xv como a variavel 
durante a solug&o da equacéo diferencial. Observe também, no mo- 
mento oportuno, que dx = v dt.) O comprimento total da corrente é 
L,e sua massa por unidade de comprimento é p. 


2gx g 
16 /= 


Resp. v = 


Problema 4/92 


belece que @ soma vetorial das forcas externas que atuam: 
sobre ‘qualquer sistema. de particulas:de massa é igui 
massa. total do.sistema multiplicada pela aceleragao 
centro 0. de.n massa. ? 


| 


4..Para.um ponto fixo O e para o:centro de massa G, o vetor 
momento resultante de todas as forcas externas em torno 
do ponto é igual 4 taxa de variacdo no tempo da quantida- 
de dé movimento angiilar em torno do ponto, Eq. 4/7 e 
Eq. 4/9 na Segao 4/4. O principio para um ponto arbitrario 
P, Eqs. 4/11 e 4/13, possui um termo adicional e conseqtien- 
temente ndo segue a forma das equacées para O e G. 


5. Na Sec&o 4/5 desenvolvemos a lei de conservagdo da ener- 
gia dindmica, que se aplica a um sistema no qual o atrito 
interno cinético é desprezivel. 


6. A conservagéo da quantidade de movimento linear se 
aplica a um sistema na auséncia de um impulso linear 
externo. Do mesmo modo, a conservacdo da quantidade de 
movimento-angular se aplica quando nao h4 um impulso 
angular externo. 


7. Para aplicagdes que envolvam escoamento permanente 
de massa, desenvolvemos uma relagio, Eq, 4/18 na Segdo 
4/6, entre a forca resultante sobre um sistema, a taxa de 


PROBLEMAS DE REVISAO 


4/93 Cada uma das esferas de aco idénticas com 4 kg esta fixada As 
outras duas por barras de conexéo com massa desprezfvel e compri- 
mentos diferentes. Na auséncia de atrito com a superficie de suporte 
horizontal, determine a aceleragio inicial a do centro de massa do 
conjunto quando é submetido a forga horizontal # = 200 N aplicada a 
esfera de suporte. O conjunto esta inicialmente em repouso no plano 
vertical. Voc8 pode mostrar que a é inicialmente horizontal? 

Resp. a = 16,67 m/s” 


Problema 4/93 


4/94 Abala de 60 g é disparada horizontalmente com uma veloci- 
dade v = 300 m/s na direg&o da barra esbelta de um péndulo de 
1,5 kg inicialmente em repouso. Se a bala se encrava na barra, cal- 
cule a velocidade angular resultante do péndulo imediatamente 
apés 0 impacto. Trate a esfera como uma particula e despreze a mas- 
sa da haste. Por que a quantidade de movimento linear do sistema 
no é conservada? 
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escoamento de massa correspondente, e a variacdo na ve- 
locidade do fluido desde a entrada até a saida. 


8. A andlise da quantidade de movimento angular no escoa- 
mento permanente de massa resultou na Eq. 4/19a na 
Secdo 4/6, que é uma relac&o entre o momento resultante 
de todas as forgas externas em torno de um ponto fixo 
O sobre o sistema ou fora dele, a taxa de escoamento de 
massa, e as velocidades de entrada e de saida. 


9. Finalmente, na Segdo 4/7 desenvolvemos a equacdo do 
movimento linear para sistemas de massa varidvel, Eq. 
4/20. Exemplos usuais de tais sistemas s4o foguetes e cor- 
rentes e cordas flexiveis. 


Os principios desenvolvidos nesse capitulo nos permitem 
tratar 0 movimento de ambos os corpos rigidos e ndo rigi- 
dos de uma forma unificada. Além disso, os desenvolvimen- 
tos nas Secdes 4/2-4/5 servirio para estabelecer uma base 
rigorosa para a abordagem da cinética de corpo rigido nos 
Capitulos 6 e 7. 


Antes 


Depois 


Problema 4/94 


4/95 Km um teste operacional de projeto do equipamento de um 
caminhao de bombeiros, o canhao de agua esta fornecendo agua doce 
através de seu bocal com 50 mm de diametro na taxa de 5,30 m°/min. 
no Angulo de 20°. Calcule a forga total de atrito F exercida pela pa- 
vimenta¢éo sobre os pneus do caminhdo, que permanecem em uma 
posigdo fixa com os seus freios travados. 

Resp. F = 3730 N 


Problema 4/95 
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4/96 Um pequeno foguete com massa inicial my é langado verti- 
calmente para cima, préximo a superficie da Terra (g constante), e a 
taxa de exaustdo da massa m’ e a velocidade relativa de exaustao wu 
sao constantes. Determine a velocidade v como uma fungado do tempo 
de vio f se a resisténcia do ar é desprezada e se a magsa da estrutura 
do foguete e dos equipamentos é desprezivel em comparacao com a 
massa do combustivel transportado. 


4/97 As duas esferas estéo presas a haste leve rigida, que esta 
suspensa por um cordao a partir do suporte acima dela. Se as esferas 
ea haste, inicialmente em repouso, sao atingidas com a forga F = 60 
N, calcule a aceleragdo correspondente a do centro de massa e a taxa 
6 na qual a velocidade angular da barra esta variando. 

Resp. @ = 20 mis®, 6 = 336 rad/s” 


Problema 4/97 


4/98 © foguete apresentado é projetado para testar o funciona- 
mento de um novo sistema de orientacéo. Quando ele atinge uma de- 
terminada altitude fora da influéncia efetiva da atmosfera terrestre, 
sua massa terd diminuido para 2,80 t, e sua trajetéria é de 30° em 
relacéo A vertical. O combustivel do foguete esta sendo consumido 
na taxa de 120 kg/s com uma velocidade de exaustio de 640 m/s em 
relagéo ao bocal. A aceleraciio gravitacional 6 9,34 m/s? na sua alti- 
tude. Calcule as componentes n e ¢ da aceleragao do foguete. 


Problema 4/98 


4/99 Um foguete de dois estagios 6 langado verticalmente para 
cima e esté acima da atmosfera quando a combustao do primeiro es- 
tagio se extingue e o segundo estdgio se separa e entra em igni¢éo. O 
segundo est4gio carrega 1200 kg de combustivel e, vazio, possui uma 
massa de 200 kg. Apds a ignigao o segundo estdgio queima combus- 
tivel na taxa de 5,2 kg/s e tem uma velocidade constante de exaus- 
tAo de 3000 m/s em relacaio ao seu bocal. Determine a aceleracao do 
segundo estagio 60 segundos apés a ignigdo e encontre a aceleracdo 
mdxima e o tempo t apés a ignig&o em que ela ocorre. Despreze a 
variacdo de g e considere-a como sendo 8,70 m/s? para a faixa de 
altitude na média em torno de 400 km. 
Resp. a = 5,64 m/s” em ¢ = 60s 
Omsx = 69,3 m/s? em t = 231s 


4/100 As trés esferas idénticas, cada uma de massa m, estao apoia- 
das no plano vertical sobre o plano inclinado de 30°. As esferas estao 
soldadas as duas hastes de conex&o de massa desprezivel. A haste 
superior, também de massa desprezivel, é livremente articulada & 
esfera superior e ao suporte em A. Se o obstaculo em B é repentina- 
mente removido, determine a velocidade v com que a esfera superior 
atinge o plano inclinado, (Observe que a velocidade correspondente 
Aesfera do meio é v/2.) Explique a perda de energia que ocorreu apés 
todo o movimento cessar. 


Problema 4/100 


4/101 Um jato de agua doce sob presséo escoa a partir do bocal 
fixo com 20 mm de didmetro a uma velocidade v = 40 m/s e é desvia- 
do nos dois escoamentos iguais. Despreze qualquer perda de energia 
nos escoamentos e calcule a forca F necessdria para manter a pd no 
lugar. . 

Resp. F = 938 N 


\30° 
Problema 4/101 


4/402 Uma corda ideal ou uma corrente do tipo usado em bicicleta 
com comprimento L e massa p por unidade de comprimento esta em 
repouso sobre uma superficie horizontal lisa quando a extremidade 
A volta sobre si mesma puxada por uma forca P aplicada 4 extremi- 
dade A. A extremidade B da corda estd presa a um suporte fixo. De- 
termine a forga P necessdria para dar a A uma velocidade constante 
uv. (Sugestéo: A ago da curva pode ser modelada por meio da inser- 
cdo de um disco circular de massa desprezivel como mostrado no 
esbogo isolado e em seguida considerando 0 raio do disco como nulo. 
E facil mostrar que as tragdes na corda em C, D e B sao todas iguais 
a P sob as condigdes ideais impostas e com velocidade constante.} 


Problema 4/102 


4/103 No teste estdtico do conjunto de um motor a jato e um bo- 
cal de exaustio, o ar 6 sugado para o motor na taxa de 30 kg/s e o 
combustivel 6 queimado na taxa de 1,6 kg/s. A area de escoamento, 
a pressdo estatica, e a velocidade axial de escoamento para as trés 
secées indicadas s&o as seguintes: 


SegéoA SecioB SegaoC 


Area de escoamento, m” 0,15 0,16 0,06 
Pressdo estatica, kPa -14 140 14 
Velocidade axial de escoamento, m/s 120 315 600 


Determine a tracéio 7 no membro na diagonal do suporte do banco 
de ensaio e calcule a forga F exercida sobre o flange do bocal em B 
pelos parafusos e pela vedag4o para sustentar o bocal no alojamento 
do motor. 

Resp, T = 21,1 KN, F = 12,55 kN 


i 
| 
| 
B 
Problema 4/103 
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4/104 A extremidade superior da corrente de elos de comprimen- 
to L e massa p por unidade de comprimento é liberada a partir do 
repouso com a extremidade inferior quase tocando a plataforma da 
balanga. Determine a expressio para a forca F registrada na balan- 
ga em fungdo da distancia x através da qual a extremidade superior 
cai. (Comentdrio: A corrente adquire uma velocidade de queda-livre 
de V2gx porque os elos sobre a balanga ndo exercem nenhuma forga 
sobre aqueles acima, que ainda estado caindo livremente. Resolva o 
problema de duas formas: primeiro, pela avaliacao da taxa de varia- 
gdo no tempo da quantidade de movimento para toda a corrente e, 
depois, considerando a forga F como sendo composta pelo peso dos 
elos em repouso sobre a balanga acrescido da forga necessdria para 
desviar um escoamento equivalente de fluido.) 


Problema 4/104 


4/105 A corrente de elos de comprimento total L e de massa p por 
unidade de comprimento é liberada a partir do repouso em x = 0 no 
mesmo instante em que a plataforma parte do repouso em y = 0 e se 
desloca verticalmente para cima com uma aceleragdo constante a. 
Determine a expressao para a forga total R exercida sobre a plata- 
forma pela corrente ¢ segundos apés o movimento iniciar. 


Resp. R = Sala +g)? 


Problema 4/105 


4/106 As trés esferas idénticas de 2 kg esto soldadas As hastes de 
conexio de massa desprezivel e estao penduradas por um corddo a 
partir do ponto A. As esferas estao inicialmente em repouso quando 
uma forga horizontal F = 16 N é aplicada & esfera superior. Calcule 
a aceleracdo inicial a do centro de massa das esferas, a taxa 6 na 
qual a velocidade angular esta crescendo, e a acelerac&o inicial a da 
esfera superior. 
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4/107 Asec&o que desvia a tubulagao entre A e Bé projetada para 
permitir que tubos paralelos passem por um obstdculo. O flange do 
desvio estd fixado em C por um parafuso de alta resisténcia, A tu- 
bulacdo transporta 4gua doce na taxa permanente de 20 m/min sob 
uma pressiio estatica de 900 kPa na entrada do desvio. O diametro 
interno da tubulagéo em A e em B é 100 mm. As tragées na tubula- 
¢ao em A e B sao equilibradas pela pressao na tubulagdo atuando 
sobre a 4rea do escoamento. Nao ha nenhum esforgo cortante ou mo- 
mento fletor nos tubos em A ou B. Calcule o momento M suportado 


pelo parafuso em C. 
Resp. M = 2830 N-m 


Problema 4/107 


4/108 Acorrente de comprimento L e massa p por unidade de com- 
primento é liberada a partir do repouso sobre a superficie horizontal 
lisa com uma parte desprezivelmente pequena pendurada x para 
iniciar 0 movimento. Determine (a) a aceleragéo a em fungio de x, 
(6) a tragiio T na corrente na borda lisa como uma fungao de x, e (ce) 
a velocidade v do tltimo elo A quando atinge a borda. 


WE 
ae 


Problema 4/108 


4/109 Uma corda ou uma corrente com elos articulados do tipo 
usado em bicicleta de comprimento Z e massa p por unidade de com- 
primento é liberada a partir do repouso com x = 0, Determine a ex- 
presséo para a forga total R exercida sobre a plataforma fixa pela 
corrente como uma fungéo de x. Observe que a corrente com elos 
articulados 6 um sistema conservativo durante todo o movimen- 
to, exceto no Ultimo incremento, Compare o resultado com o do 
Prob. 4/105 se o movimento ascendente da plataforma naquele pro- 


blema for considerado nulo. 
ee 4L —3% 
Resp. R = pgx a) 


— + 
+ 


Problema 4/109 


»4/110 A bomba centrifuga processa 20 m? de 4gua doce por mi- 
nuto com velocidades de entrada e de safda de 18 m/s. O impelidor 
gira no sentido hordrio através do eixo em O acionado por um motor 


_ que fornece 40 kW a uma velocidade de bombeamento de 900 rpm. 


Com a bomba cheia, mas sem girar, as reagées verticais em C e D 
sao de 250 N cada uma. Caleule as forgas exercidas pela fundagaio 
sobre a bomba em Ce D enquanto a bomba esta girando. As tragdes 
nos tubos conectados em A e B sao precisamente equilibradas pelas 
respectivas forcas devidas @ presso estatica na agua. (Sugestdo: 
jsole a bomba inteira e a 4gua em seu interior entre as segdes A e 
B e aplique o principio da quantidade de movimento para 0 sistema 
completo.) 

Resp. C = 4840 N para cima D = 3840 N para baixo 


mn mm 
Problema 4/110 
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4/111 Substitua a corrente empilhada no Prob. 4/92 por um rolo 
de corda de massa p por unidade de comprimento e comprimento 
total L como mostrado e determine a velocidade da secéo em queda 
em termos de x se a corda parte do repouso em x = 0. Mostre que a 
aceleragdo é constante em g/2. A corda é considerada como sendo 
perfeitamente flexivel em flexdo, mas inextensivel e constitui um 
sistema conservativo (sem perda de energia). Os elementos da corda 
adquirem sua velocidade de forma continua a partir de zero até v em 
um pequeno trecho de transigdo da corda no topo do rolo. Para com~- 
paracdo com a corrente do Prob. 4/92, esta sec&o de transigaéo pode 
ser considerada como tendo comprimento desprezivel sem violar a 
exigéncia de que no haja perda de energia no presente problema. 
Determine também a forca R exercida pela plataforma sobre o rolo 
em termos de x e explique por que R se torna nula quando x = 2L/3. 
Despreze as dimensées do rolo em comparacao com x. 


Resp. v = Jae, R= pg(L - HD) 


Problema 4/111 


4/112 Acorrente de massa p por unidade de comprimento passa 
sobre a pequena polia que gira livremente e é liberada a partir do 
repouso com apenas um pequeno desequilibrio A para iniciar o mo- 
vimento, Determine a aceleracéo a e a velocidade v da corrente ea 
forca R suportada pelo gancho em A, todas em termos de h conforme 
varia essencialmente de zero até H. Despreze o peso da polia e de 
sua estrutura de suporte e o peso da pequena parte de corrente em 
contato com a polia. (Sugestdo: A forea R nao é igual a duas vezes as 
tracgdes iguais T' na corrente tangente a polia.) 

Resp. a = (hig, v = h/giH 

R= 2pglH ~— (2h?/E)} 


Problema 4/112 


| Dinamica dos 
Corpos Rigidos 
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A cinematica de corpo rigido descreve as relacdes entre os movimentos lineares e angulares dos corpos sem considerar as forcas e os 
momentos associados com esses movimentos. Os projetos de engrenagens, cames, elementos de ligacdo, e muitas outras pecas moveis de 
madquinas sdo em grande parte problemas de cinematica. Um sistema de transmissao 6 um bom exemplo de uma aplicacdo de cinematica de 
corpo rigido em que as relacdes entre os movimentos de entrada e de saida requerem uma analise precisa. Aqui é apresentada uma parte 
do sistema de transmissao de um motor de avido. 


DESCRICAG DO CAPITULO 


5/1 
5/2 
5/3 
5/4 


Introducdo 

Rotacado 

Movimento Absoluto 
Velocidade Relativa 


5/1 IntRoDUGAO 


No Capitulo 2 sobre cinemdtica de particulas, desenvol- 
vemos as relagdes que regem o deslocamento, a velocidade e 
a aceleracéo de pontos enquanto esses se deslocam ao longo 
de trajetérias retas ou curvas. Em cinematica de corpo rigido 
usamos essas mesmas relagdes, mas devemos também levar 
em consideracéo o movimento rotacional do corpo. Desta for- 
ma a cinematica de corpo rigido envolve tanto deslocamen- 
tos, velocidades e aceleracées lineares quanto angulares. 

Precisamos descrever o movimento dos corpos rigidos por 
duas importantes razdes. Primeiro, necessitamos freqiien- 
temente gerar, transmitir ou controlar certos movimentos 
pela utilizagéo de cames, engrenagens e mecanismos de 
varios tipos. Devemos aqui analisar o deslocamento, a velo- 
cidade e a aceleragéo do movimento para determinar a geo- 
metria de projeto das pegas mecdnicas. Além disso, como 
resultado do movimento gerado, podem ser desenvolvidas 
forgas que devem ser levadas em consideragéo no projeto 
das pegas. ‘ 

Segundo, devemos muitas vezes determinar 0 movimen- 
to de um corpo rigido causado pelas forcas aplicadas a ele. 
O cdlculo do movimento de wm foguete sob a influéncia de 
seu empuxo e atrag&o gravitacional é um exemplo desse pro- 
blema. 

Devemos aplicar os principios de cinematica do corpo ri- 
gido em ambas as situagdes. Este capitulo abrange a cine- 
matica do movimento de corpo rigido que pode ser analisada 
como ocorrendo em um tnico plano. No Capitulo 7 apresen- 
taremos uma introdugao 4 cinemdtica do movimento em trés 
dimensées. 


Hipstese de Corpo Rigido 

No capitulo anterior definimos um corpo rigido como um 
sistema de particulas para o qual as distancias entre as par- 
ticulas permanecem inalteradas. Assim, se cada particula 
desse corpo é localizada por um vetor de posigéo a partir de 
eixos de referéncia presos e girando com 0 corpo, nao havera 
variacgéo em nenhum vetor posi¢éo enquanto medido a par- 
tir desses eixos. isto 6, evidentemente, um caso ideal uma 
vez que todos os materiais sélidos variam de forma até certo 
ponto quando forgas sao aplicadas a eles. 


CINEMATICA PLANA 
pE Corpos Ricipos 


Centro Instantaneo de Velocidade Nula 
Aceleracdo Relativa 

Movimento em Relacao a Eixos que Giram 
Revisdo do Capitulo 


5/5 
5/6 
5/7 
5/8 


No entanto, se 0s movimentos associados com as mu- 
dangas na forma séo muito pequenos em comparacado com 
os movimentos do corpo como um todo, ent&o a hipdtese de 
rigidez geralmente 6 aceitével. Os deslocamentos devidos a 
trepidacéo da asa de uma aeronave, por exemplo, nao afetam 
a descrigaéo do percurso de véo da aeronave como um todo e, 
portanto, a hipétese de corpo rigido é evidentemente aceita- 
vel. Por outro lado, se 0 problema é descrever, em funcdo do 
tempo, as tensdes internas na asa devido 4 sua trepidacio, 
entao os movimentos relativos das partes da asa néo podem . 
ser desprezados, e a asa nao pode ser considerada um corpo 
rigido. Nesse e nos préximos dois capitulos, quase todo mate- 
rial 6 baseado na hipdtese de rigidez. 


Movimento Plano 


Um corpo rigido executa um movimento plano quando to- 
das as partes do corpo se movem em planos paralelos. Por 
conveniéncia, geralmente consideramos o plano de movi-. 
mento como 0 plano que contém 0 centro de massa, e tratamos 
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apenas 150 micra (150(10~) m) de espes- 
sura e tem aplicacdo potencial em robés 
tmicroscépicos. 
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Tipo de Movimento Plano de Corpo Rigido 


Exemplo 


(a) 


um eixo fixo 


Translagao = 

retilinea 

7 x X 
Translagao 
curvilinea 
Placa oscilando com 
hastes paralelas 
a 

Rotagdo em Kony" 

torno de 


Péndulo composto 


(d) 
Movimento 
plano geral 


Biela de um 
motor alternativo 


Figura 5/1 


© corpo como uma placa fina cujo movimento esta limitado 
ao plano da placa. Essa idealizagao descreve adequadamente 
uma categoria muito grande de movimentos de corpo rigido 
encontrados em engenharia. 

O movimento plano de um corpo rigido pode ser dividido 
em varias categorias, conforme representado na Fig. 5/1. 

Uma translagéo é definida como qualquer movimento 
em que cada linha no corpo permanece paralela a sua posi- 
go original em todos os-instantes de tempo. Na translagao 
ndo existe rotagdo de nenhuma linha no corpo. Na transla- 
cdo retilinea, parte a da Fig. 5/1, todos os pontos no corpo 
se deslocam em linhas paralelas retas. Na translagdo cur- 
vilinea, parte b, todos os pontos se deslocam sobre curvas 
congruentes. Observamos que, em cada um dos dois casos de 
translagéo, o movimento do corpo é completamente definido 
pelo movimento de qualquer ponto no corpo, uma vez que 
todos os pontos possuem o mesmo movimento. Deste modo, 
nosso estudo anterior do movimento de um ponto (particula) 
no Capitulo 2 permite-nos descrever completamente a trans- 
lagdo de um corpo rigido. 

Uma rotagéo em torno de um eixo fixo, parte ¢ da Fig. 
5/1, 6 o movimento angular em torno do eixo, onde todas as 
particulas em um corpo rigido se deslocam em trajetérias 
circulares em torno do eixo de rotacéo, e todas as linhas no 
corpo que s&o perpendiculares ao eixo de rotagéio (incluindo 
aquelas que nio passam através do eixo) giram através do 
mesmo dngulo ao mesmo tempo. Novamente, nossa discus- 
séo no Capitulo 2 sobre o movimento circular de um ponto 


nos permite descrever 0 movimento de um corpo rigido em 
rotagdo, que 6 tratado na préxima segiio. 

O movimento plano geral de um~corpo rigido, parte d 
da Fig. 5/1, 6 uma combinagao de translagao e de rotagéo. 
Utilizaremos os princfpios do movimento relativo abordados 
na Seco 2/8 para descrever 0 movimento plano geral. 

Note que, em cada um dos exemplos citados, as trajetérias 
reais de todas as particulas do corpo estao projetadas sobre 
0 tinico plano de movimento conforme representado em cada 
figura. 

A andlise do movimento plano de corpos rigidos é realiza- 
da tanto diretamente pelo cdlculo dos deslocamentos absolu- 
tos e suas derivadas no tempo a partir da geometria envol- 
vida quanto utilizando os principios do movimento relativo. 
Cada método é importante e util e serd abordado, por sua 
vez, nas segdes que se seguem. 


5/2 Rotacéo 


A rotagao de um corpo rigido é descrita por seu movimen- 
to angular. A Fig. 5/2 mostra um corpo rigido que esta giran- 
do enquanto é submetido a um movimento plano no plano da 
figura. As posicdes angulares de quaisquer duas linhas 1 e 2 
fixadas no corpo so indicadas por 6, e 6, medidos a partir 
de qualquer diregao de referéncia fixa conveniente. Como 0 
angulo f é invaridvel, a relagdo 0, = 0, + 8 apés a diferencia- 
g&o em relagéo ao tempo fornece 6, = 6, ¢ 4 = 6, ou, durante 


| 
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um intervalo finito, A@, = Aé,. Deste modo, todas as linhas 
em um corpo rigido no seu plano de movimento possuem o 
mesmo deslocamento angular, a mesma velocidade angular e 
a mesma aceleracdo angular. 

Note que o movimento angular de uma linha depende ape- 
nas de sua posicdo angular em relacaéo a qualquer referéncia 
arbitrdria fixa e das derivadas no tempo do deslocamento. 


O movimento angular nao exige a presenca de um eixo fixo, - 


normal ao plano de movimento, em torno do qual a linha eo 
Figura 5/2 corpo giram. 


Relacées de Movimento Angular 


A velocidade angular w e a aceleracdo angular a de um corpo rigido no plano de rotac&o sao, res- 
pectivamente, a primeira e a segunda derivadas no tempo da coordenada de posigéo angular @ de 
qualquer linha no plano de movimento do corpo. Essas definigdes fornecem 


dw _. a0 _ x 
an ae ou as gO (5/1) 


wdw = ad6 ou 6 dé = 6 do 


A terceira relagao é obtida por meio da eliminagao de di das duas primeiras. im cada uma dessas 
relagées, o sentido positivo para w e a, horario ou anti-hordrio, 6 0 mesmo que foi escolhido para 8. 
As Eqs. 5/1 devem ser reconhecidas como andlogas 4s equacées definidas para o movimento retilineo 
de uma particula, expressas pelas Hqs. 2/1, 2/2 e 2/3. De fato, todas as relacdes que foram descritas 
para o movimento retilfneo na Segao 2/2 se aplicam ao caso de rotagéo em um plano se as grandezas 
lineares s, v e a s&o substituidas por suas respectivas grandezas angulares equivalentes 0, w e a. 
Conforme avancarmos mais com a dindmica de corpo rigido, descobriremos que as analogias entre as 
relagées para o movimento linear e angular séo quase que completas em toda a cinematica e cinética. 
Essas relagdes séo importantes de se reconhecer, pois ajudam a demonstrar a simetria e a unidade 
encontradas em toda a mecfnica. 
Para rotagéo com aceleragéo angular constante, as integrais das Eqs. 5/1 se tornam 


@ = @) + at 
w? = wo? + 2a(O — Oo) 
8 = 0p + wot + gat? 


Aqui 6) € w, 840 os valores da coordenada de posigéo angular e velocidade angular, respectivamente, 
em ¢ = 0,e¢ 6 0 tempo de duracaéo do movimento considerado. Vocé deve ser capaz de efetuar‘essas 
integracées facilmente, pois elas so completamente andlogas As equacdes correspondentes para o 
movimento retilineo com aceleragao constante abordado na Secao 2/2. 

As relagées grdficas descritas para s, v, a et nas Figs. 2/3 e 2/4 podem ser usadas para 0, w e a sim- 
plesmente pela substituigado dos simbolos correspondentes. Vocé deve esbocar essas relacdes graficas 
para rotacgao plana. Os procedimentos matematicos para obtengéio da velocidade e do deslocamento 
retilineo a partir da aceleragéo retilinea podem ser aplicados a rotacao simplesmente substituindo as 
grandezas lineares por suas grandezas angulares correspondentes. 


Rotacao em Torno de um Eixe Fixo 


Quando um corpo rigido gira em torno de um eixo fixo, todos os pontos além daqueles sobre o eixo 
se deslocam em circulos concéntricos em torno do eixo fixo. Deste modo, para o corpo rigido na Fig. 
5/3 girando em torno de um eixo fixo normal ao plano da figura através de O, um ponto qualquer tal 
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Figura 5/3 


como A se desloca em um circulo de raio r. A partir da discussdo anterior na Segéo 2/5, vocé ja deve 
estar familiarizado com as relagées entre o movimento linear de A e 0 movimento angular da linha 
normal a sua trajetéria, que também é o movimento angular do corpo rigido. Com a notagéo w = be 
a = @ = @ para a velocidade angular e a aceleracdo angular do corpo, respectivamente, temos as Eqs. 
2/11, reescritas como 


v=re 


a, = re® = vir = vo (5/2) 


a, = ra 


Esgas grandezas podem ser expressas alternativamente utilizando a relagao de produto vetorial 
da notagio vetorial. A formulagdo vetorial 6 especialmente importante na andlise do movimento tri- 
dimensional. A velocidade angular do corpo em rotacao pode ser expressa por meio do vetor w normal 


ao plano de rotagéo e com o sentido definido pela regra da mao direita, como mostrado na Fig. 5/4a. | 


A partir da definigéo do produto vetorial, vemos que 0 vetor v 6 obtido pelo produto de w por r. Esse 
produto vetorial fornece o médulo e a diregéio corretos para v e es¢revemos 


% vet=oxr 


A ordem dos vetores a serem multiplicados deve ser mantida. A ordem inversa fornece r x w = —v. 
A aceleracio do ponto A é obtida por meio da diferenciagéio da expressao do produto vetorial para 
v, que fornece 


oxr+axr 


] 
Ml 
4 
H 


i 


oax(@xrt+wxr 


@axXxvtraxr 


(a) 


(b) 


Figura 5/4 
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Aqui « = @ representa a aceleracdo angular do corpo. Deste modo, o equivalente vetorial das Eqs. 5/2 
sao 


Vr@oxr 


a, = @ X (@ Xr) (5/3) 
a=axr 


e so mostrados na Fig. 5/40. 
i Para o movimento tridimensional de um corpo rigido, o vetor velocidade angular w pode variar a i 
diregao, bem como o médulo, e, nesse caso, a aceleracéo angular, que é a derivada no tempo da veloci- 
dade angular, a = ®, nfo sera mais na mesma direcéo que w. 


8 
z 
: 
E 
= 
oO 
8 
3 
s 
£ 
@ 
A 
2 
2 
z 
4 
3 
€ 
4 
: 
5 


Sandra Baker/The image Bank/Getty Images 


Essas polias e esses cabos sao partes Essas polias e esses cabos sao partes 


de um sistema de elevacao. do sistema de bondes de Sao Fran- 
cisco, 


Exemplo 5/1 


Um volante girando livremente a 1800 rpm no sentido hordrio é submetido a um 
torque varidvel no sentido anti-horario que é aplicado pela primeira vez no instante t = 
0. O torque produz uma aceleragdo angular no sentido anti-hordrio a = 4¢ rad/s*, onde 
¢ 6 0 tempo em segundos durante o qual o torque é aplicado. Determine (a) o tempo 
necess4rio para o volante reduzir a sua velocidade angular no sentido horario para 
900 rpm, (b) o tempo necessdrio para o volante inverter o seu sentido de rotagiio, e (c) 0 
niimero total de rotagées, no sentido hordrio e anti-hordrio, dadas pelo volante durante 
os primeiros 14 segundos de aplicagao do torque. 


Solugdo. O sentido anti-hordrio sera arbitrariamente considerado como positivo. 


(a) Como a é uma fungiio conhecida do tempo, podemos integra-la para obter a veloci- Sugestées Uteis 
@ dade angular. Com a velocidade angular inicial de ~1800(27)/60 = ~607 rad/s, temos @ Devemos ter muito cuidado em ser consis- 
| “ i tentes com nossos sinais algébricos. O limite 
: [dw = adt] | da = [ 4t dé w = —600 + 22 inferior é o valor negativo (sentido hordrio) 
600 Q da velocidade angular inicial. Também de- 
Substituindo a velocidade angular no sentido hordario de 900 rpm ou w = -900(27)/60 = vemos converter rotagées em radianos uma 
30a rad/s resulta vez que a esté em unidades de radiano. 


307 =-600 + 20? t= ba t=6,86s Resp. 


i 
i 
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(b) O volante altera o sentido quando sua velocidade angular é instantaneamente nula. 
Desse modo, 


O=-~607+2 2=300 £29,718 Resp. 


(c) O namero total de rotagdes por meio do qual do volante gira durante 14 segundos 
é0 numero de voltas no sentido hordrio N,, durante os primeiros 9,71 segundos, acres- 
cido do ntmero de voltas Nz no sentido anti-hordrio durante o restante do intervalo. 
Integrando a expressao para w em termos de ¢ obtemos o deslocamento angular em 
radianos. Dessa forma, para 0 primeiro intervalo 


Cn 9,71 
[dé = wdt] do = i (—60m + 2?) dt 
oO 


0 


9,71 


Sif 2 43 
0, = (-60nt + 325)? 


—1220 rad 
ou Ny = 1220/2 = 194,2 rotagdes no sentido hordrio. 
Para o segundo intervalo 
6, 14 
do = [ (-60m + 2¢) de 
Q 9,71 


2 .g7i4 
Oy = {-60nt + 3 len = 410 rad 


ou Ny = 410/27 = 65,3 rotacdes no sentido anti-hordrio. Desse modo, o nimero total de 
rotacées dadas durante os 14 segundos é 


N=N, +N, =194,2 + 65,8 = 259 rot. Resp. 


Representamos graficamente w contra ¢ e verificamos que’, 6 representado pela 
4rea negativa e 6, pela area positiva. Se tivéssemos integrado por meio do intervalo 
todo em uma etapa, terfamos obtido | 6,| — | 0]. 


Exemplo 5/2 


O pinhiio A do motor de elevagiio aciona a engrenagem B, que esta presa ao tambor 
de elevagao. A carga P é igada a partir da sua posicdo de repouso e adquire uma veloci- 
dade para cima de 2 m/s em uma distancia vertical de 0,8 m com aceleracio constante. 
Quando a carga passa por essa posigéo, calcule (2) a aceleragdo do ponto C no cabo em 
contato com 0 tambor e (b) a velocidade angular ¢ a aceleragéo angular do pinhao A. 


Solu¢do. (a) Se 0 cabo n&o desliza sobre o tambor, a velocidade e a aceleragao vertical 
da carga P sao, necessariamente, iguais 4 velocidade tangencial v e a aceleragao tan- 
gencial a, do ponto C. Para o movimento retilineo de P com aceleracdo constante, as 
componentes n e ¢ da aceleracéo de C vém a ser 


[v? = 2as] a = a, = v4/2s = 2°/[2(0,8)] = 2,5 m/s* 
[a, = vr] 


[a = Ja,? + a,7) 


a, = 22/(0,400) = 10 m/s? 

ag = J(10)? + (2,5) = 10,31 m/s? Resp. 
{b) O movimento angular da engrenagem A é determinado a partir do movimento an- 
gular da engrenagem B por meio da velocidade v, e da acelerag&o tangencial a, de seu 


ponto comum de contato. Inicialmente, o movimento angular da engrenagem B é deter- 
minado a partir do movimento do ponto C fixe no tambor. Desse modo, 
[v = re] @y = vir = (2/0,400) = 5 rad/s 


la, = ra] ay = a,/r = (2,5/0,400) = 6,25 rad/s? 


Entao a partir de vy = rym, = rpg e ay = rad = Fpag, temos 


Ta _ 0,300 
Oa 7 OB 0,100 


5 = 15 rad/s SH Resp. 


TB _ 0,800 pon _ ~ = 
a ti ag 0100 6,25 = 18,75 rad/s? SH esp. 


Velocidade 84,8x 


angular 
, rad/s 
SAH 


0 


4% 
B07 Rm 


~607 


@® Observe mais uma vez que o sinal negativo 
significa sentido hordrio nesse problema. 


@® Poderiamos ter convertido a expressio ori- 
ginal para a nas unidades de rot/s”, caso em 
que nossas integrais resultariam direta- 
mente em rotacées. 


Sugestao Util 

@ Observe que um ponto no cabo muda a dire- 
cao de sua velocidade apés tocar o tarnbor e 
adquire uma componente normal de acele- 
ragdo. 
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Exemplo 5/3 


A barra em Angulo reto gira no sentido horario com uma velocidade angular que 
esté diminuindo na taxa de 4 rad/s”, Escreva as expressies vetoriais para a velocidade 


ea aceleragéo do ponto A quando w = 2 rad/s. 


Solugdo. Usando a regra da mAo direita se obtém 


@ = —2k rad/s e a= +4k rad/s? 


A velocidade e a aceleracdo de A vém a ser 


[v=oxr] v= —2k x (0,41 + 0,3j) = 0,6i — 0,8] m/s 


[a, =o x (oXr)] a, = ~2k x (0,6i ~ 0,8j) = -1,6i — 1,2j m/s? 


la, =a x x] a, = 4k x (0,44 + 0,3j) = —1,2i + 1,6) m/s? 


fa=a,t+a) a= ~2,8i + 0,4j m/s? 


Os médulos de v e a sfio 


v = /0,6? + 0,8? = 1 m/s e 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


5/t Um torque aplicado a um volante provoca uma aceleragéo uni- 
forme desde uma velocidade de 300 rpm até uma velocidade de 900 
rpm em seis segundos. Determine o numero de rotagées N por meio 
do qual a roda gira durante esse intervalo. (Sugestéo: Utilize rota- 
¢ées e minutos para as unidades em seus cdleulos.) 

Resp. N = 60 rot. 


5/2 Aplaca quadrada gira em torno do pino fixe O. No instante re- 
presentado, a sua velocidade angular é w = 6 rad/s e sua aceleracao 
angular é a = 4 rad/s’, nas diregdes indicadas na figura. Determine a 
velocidade e a aceleragio (a) do ponto A e (6) do ponto B. 


30 30 —| 
Dimensées em milimetros 


Problema 5/2 
5/3 A velocidade angular de uma engrenagem 6 controlada de 
acordo com w = 12 — 8¢? onde w, em radianos por segundo, é positi- 
vo no sentido hordrio e onde ¢ é o tempo em segundos. Encontre o 
deslocamento angular liquido Aé@ desde 0 instante de tempo t = 0 até 


Resp. 


Resp. 


a = §2,8? + 0,42 = 2,83 m/s” 


t=3s, Encontre também o numero total de rotagdes N por meio do 
qual a engrenagem gira durante os trés segundos. 
Resp. AO = 9 rad, N = 3,66 rot. 


5/4 Ocorpo com formato de T gira em torno de um eixo horizontal 
através do ponto O. No instante representado, sua velocidade angu- 
lar 6 w = 8 rad/s e sua aceleragdo angular é « = 14 rad/s? nas diregdes 
indicadas, Determine a velocidade e a aceleragao (a) do ponto A e (b) 
do ponto B. Expresse seus resultados em termos das componentes ao 
longo dos eixos n e ¢ mostrados. 


Problema 5/4 


5/5 A fita magnética é alimentada através e em torno das polias 
leves montadas em uma estrutura de computador. Se a velocidade v 
da fita 6 constante e se a raz&o dos médulos da aceleragiio dos pontos 
AeBé de 2/3, determine 0 raio r da polia maior. 

Resp. r = 112,5 mm 
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Problema 5/5 


5/6 O volante possui um diametro de 600 mm e gira com uma ve- 
locidade cada vez maior em torno de gua drvore no eixo z. Quando 0 
ponto P sobre a borda cruza 0 eixo y com @ = 90°, possui uma acele- 
ragéo dada por a = -1,8i — 4,8] m/s”. Para esse instante, determine a 
velocidade angular w e a aceleracdo angular a do volante. 


Problema 5/6 


5/7 Sea aceleragdo do ponto P sobre a borda do volante do Prob. 
5/6 6 a =-8,02i — 1,624j m/s” quando @ = 60°, determine a velocidade 
angular @ ea aceleragéo angular a do volante com 600 mm de dia- 
metro para essa posicao. 

Resp. w = 8,12 rad/s, « = 6,01 rad/s? 


5/8 A aceleragéo angular de um corpo que esta girando em torno 
de um eixo fixo é dada por @ = ~kw”, onde a constante k = 0,1 (sem 
unidades). Determine o deslocamento angular e o tempo decorrido 
quando a velocidade angular tiver sido reduzida para um ter¢o do 
seu valor inicial w, = 12 rad/s. 


5/9 O disco circular gira em torno de seu centro QO no sentido indi- 
cado. Em um determinado instante o ponto P sobre a borda possui 
uma aceleragéo dada por a = —3i — 4j m/s”. Determine para esse 
jngtante a velocidade angular w e a aceleragéo angular a do disco. 
Resp. w = ~V8k rad/s, a = 6k rad/s? 


Problema 5/9 


5/10 A placa OAB forma um triangulo equildtero que gira no sen- 
tido anti-horério com velocidade crescente em torno do ponto O. Se 
as componentes normal e tangencial da aceleragao do centréide C 
em um determinado instante sfo 80 m/s? e 30 m/s”, respectivamen- 
te, determine os valores de 6 e 6 nesse mesmo instante. O Angulo 9é 
o Angulo entre a linha AB e 0 eixo horizontal fixo. 


Problema 5/10 


5/11 A conexéo rigida se desloca da posigéo ABC para a posigéo 
A’B'C’ enquanto a extremidade A se desloca 100 mm para a esquer- 
da com uma velocidade constante de 25 mm/s. Determine a velocida- 
de angular média gq do brago BC durante esse intervalo. Suponha 
wm movimento no sentido anti-horario. 

Resp. neq = 0,393 rad/s 


Problema 5/11 


5/12 A barra em Angulo reto gira em torno do eixo z através de O 
com uma aceleragdo angular « = 3 rad/s” no sentido indicado. De- 
termine a velocidade e a aceleragdo do ponto P quando a velocidade 
angular atinge o valor w = 2 rad/s. 


Problema 5/12 


: 
& 
E 
¥ 
i 
t 


a ee 


Problemas Representativos 


5/13 0 disco circular gira com uma velocidade angular constante 
w = 40 rad/s em torno de seu eixo, que esta inclinado no plano y-z 
no 4ngulo @ = tan 2 Determine as expressdes vetoriais para a ve- 
locidade e a aceleracdo do ponto P, cujo vetor posigdéo no instante 
mostrado é r = 375i + 400j — 300k mm. (Confira os médulos de seus 
resultados a partir dos valores escalares v = rwea, = rw*.) 
Resp. v = -20i + 12} - 9k m/s 
a = 600i — 640j + 480k m/s? 


<a anal 
< 


Problema 5/13 


5/14 A placa retangular gira no sentido hordrio em torno de seu 
mancal fixo em O. Se a aresta BC possui uma velocidade angular 
constante de 6 rad/s, determine as expressées vetoriais para a ve- 
locidade e a aceleracao do ponto A utilizando as coordenadas for- 
necidas. 


Problema 5/14 


5/15 Um eixo é acelerado a partir do repouso a uma taxa cons- 
tante até uma velocidade de 3600 rpm e entéo é imediatamente de- 
sacelerado até 0 repouso a uma taxa constante em um intervalo de 
tempo total de 10 segundos. Quantas voltas N o eixo girou durante 
esse intervalo? 

Resp. N = 300 rot. 


5/16 O centro de massa G do carro possui uma velocidade de 60 
km/h na posic¢&o A e 1,52 segundo mais tarde em B possui uma velo- 
cidade de 80 km/h. O raio de curvatura da estrada em B é de 60 m. 
Calcule a velocidade angular w do carro em B e a velocidade angular 
média 4 do carro entre A e B. 
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Problema 5/16 


5/17 As duas polias unidas sao acionadas pela correia com velo- 
cidade crescente. Quando a correia atinge uma velocidade v = 0,6 
m/s, a aceleragéo total do ponte P é de 8 m/s”. Determine para esse 
instante a aceleracéo angular a das polias e a aceleragdo do ponto 
B na correia. 

Resp. a = 17,44 rad/s®, ag = 1,744 m/s® 


Problema 5/17 


5/18 O braco rotativo parte do repouso e adquire uma velocidade 
de rotagéo N = 600 rpm em dois segundos com uma aceleracdo angu- 
lar constante. Encontre o tempo ¢ apés a partida até que o vetor ace- 
leragéo da extremidade P faca um Angulo de 45° com o brago OP. 


Problema 5/18 


5/19 Um torque varidvel é aplicado a um volante rotativo no ins- 
tante de tempo ¢ = 0 e faz com que a aceleragdo angular no sentido 
hordrio aumente linearmente com o deslocamento angular no senti- 
do hordrio @ do volante durante as 30 rotagdes seguintes. Quando o 
volante tiver dado as 30 rotagies adicionais, a sua velocidade angu- 
lar serd de 90 rad/s. Determine a sua velocidade angular wy no inicio 
do intervalo em ¢ = 0. 7 

Resp. wy= 49,4 rad/s 
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6, rot. 
Problema 5/19 


5/20 A aceleracdo angular de um disco que gira em torno de um 
eixo fixo é dada por a = —k«, onde a constante k = 0,05 s"!. Se a velo- 
cidade angular inicial do disco 6 de 100 rad/s no instante de tempo 
t= 0, determine a sua velocidade angular (a) apés 10 segundos e (b) 
apés 10 rotacées. 


5/21 A rotagao de um elemento em um determinado mecanismo é 
controlada de modo que a taxa de variagao de sua velocidade angu- 
lar w com relagdo a seu deslocamento angular @ 6 uma constante k. 
Se a velocidade angular do elemento é wy no inicio quando @= 0 et = 
0, desenvolva as expressGes para 6, w ¢ a aceleracado angular a como 
fungées do tempo ¢. . ‘ 

Resp. 0 = ee (e# — 1), @ = ae", a = wghe™ 
5/22 As duas polias para correias em V formam uma unidade in- 
tegrada e giram em torno do eixo fixo em O. Em um determinado 
instante, o ponto A na correia da polia menor possui uma velocidade 
v4 = 1,5 m/s, e o ponto B na correia da polia maior possui uma ace- 
leragao ag = 45 m/s? como mostrado. Determine para esse instante 0 
médulo da aceleragio ag do ponto C e esboce o vetor na sua solugao. 


a 
8 


Problema 5/22 


5/23 O disco circular gira em torno de seu eixo z com uma velo- 
cidade angular no sentido indicado. Em um determinado instante 
o médulo da velocidade do ponto A é de 3 m/s e esta diminuindo na 
taxa de 7,2 m/s®. Escreva as expressées vetoriais para a aceleragéo 
angular a do disco e a aceleragéo total do ponto B nesse instante. 
Resp. a = -36k rad/s* 
ap = 5,4 — 33,8) m/s? 


Problema 5/23 


5/24 As caracteristicas de projeto de um redutor de engrenagens 
estfo sob andlise. A engrenagem B esia girando no sentido hord- 
rio com uma velocidade de 300 rpm quando um torque é aplicado & 
engrenagem A no instante de tempo ¢ = 2 s para fornecer 4 engre- 
nagem A uma aceleracéo no sentido anti-horario a que varia com 
o tempo para uma duragao de quatro segundos conforme indicado. 
Determine a velocidade Nz da engrenagem B quando ¢ = 6 s. 


Problema 5/24 


5/25 O disco circular gira em torno de seu centro O. Em um de- 
terminado instante 0 ponto A possui uma velocidade uv, = 0,8 m/s 
na direcéo mostrada, e no mesmo instante a tangente do angulo 6 
dado pelo vetor aceleragdo total de um ponto qualquer B com sua 
linha radial até O é de 0,6. Calcule para esse instante a aceleracao 
angular a do disco. 

Resp. a = 38,4 rad/s? 


(o) us 


Problema 5/25 


»5/26 Uma transmissio para redugio de velocidade por correia 
em V é apresentada, onde a polia A aciona as duas polias integradas 
B que, por sua vez, acionam a polia C. Se A parte do repouso no ins- 
tante de tempo ¢ = 0 e recebe uma aceleragio angular constante a, 
desenvolva expressées para a velocidade angular de C e 0 médulo da 
aceleragéo de um ponto P na correia, ambos no instante de tempo t¢. 
(") 
Resp, @¢ = \— } ayt 


72, 


Problema 5/26 


5/3 Movimento Agso.uto 


Desenvolveremos agora a abordagem da andlise de movi- 
mento absoluto para descrever a cinematica plana de corpos 
rigidos. Nessa abordagem, fazemos uso das relagdes geomé- 
tricas que definem a configuracdo do corpo em questéo e, 
em seguida, prosseguimos para determinar as derivadas no 
tempo das relacées geométricas descritivas e obter velocida- 
des e aceleragées. 

Na Secao 2/9 do Capitulo 2 sobre cinematica de particula, 
introduzimos a aplicacfo da andlise de movimento absolu- 
to para o movimento restrito de particulas conectadas. Para 
as configuracées de polias discutidas, as velocidades e ace- 
leragées relevantes foram determinadas por diferenciacdo 
sucessiva dos comprimentos dos cabos de conexéo. Nessa 
discuss&o anterior, as relagdes geométricas foram bastante 
simples, e nenhuma grandeza angular teve que ser conside- 
rada. Agora que nos ocuparemos com 0 movimento de corpo 
rigido, no entanto, perceberemos que nossas relagdes geo- 
métricas descritivas incluem tanto varidveis lineares como 
angulares e, por essa razo, as derivadas no tempo dessas 
grandezas envolverdao ambas as velocidades linear e angular 
e as aceleracgées linear e angular. : 

Na andlise de movimento absoluto, 6 essencial que seja- 
mos coerentes com a matematica da descrigao. Por exemplo, 
se a posigéo angular de uma linha que se desloca no plano 
de movimento é descrita por seu Angulo @ no sentido anti- 
hordrio medido a partir de algum eixo de referéncia fixo con- 
veniente, ent&o o sentido positivo tanto para a velocidade 
angular 6 quanto para a aceleragdo angular 6 também sera 
no sentido anti-hordério. Um sinal negativo para qualquer 
grandeza ird, evidentemente, indicar um movimento angu- 
lar no sentido hordrio. As relagdes que descrevem o movi- 
mento linear, Eqs. 2/1, 2/2 e 2/3, e as relacdes que envolvem 
movimento angular, Eqs. 5/1 e 5/2 ou 5/8, encontraréo uma 
utilizac&o freqiiente na andlise de movimento e devem ser 
compreendidas a fundo. 


Exemplo 5/4 


Uma roda de raio r rola sobre uma superficie plana sem deslizar. Determine 0 mo- 
vimento angular da roda em termos do movimento linear de seu centro O, Determine 
também a aceleragéo de um ponto sobre a borda da roda quando o ponto que entra em 


contato com a superficie sobre a qual a roda rola. 
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Tim Macpherson/Stone/Getty Images 


A torre da polia de elevacae para esqui 
proximo do Matterhorn na Suica. 


A abordagem de movimento absoluto 4 cinematica de cor- 
po rigido é muito simples, desde que a, configuragéo permita 
uma descricgéio geométrica que nao seja excessivamente com- 
plexa. Se a configuragéo geométrica é dificil de manejar ou 
complexa, a andlise pelos principios do movimento relativo 
pode ser preferivel. A andlise de movimento relativo é trata- 
da nesse capitulo comegando na Segéio 5/4. A escolha entre as 
andlises de movimento absoluto e relativo 6 mais bem reali- 
zada apdés adquirir experiéncia em ambas as abordagens. 

Os préximos trés exemplos ilustram a aplicagéo da and- 
lise de movimento absoluto a trés situacdes comumente en- 
contradas. A cinematica de uma roda que esta rolando, tra- 
tada no Exemplo 5/4, é particularmente importante e sera 
util em grande parte dos problemas porque a roda girando 
em varias formas é um elemento muito comum em sistemas 
mecAnicos. 


Sofucdo. A figura mostra a roda rolando para a direita a partir da posicio em linha 
tracejada para a posi¢éo em linha cheia sem deslizar. O deslocamento linear do centro O 
és, que 6 também o arco de comprimento C’A ao longo da borda sobre a qual a roda rola. 
A linha radial CO gira para a nova posigao C’O’ através do angulo 6, onde @ é medido a 
partir da diregdo vertical. Se a roda nao desliza, 0 arco C’A deve ser igual a distancia s. 
Desse modo, a relacdo de deslocamento e suas duas derivadas no tempo fornecem 


s=r6 Sugestées Uteis 


@® Estas trés relagdes nado sao completamente 
desconhecidas a essa altura, e a sua’ apli- 
cacéo ao rolamento de uma roda.deve ser 
compreendida por completo. 


® Ug = Tre Resp. 


ag = ra 


onde vg = 8, dg = tg = 8, w = 6ea= a= 6, O Angulo 0, evidentemente, deve estar em 
radianos. A acelerag&o ay serd orientada no sentido oposto ao de ug se a roda esta dimi- 
nuindo a velocidade. Neste caso, a aceleragéo angular a tera o sentido-oposto ao de w. 


i 
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A origem das coordenadas fixas 6 escolhida arbitrariamente, porém conveniente- 
mente, no ponto de contato entre C sobre a borda da roda e 0 solo. Quando o ponto C 
tiver se deslocade ao longo de sua trajetéria cicloidal para C’, suas novas coordenadas e 
suas derivadas no tempo vém a ser 


x=s-—rsené =r(6 — sen@) y =r-—rcos@ =r(1 — cos 6) 


4 


& =r8(1 — cos 6) = ug(1 — cos 8) y=ré sen @ = vg sené@ 


# = d9(1 — cos 6) + vod sen 0 j = 09 sen 6 + v96 cos 6 


2 


ao(1 — cos @) + rw? sen 6 =dg sen @ + ra cos @ 


Para o instante de contato desejado, @=0e 


x=0 e p= re Resp. 


Desse modo, a aceleragéo do ponto C sobre a borda no instante de contato com o solo 
depende unicamente de r e w e 6 orientada para o centro da roda. Caso seja desejado, a 
velocidade e a aceleragéio de C em qualquer posicao @ podem ser obtidas escrevendo as 
expressies v = <i+Jjea=Xi+t jy. 

A aplicagéo das relagdes cinemdticas para uma roda que rola sem deslizamento 
deve ser identificada para diversas configuracées de rodas que giram tais como as ilus- 
tradas na figura. Se uma roda desliza enquanto rola, as relacdes anteriores j4 nao séio 
validas. 


Exemplo 5/5 rane z 


A carga P esta sendo icada pelo arranjo de cabo e polia apresentado. Cada cabo é 
enrolado firmemente em torno de sua respectiva polia de modo a nao deslizar. As duas 
polias as quais P esta fixada so mantidas juntas para formar um unico corpo rigido. 
Calcule a velocidade e a aceleragdo da carga P e a velocidade angular w e a aceleragéo 
angular a correspondentes da polia dupla nas seguintes condigées: 


Caso (a) Polial: = @, = 0 (polia em repouso) 
Polia 2: wy = 2 rad/s, ag = tog = -3 rad/s® 

Caso (b) Polial: = w= 1 rad/s, a, = @, = 4 rad/s* 
Polia2: wy = 2 rad/s, og = ty = -2 rad/s* 


Solugdo. O deslocamento, a velocidade e a aceleragéio tangenciais de um ponto na bor- 
da da polia 1 ou 2 sao iguais aos movimentos verticais correspondentes do ponto A ou B 
um vez que os cabos sio assumidos como sendo inextensiveis. 


Caso (a). Com A momentaneamente em repouso, a linha AB gira para AB’ através do 
Angulo d@ durante o intervalo de tempo dt. A partir do diagrama verificamos que os 
deslocamentos e suas derivadas no tempo fornecem 


dsg=ABd@ vg=ABo (ay), = ABa 
dsg = AO d6 ’9 = AOw dg = AOa 


Com Up = row, = 0,1(2) = 0,2 m/s € ap = rea, = 0,1(—3) = -0,3 m/s®, temos para 0 movi- 
mento angular da polia dupla 


@ = ug/AB = up/AB = 0,2/0,3 = 0,667 rad/s (SAH) Resp. 
a = (ap),/AB = ay/AB = ~0,3/0,3 = ~1 rad/s? (SH) Resp. 
O movimento correspondente de O e da carga P é 
v9 = AOw = 0,1(0,667) = 0,0667 m/s Resp. 
Gg = AOa = 0,1(—1) = ~0,1 m/s? Resp. 


Caso (b). Como ponto C, e portanto o ponto A, em movimento, a linha AB se move para 
A’B’ durante o intervalo de tempo dt. A partir do diagrama para esse caso, verificamos 
que os deslocamentos e suas derivadas no tempo fornecem 


dsy—ds,=ABd@  vg~v,=ABw (ag), ~ (ag), = ABa 
dsq ~ ds, = AO do U9 — v4 = AOw ag — (a4), = AOw 


@ & evidente que, quando @ = 0, 0 ponto de 
contato possui velocidade nula de modo que 
%=y = 0. A aceleracao do ponto de contato 
sobre a roda também seré obtida pelos prin- 
cipios do movimento relativo na Segéio 5/6. 


Sugestées Uteis 


@® Observe que a polia interna 6 uma roda que 
rola ao longo da linha fixa do cabo do lado 
esquerdo. Desse modo, as expressdes do 


Exemplo 5/4 so validas. 
%% 
dsp | 
B’ 0” 
d. “7 ~ 
So PLA aes 
AO B 
de oo 
(ay), 
Caso (a) 


@ Como B se desloca ao longo de uma trajeté- 
ria curva, além de sua componente tangen- 
cial de aceleragéo (a,),, também possuird 
uma componente normal de aceleragio em 
diregao a O, que nao afeta a aceleragéio an- 
gular da polia. : 

®. Os diagramas mostram essas grandezas e 
a simplicidade de suas relacées lineares. A 
descric¢do visual do movimento de O e B en- 
quanto AB gira através do Angulo dé deve 
esclarecer a andlise. 
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Com Ug = Fo, = 0,101) = 0,1 m/s Up * Potvg = 0,1(2) = 0,2 m/s 


Gg = ry, = 01(4) = 0,4 m/s? Qp * ret, = 0,1(-2) = —0,2 m/s” 


temos para o movimento angular da polia dupla dsq = a ate te ole Soy ieee 
vg Up — Vv = A O B i 
gio CE EADS BCS Oe fd = 0,338 rad/s (SAH) Resp. x 
® AB AB % Caso (6) (ap), 
(@p),— (4), A — 8 _ ~-0,2-0,4 
a= AB = AB = 0,3 = ~2 rad/s’ (SH) Resp. @® Novamente, como no caso (a), a rotacao di- 


ferencial da linha AB, como pode ser visto a 
partir da figura, estabelece a relacdo entre 
Ug = v4 + AOw = vg + AOw = 0,1 + 0,1(0,333) = 0,1333 m/s Resp. a velocidade angular da polia e as velocida- 
des lineares dos pontos A, O e B. O sinal 
negativo para (ag), = ap produz o diagrama 
de acelerac&éo mostrado, mas nao destréi a 
linearidade das relacées. 


O movimento correspondente de O e da carga P é 


Gg * (a4), + AOw = ag + Aa = 0,4 + 0,1(~2) = 0,2 m/s? Resp. 


Exemplo 5/6 


O movimento da placa em formato de triangulo equilatero ABC no seu plano é con- 
trolado pelo cilindro hidrdulico D. Se a haste do pistao no cilindro esta se deslocando 
para cima na taxa constante de 0,3 m/s durante um intervalo de seu movimento, calcu- 
le para o instante quando @ = 30° a velocidade e a aceleragao do centro do rolete B na 
guia horizontal e a velocidade angular e a aceleracdo angular da aresta CB. 


Sofucao. Com as coordenadas x-y escolhidas conforme indicado, o movimento conhecido 
de A év4 =) = 0,8 m/s ea, =¥ = 0. O movimento resultante de B é dado por x e suas deri- 
vadas no tempo, que podem ser obtidas a partir de x” + y” = 6”. Diferenciando se obtém 


rbt+yy=0 4 =-45 

® eee 
siphon neers i EES 9s ; 
seta ty j2=0 B= 2 Sugestao Util 


@® Observe que é mais simples diferenciar um 
produto do que um quociente. Dessa forma, 
diferencie xx + yy = 0 em vez de x = —yy/x. 


Com y = b sen 6,x = b cos 0 ej = 0, as expressées se tornam 


vg = & = vg tan@ 
2 
ry ¥, 
ag = i= ~-F- sec! 9 


Substituindo os valores numéricos v, = 0,3 m/s e @ = 30° fornece 


1 
vg = -09{4.) = -0,1732 m/s Resp. 
B iB sp. 
2, 3 
y= Bball = —0,693 m/s” Resp. 


Os sinais negativos indicam que a velocidade e a aceleragao de B sao ambas para a 
direita, uma vez que x e suas derivadas so positivas para a esquerda. 

O movimento angular de CB 6 0 mesmo que o de cada linha sobre a placa, incluindo 
AB. Diferenciando y = 6 sen @se obtém 


y = 6 cos o=6= 
A aceleragao angular é 
== 146 gtang = " @ tan 6 
== sec =A 
Coe e sec* @ tan 


A substituigdo de valores numéricos fornece 


= O38 2 _ 
o= a2 3 1,782 rad/s Resp. 
0 af 2 y 1 : ; 
= | 4) — = 1,782 rad/s? Resp. 
a (0.22 8 B rad/s esp. 


Ambas w e a séo no sentido anti-hordrio, uma vez que seus sinais sdo positivos no sen- 
tido da medida positiva de 0. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


5/27 O cursor A se desloca na ranhura horizontal com uma veloci- 
dade constante v por um curto intervalo de movimento. Determine a 
velocidade angular w da barra AB em termos do deslocamento x4. 


¥3v 


Resp. o = 


Problema 5/27 


5/28 A roda esta rolando sem deslizar com uma velocidade angu- 
lar w, Admitindo que a linha POC gire através de um Angulo diferen- 
cial dé durante um intervalo de tempo dt, mostre que a velocidade 
do ponto P é igual a sua distancia a partir do ponto de contato C 
multiplicada pela velocidade angular da roda. Expresse também a 
velocidade de P em termos da velocidade do centro O. 


Problema 5/28 


5/29 O ponto A recebe uma aceleragdo constante a para a direita a 
partir do repouso com x essencialmente nulo. Determine a velocida- 
de angular w da barra AB em termos dex ea. 

20x 


Bee Ter 


Problema 5/29 


5/30 Ocursor A se desloca com velocidade constante v sobre a reta 
guia por um curto intervalo, enquanto o cursor B se desloca sobre 
a guia circular cujo centro esta em O. Determine a velocidade an- 
gular w da haste de conexéio AB em funcao do deslocamento s do 
cursor A. 


Problema 5/30 


5/31 0 bloco de concreto P esta sendo abaixado pelo arranjo de 
cabo e polia mostrado. Se os pontos.A e B tém velocidades de 0,4 m/s 
e 0,2 m/s, respectivamente, calcule a velocidade de P, a velocidade 
do ponto C para 0 instante representado, e a velocidade angular da 
polia. : 
Resp. w = 0,5 rad/s SH, vp = 0,3 m/s 
vg = 0,25 m/s 


Problema 5/31 


5/32 Aroda de raio r rola sem deslizar, e seu centro O possui uma 
velocidade constante vg para a direita. Determine expressées para 
os médulos da velocidade v e da aceleracfio a do ponto A sobre a 
borda diferenciando suas coordenadas x e y. Represente os seus re- 
sultados graficamente como vetores em seu esboco e mostre que Vv 
é a soma vetorial de dois vetores, sendo que cada um possui um 
médulo vg. 


POET TE x 


=: ais 
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5/33 Em um mecanismo projetado para converter movimento li- 
near em movimento angular, o cilindro hidrdulico fornece ao pino A 
uma velocidade constante para baixo v durante um curto intervalo 
de movimento. Determine a aceleragéo angular a das hastes ranhu- 
radas em termos de @. 


2 
Resp. a = a sen 20 cos? @ 


Problema 5/33 


5/34 O carretel gira sobre seu cubo subindo o cabo interno A en- 
quanto a placa compensadora B puxa os cabos externos para baixo. 
Os trés cabos esto firmemente enrolados em torno de suas res- 
pectivas periferias e néo deslizam. Se, no instante representado, B 
tiver se deslocado para baixo uma distancia de 1600 mm a partir 
do repouso com uma aceleragao constante de 0,2 m/s, determine a 
velocidade do ponto C e a aceleracéo do centro O para esse instante 
em particular. 


Problema 5/34 


5/35 Ocarretel de cabo telefénico rola sem deslizar sobre a super- 
ficie horizontal. Se o ponto A no cabo possui uma velocidade v, = 0,8 
m/s para a direita, calcule a velocidade do centro O e a velocidade 
angular w do carretel. (Tenha cuidado para n&o cometer o erro de 
supor que o carretel rola para a esquerda.) 

Resp. vg= 1,2 m/s, w = 1,833 rad/s SH 


Problema 5/35 


5/36 Os componentes da transmissdo do motor elétrico de uma 
locomotiva diesel elétrica sao apresentados. A engrenagem tubular 
é soliddria 4 roda de 1000 mm de didmetro e é acionada pelos pi- 
nhées dos dois motores elétricos montados na roda do vagao. (Os 
dentes de engrenagem nao so mostrados.) Para uma velocidade da 
locomotiva de 90 km/h, qual é a velocidade de rotacéo N dos pinhées 
acionadores? 


Estrutura do motor 
150 mm 


Pinhdo 
acionador 


Engrenagem 
tubular 


Problema 5/36 


Problemas Representativos 


5/37 Calcule a velocidade angular w da barra esbelta AB como 
uma fun¢do da distancia x e da velocidade angular constante w,) do 


tambor. 
rhag 


Resp O° ane 


Problema 5/37 


5/38 A lanca OA esta sendo elevada pelo arranjo de cabo e polia 
mostrado. Se o ponto B no cabo recebe uma velocidade constante 
Ug = 3,2 m/s, determine a velocidade angular  e a aceleracéo angu- 
lar a da langa para 6 = 30°. 


i 
i 
| 
\ 
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Problema 5/38 


5/39 A rotacio da alavanca OA 6 controlada pelo movimento do 
disco em contato cujo centro recebe uma velocidade horizontal v. De- 
termine a expressfo para a velocidade angular w da alavanca OA 
em termos de x, r 


a afr)? ~ 1 


Resp. o = 


Problema 5/39 


5/40 O movimento vertical da plataforma de trabalho é controlado 
pelo movimento horizontal do pino A. Se A possui uma velocidade 
Ug para a esquerda, determine a velocidade vertical v da plataforma 
para qualquer valor de 6. 


Problema 5/40 


5/41 Um quebra-molas esta sendo instalado em uma estrada ho- 
rizontal para lembrar aos motoristas do limite da velocidade exis- 
tente. Se o motorista do carro sente em G uma aceleragao vertical 
da mesma ordem de g, para cima ou para baixo, se espera que ele 
perceba que sua velocidade esta préxima de ser excessiva. Para o 
quebra-molas com o contorno co-senoidal mostrado, desenvolva uma 
expressao para a altura h do ressalto que ira produzir uma compo- 
nente vertical de aceleragdo em G de g para uma velocidade v do 
carro. Caleule h se b = 1 mev = 20 kmh. Despreze os efeitos da 
deflexiio da mola de suspensao e do diametro finito da roda. 


2 
Resp. h = 4a 2) k= 128,8mm 


a eee 


Problema 5/41 


5/42 A haste telescdpica é articulada em O, e sua extremidade A 
recebe uma velocidade constante para cima de 200 mm/s pela haste 
do pistao do cilindro hidraulico fixo B. Calcule a velocidade angu- 
lar Gea aceleracdo angular da haste OA para o instante em que 
y = 600 mm. 


@ 
500 
mm. 


Problema 5/42 


5/43 O movimento do volante enquanto rola para cima a crema- 
lheira fixa sobre o seu nucleo dentado 6 controlado por meio do cabo 
periférico pela roda motora D, que gira no sentido anti-hordrio na 
taxa constante w) = 4 rad/s durante um curto intervalo de movimen- 
to. Examinando a geometria de uma pequena rotagéo (diferencial) 


da linha AOCB enquanto gira instantaneamente em torno do ponto 


de contato C, determine a velocidade angular w do volante e as ve- 

locidades do ponto A e do centro O. Encontre também a aceleracéo 
do ponto C. 

Resp. w = 3 rad/s SH, v, = 480 mm/s 

Uo = 180 mm/s, ag = 540 mm/s” 


A 100 mm. 


Problema 5/43 


ae ee 
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errr tS SSSSSSSSSnerowrsshithisysestesneansnensssesaetenesssseseetseensttet, 


5/44 Desenvolva uma expressdo para a velocidade de subida v do 
mecanismo de elevacao de veiculos em termos de @. A haste do pistao 
do cilindro hidrdulico esta se estendendo na taxa 8. 


Problema 5/44 


5/45 O volante gira no sentido hordrio com uma velocidade cons- 
tante de 600 rpm. A haste de conexéo AB desliza através do cursor 
articulado em C. Calcule a velocidade angular w de AB para o ins- 
tante em que @ = 60°, 

Resp. w = 17,95 rad/s SH 


Problema 5/45 


5/46 Determine a aceleracéo do eixo B para @ = 60° se a manivela 
OA possui uma aceleragdo angular 6 = 8 rad/s* e uma velocidade 
angular 6 = 4 rad/s nessa posigao. A mola mantém o contato entre o 
rolete e a superficie do émbolo. 


Problema 5/46 


5/47 O braco ranhurado gira em torno de O e mantém a relagéo 
entre os movimentos dos cursores A e B e de suas barras de controle. 
Cada pequeno bloco articulado estd preso ao seu respectivo cursor 
e é restrito a deslizar em sua ranhura rotativa. Mostre que o deslo- 
camento x é proporcional ao reciproco de y. Em seguida estabeleca 
a relac&o entre as velocidades v, e vg. Além disso, se va € constante 
durante um curto intervalo de movimento, determine a aceleracéo 
de B. ‘ 
Resp. ¥ =Pru, = an a3 = ed 
. x Ca x2 


ea 


Problema 5/47 


5/48 O cilindro hidrdulico C fornece a extremidade A da barra AB 
uma velocidade constante vg no sentido negativo de x. Determine ex- 
pressdes para a velocidade angular w = 6 e aceleragao angular a = 6 
da barra em termos de x. 


Problema 5/48 


5/49 Deseja-se projetar um sistema para controlar a taxa de ex- 
tensao + da escada de um caminhdo de incéndio durante a elevagéo 
da escada de modo que o cesto B tenha apenas um movimento ver- 
tical. Determine « em termos da taxa de alongamento ¢ do cilindro 
hidrdulico para valores conhecidos de 6 e x. 
L+x tané 


1 
=(@+ 
6b cos 5 (@ + 8} 


Resp. & = é, onde 8 = sen“ (h/b) 
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csuies 


Problema 5/49 


5/50 Uma transmissao por correia com velocidade variavel consis- 
te em duas polias, cada uma das quais constituida por dois cones que 
giram como uma unidade mas com capacidade de serem unidos ou 
separados de modo a variar o raio efetivo da polia. Se a velocidade 
angular w, da polia 1 é constante, determine a expressdo para a ace- 
lerag&o angular a, = @», da polia 2 em termos das taxas de variaciio 
Fy ery dos raios efetivos. 


is 


‘Problema 5/50 


5/51 O mecanismo 6 projetado para produzir pequenas oscilagées 
do eixo A e do garfo anexo através da rotagéo do came circular deslo- 
cado, que gira em torno de O com uma velocidade angular constante 
#9. Determine uma expresso para a velocidade angular w do garfo 
e seu eixo A como uma fungao do angulo do came @. 

bcos 6—e 


Resp. w = =~, € 
7 B? — 2be cosO +e? 


0 


b 
Problema 5/51 


5/52 As duas engrenagens formam uma unidade integrada e gi- 
ram sobre a cremalheira fixa. A engrenagem maior tem 48 dentes, e 
a rosca sem fim gira com uma velocidade de 120 rpm. Determine a 
velocidade vg do centro O da engrenagem. 


150 mm 


Problema 5/52 


5/53 O acionamento do cilindro hidrdulico provoca o alongamento 
de OB na taxa constante de 0,260 m/s. Calcule a aceleragéo normal 
do ponto A em sua trajetéria circular em torno de-C para 0 instante 
em que 0 = 60°. 

Resp. (a), = 0,756 m/s? 


-—— 200 mm 


Problema 5/53 


5/54 Mostre que as expressées v = rw e a, = ra sio validas para o 
movimento do centro O da roda que rola sobre o arco circular cOn- 
cavo ou convexo, onde w e a so a velocidade e a aceleragao angu- 
lar absoluta, respectivamente, da roda. (Sugestdo: Siga o modelo do 
Exemplo 5/4 e permita que a roda role uma pequena distancia. Tome 
muito cuidado em identificar o Angulo absoluto correto através do 
qual a roda gira em cada caso na determinacéio de sua velocidade 
angular e aceleragdo angular.) 
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Problema 5/54 


5/55 A oscilacdo angular da haste ranhurada é realizada pela ma- 
nivela OA, que gira no sentido hordrio na velocidade constante N = 
120 rpm. Determine uma expressio para a velocidade angular B da 
haste ranhurada em termos de 0. 

Resp. fi = a2( 2 § ~ 0,278 


1,939 — cos *) rad/s 


Problema 5/55 


5/56 A roda de Genebra 6 um mecanismo para produzir rotacao 
intermitente. O pino P na unidade integrada pela roda A e placa de 
travamento B encaixa na ranhura radial na roda C girando, desse 
modo, a roda C de um quarto de uma volta para cada rotagaio do pino. 
Na posigao de encaixe mostrada, @ = 45°. Para uma velocidade angu- 
lar constante no sentido hordrio w, = 2 rad/s da roda A, determine 
a velocidade angular correspondente no sentido anti-horario w, da 
roda C para @ = 20°. (Observe que 0 movimento durante o encaixe é 
regido pela geometria do triangulo 0,0,P com @ variando.) 

Resp. w, = 1,923 rad/s 


2002 
mm. 


Problema 5/56 


5/57 O puncdo é acionado por uma oscilacdo harménica simples 

do setor articulado dada por 6 = 4) sen 2nt onde a amplitude 6 6) = 

7/12 rad (15°) e o tempo para uma oscilacao completa é de 1 segundo. 
Determine a aceleracao do puncado quando (a) @= 0 e (6) 6 = n/12. 

Resp. (a) a = 0,909 m/s? para cima 

(b) a = 0,918 m/s” para baixo 


Problema 5/57 


»5/58 Um dos mecanismos mais comuns 6 0 de cursor e manivela. 
Expresse a velocidade angular w,, e a aceleragéo angular agp da 
biela AB em termos do angulo da manivela @ para uma determinada 
velocidade constante da manivela wo. Considere wp @ a4p como po- 
sitivas no sentido anti-horario. 


To, 
Resp. ag = > cos 6 


5 Saad 
2 
ag cen’ — — 
L A 
1 een 6 


Problema 5/58 
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5/4 Vevrocipape RELATIVA 


A segunda abordagem para a cinematica de corpo rigido 
utiliza os principios do movimento relativo. Na Secéo 2/8 de- 
senvolvemos esses principios para o movimento em relagao 
a eixos com translac&o e aplicamos a equacdo da velocidade 
relativa 


V4 = Vp t+ Vag 12/20] 


para os movimentos de duas particulas A e B. 


Velocidade Relativa Devida 4 Rotacao 


Escolhemos agora dois pontos sobre 0 mesmo corpo rigido 
para nossas duas particulas. A conseqiiéncia dessa escolha é 
que o movimento de um ponto conforme visto por um obser- 
vador em transla¢&o com o outro ponto deve ser circular uma 
vez que a distancia radial para o ponto observado a partir 
do ponto de referéncia nfo varia. Essa observacio 6 a chave 
para uma compreensdo bem-sucedida de uma grande maio- 
ria dos problemas de movimento plano de corpos rigidos. 

Esse conceito é ilustrado na Fig. 5/5a, que mostra um cor- 
po rigido se deslocando no plano da figura a partir da po- 
sicdio AB para A’B’ durante o intervalo de tempo At. Esse 
movimento pode ser visualizado como ocorrendo em duas 
partes. Primeiro, 0 corpo realiza uma translag&o para a po- 
sigéo paralela A”B’ com o deslocamento Arg. Em seguida, o 
corpo gira em torno de B’, através do Angulo Aé. A partir dos 
eixos de referéncia sem rotacéo x’-y’ presos ao ponto de refe- 
réncia B’, pode-se observar que esse movimento restante do 
corpo é uma simples rotacdo em torno de B’, dando origem ao 
deslocamento Ar,;z de A em relacdo a B. Para o observador 
sem rotacdo preso a B, o corpo parece estar submetido a uma 
rotagéio em torno de um eixo fixo B com A executando um 
movimento circular como enfatizado na Fig. 5/5b. Portanto, 
as relacdes desenvolvidas para o movimento circular nas Se- 
ces 2/5 e 5/2 e citadas como Kgs. 2/11 e 5/2 (ou 5/3) descre- 
vem a parcela relativa do movimento do ponto A. 

O ponto B foi escolhido arbitrariamente como o ponto de 
referéncia para a fixacéo de nossos eixos de referéncia sem 
rotacgao x-y. O ponto A poderia ter sido usado da mesma for- 
ma, caso em que observariamos que B tem um movimento 
circular em torno de A considerado fixo como mostrado na 
Fig. 5/5c. Vemos que o sentido da rotacao, sentido anti-hora- 


rio nesse exemplo, 6 o mesmo quer escolhamos A ou B como 
areferéncia, e vemos que Arg;, = —A,4;p. 

Com B como o ponto de referéncia, vemos a partir da Fig. 
5/5a que o deslocamento total de A é 


Ar, = Arg + Ara 


onde Ar,;g tem o médulo rA6 quando A@ se aproxima de zero. 
Notamos que o movimento linear relativo Ar,;; 6 acompa- 
nhado pelo movimento angular absoluto A@, como pode ser 
visto a partir dos eixos em translacdo x’-y’. Dividindo a ex- 
press&o para Ar, pelo intervalo de tempo correspondente At e 
tomando o limite, obtemos a equacdo da velocidade relativa 


(5/4) 


Essa expressiio 6 a mesma da Eq. 2/20, com uma restrigao 
de que a distancia r entre A e B permanece constante. O mé- 
dulo da velocidade relativa 6, dessa forma, visto como v,4/, = 
iim, (lArgjp|/Ad) = iim, (rA@/At) que, com w = 6, se torna 


(5/5) 


Usando r para representar o vetor rz a partir da primeira 
das Eqs. 5/3, podemos escrever a velocidade relativa como o 
vetor 


(5/6) 


onde w 6 0 vetor velocidade angular normal ao plano do mo- 
vimento no sentido determinado pela regra da mao direita. 
Uma observagiio critica feita a partir das Figs. 5/56 e c 6 que 
a velocidade linear relativa 6 sempre perpendicular a linha 
que une os dois pontos em questo. 


Interpretacao da Equacao da Velocidade Relativa 


Podemos compreender melhor a aplicagéo da Eq. 5/4 visu- 
alizando as componentes separadas de translacao e rotagado 
da equacéo. Essas componentes sio enfatizadas na Fig. 5/6, 
que mostra um corpo rigido em movimento plano. Com B 
escolhido como o ponto de referéncia, a velocidade de A é 
a soma vetorial da parcela de translagéo vz, adicionada da 
parcela de rotagao v4;z = @ x r, que possui o médulo v4; = 
rw, onde |w| = 6, a velocidade angular absoluta de AB. O 


Movimento em relacio a B 


(@) 


(b) 


~ 
Movimento em relacéo aA 
(c) 


Figura 5/5 


Xf “a 


\ 
B 
L Traj ae 


Praiptiria, } de A 
de B A 
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Figura 5/6 


fato de a velocidade linear relativa ser sempre perpendicular 
4 linha que une os dois pontos em questéio é uma chave im- 
portante para a solugao de muitos problemas. Para reforgar 
a compreensao desse conceito, vocé deve desenhar o diagra- 
ma equivalente onde o ponto A é utilizado como o ponto de 
referéncia em vez de B. 

A Equagao 5/4 também pode ser utilizada para analisar o 
contato com deslizamento restrito entre dois elementos em 
um mecanismo. Nesse caso, escolhemos os pontos A e B como 
coincidentes, um em cada elemento, para o instante em estu- 
do. Em contraste com o exemplo anterior, nesse caso, os dois 
pontos estéo em corpos diferentes, por esta razfo nao estao 
separados de uma distancia fixa. Esse segundo uso da equa- 
¢o da velocidade relativa é ilustrado no Exemplo 5/10. 


Solugao da Equacao da Velocidade Relativa 


A solugio da equagéo da velocidade relativa pode ser rea- 
lizada por Algebra escalar ou vetorial, ou uma andlise grafica 
pode ser empregada. Um esboco do polfgono vetorial que re- 
presenta a equacio vetorial deve sempre ser produzido para 
exibir as relagées fisicas envolvidas. A partir desse esboco, 
vocé pode escrever as componentes de equacées escalares 
projetando os vetores nas diregdes convenientes. Normal- 
mente, é possivel evitar a solucdo de equacées simultaneas 
por meio de uma escolha cuidadosa das projecdes. De forma 


Exemplo 5/7 


A roda de raio r =.300 mm rola para a direita sem deslizar e possui uma velocidade 
vg = 8 m/s em seu centro O. Calcule a velocidade do ponto A na roda para o instante 


representado. 


alternativa, cada termo na equacdo do movimento relati- 
vo pode ser escrito em termos de suas componentes i e j, a 
partir das quais se obtém duas equacées escalares quando 
a igualdade é aplicada, separadamente, para os coeficientes 
dos termos i e j. 

Muitos problemas se prestam a uma solucdo gréfica, es- 
pecialmente quando a geometria fornecida resulta em uma 
expressdo matematica complicada. Nesse caso, tracamos ini- 
cialmente os vetores conhecidos em suas posigées corretas 
utilizando uma escala conveniente. Em seguida, tragamos 
os vetores desconhecidos que completam o poligono e satis- 
fazem & equacdo vetorial. Finalmente, medimos os vetores 
desconhecidos diretamente a partir do desenho. 

A escolha do método a ser utilizado depende do problema 
especifico em questao, da preciséo necesséria, e da preferén- 
cia e experiéncia individual. Todas as trés abordagens sio 
ilustradas nos exemplos que se seguem. 

Independentemente de qual método de solugdio emprega- 
mos, observamos que uma sé equacao vetorial em duas di- 
mensées 6 equivalente a duas equagies escalares, de forma 
que no maximo duas ineégnitas escalares podem ser deter- 
minadas. As incégnitas, por exemplo, poderiam ser o médu- 
lo de um vetor e a diregéo de outro. Devemos efetuar uma 
identificagdo sistematica do que é conhecido e das incégnitas 
antes de tentar uma solucao. 


[Pe rensererrereenensstnecatetimprreerorrSSTUEPPie Seer wriineeeaperuunserpreeperrsisnervreseeyenenNnsiee=vrreniss 


Solucdo 1 (Escalar-Geométrica). O centro O 6 escolhido, como o ponto.de referéncia 
para a equacio da velocidade relativa uma vez que o seu movimento 6 fornecido. Es- 


¢revemos entéo 


V4 = Vo + Vaio 


onde o'termo da velocidade relativa é observado a. partir: dos eixos em translagdo x-y 
fixados em O°. A-velocidade ‘angular deAO 6 €a mesma que a da roda; a qual, a partir do 
; : mplo 5/4, é o=v¢/r.= 3/0,3.=.10 rad/s. Desse modo, a partir da Eq, 5/5 temos 


(vaio = 2756] dgjo = 0,2(10) = 2 m/s 
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que é normal a AO como mostrado. O vetor soma vy é mostrado no diagrama e pode ser 
calculado a partir da lei dos cossenos. Dessa forma, 


v4? = 87 + 2? + 2(3)(2) cos 60° = 19 (m/s)? vg = 4,36 m/s Resp. 


O ponto de contato C possui instantaneamente velocidade nula e pode ser utilizado 
como alternativa para o ponto de referéncia, nesse caso, a equagdo da velocidade relati- 
va vem a Ser V4 = V¢ + Vaic = Vasc onde 


AC, _ 0,436 
oc ° 0,300 


vac = ACw = (3)=4,86 m/s v4 = Uae = 4,36 m/s 


A distancia AC = 436 mm é calculada separadamente. Veros que vy é normal aAC uma 
vez que A esté momentaneamente girando em torno do ponto C. 


Solugdo If (Vetorial). Utilizamos agora a Eq. 5/6 e escrevemos 
Va = Vo + Vaio = Vo + © X Xo 


onde 
@ = —10k rad/s 


To = 0,2(—i cos 80° + j sen 30°) = -0,1732i + 0,1jm 


Vo = 3im/s 
Resolvemos agora a equacao vetorial 
i j k 
v4 = 81+ 0 0 | ~10} = 34 +1,732j)+ i 
—0,1732 0,1 0 
= 4i + 1,782j m/s Resp. 


O médulo de vg = (4? + (1,732)? = {19 = 4,36 m/s ¢ o sentido concordam com a solugao 
anterior. 


Exemplo 5/8 


A manivela CB oscila em torno de C através de um arco limitado, obrigando a ma- 
nivela OA a oscilar em torno de O. Quando o mecanismo passa pela posig&o mostrada 
com CB horizontal e OA vertical, a velocidade angular de CB é de 2 rad/s no sentido 
anti-hordrio. Para esse instante, determine as velocidades angulares de OA e AB. 


Solucdo I (Vetorial). A equacao da velocidade relativa v4 = vg + Va;g 6 reescrita como 
o4 X Ta = Mcp X Tp t Wap X Lap 


onde 


@o,4 = Wogk @cp = 2k rad/s Wan = Wgpk 


rg = 100j mm Yg = ~75imm Yap = —175i + 50j mm 
A substituigéo fornece 
oak X 100j = 2k x (—75i) + wagk x (~175% + 50j) 
—100w94i = -150j ~ 17504} — 50m pi 
Igualando os coeficientes dos respectivos termos i e j fornece 


—100w94 + 50w,z = 0 25(6 + Tap) = 0 
cujas solugGes sio 


ap = —6/7 rad/s e @o4 = —3/7 rad/s Resp. 


Sugestdes Uteis 


@ Certifique-se de visualizar vg; como a velo- 
cidade que A parece ter em seu movimento 
circular em relacdo a O. 

® Os vetores podem também ser dispostos gra- 
ficarente em escala e o médulo e a direg&o 
de v, medidos diretamente do diagrama. 


® Avelocidade de qualquer ponto sobre a roda 
é facilmente determinada utilizando o pon- 
to de contato C como o ponto de referéncia. 
Vocé deve construir os vetores velocidade 
para varios pontos sobre a roda para pra- 
ticar. 

@ O vetor w é orientado para dentro do papel 
pela regra da mao direita, enquanto o sen- 
tido positivo de z 6 para fora do papel; dai, o 
sinal negativo, 


Sugestées Uteis 


@ Estamos usando aqui a primeira das Eqs. 
5/3 e Eig. 5/6. 


@ Os sinais negativos nas respostas indicam 
que os vetores Wy, € Wg, esto no sentido 
negativo da direcio k. Conseqiientemente, 
as velocidades angulares sfo no sentido ho- 
rério. * 


Cinematica Plana d 


e@ Corpos Rigidos 261 


eR nen here rept rere wer enteric cnnans 


Solucdo i (Escalar-Geométrica}. A solugdo pela geometria escalar do triangulo veto- 
rial é particularmente simples nesse caso uma vez que v, ¢ Vz estdo orientadas perpen- 


dicularmente para esta posig&o especial dos elementos. Primeiro, calculamos Up, que é 
[v = ra] vg = 0,075(2) = 0,150 m/s 


eo representamos em seu sentido correto como mostrado. O vetor V4/p deve ser perpen- 
dicular a AB, eo Angulo @ entre v,;z e vg é também o Angulo feito por AB coma direcdo 
horizontal. Esse Angulo 6 determinado por 


100-50 2 
tan 0 350 75 7 


0 vetor horizontal v, completa o triangulo para o qual temos 
Uap = Upicos 8 = 0,150/cos 8 
U4 = Uy tan 6 = 0,150(2/7) = 0,30/7 m/s 
As velocidades angulares vém a ser 


— YAR _ 0,150 cos 8 


fw = vir] AB 7B cos @ 0,250 — 0,075 
= 6/7 rad/s SH Resp, 
[w = u/r] og = 2A = 9:80 _1 _ _ 99 page SH Resp. 


OA 7~+0,100 


Exemplo 5/9 


A configuragéo usual de um motor alternative é a do mecanismo de cursor e ma- 
nivela apresentado. Se a manivela OB possui uma velocidade de rotagéio no sentido 
hordrio de 1500 rpm, determine para a posig&o em que @= 60°, a velocidade do pistao A, 
a velocidade do ponto G sobre a biela, e a velocidade angular da biela. 


Solugdo. A velocidade do pino da manivela B como um ponto sobre AB é facilmente en- 
contrada, de modo que B sera utilizado como o ponto de referéncia para a determinacao 
da velocidade de A. A equagao da velocidade relativa pode agora ser escrita 


Va = Vp t Vip 
A velocidade do pino da manivela é 
1500 (277) 

60 

e énormal a OB. A diregdo de vy é, evidentemente, paralela ao eixo do cilindro horizon- 
tal. A diregdo de v4, deve ser perpendicular & linha AB conforme explicado nessa seco 
e como indicado no diagrama inferior, onde o ponto de referéncia B é mostrado como 
fixo. Obtemos esta diregdo calculando o Angulo 8 a partir da lei dos senos, que fornece 


125. _ _ 350 
sen @ sen 60° 


{v = rw] Up = 0,125 = 19,63 m/s 


B = sen™! 0,309 = 18,02° 


Completamos agora o esbogo do triangulo de velocidades, onde o Angulo entre v4;z e V4 
é de 90° — 18,02° = 72,0° e o terceiro Angulo é de 180° ~ 30° — 72,0° = 78,0°. Os vetores 
Va € V4/p S40 mostrados com seus sentidos corretos de tal forma que a soma vetorial de 
Vp © Va;z € igual a v4. Os médulos das incégnitas s&o calculados agora a partir da tri- 
gonometria do triangulo de vetores ou sao escalonados a partir do diagrama quando for 
utilizada uma solugdo gréfica. Resolvendo para v, e v4,» pela lei dos senos se obtém 


Ya. 19,63 


sen 78,0° sen 72,0° v, = 20,2 m/s Resp. 


vam _ _ 19,63 = 
sen 30° sen 72,9° Yaw = 10,82 mis 


A velocidade angular de AB € no sentido anti-hordrio, como mostrado pelo sentido 
de v4jp,€ € 


Pai _ 10,32 = 29,5 rad/s Resp. 


lo = vir] ®aB 7B 0,350 


i 
af 


= 150 mm/s - yyy 


@ 


@ Sempre se certifique de que a seqiiéncia dos 
vetores no polfgono vetorial concorda com 
a igualdade dos vetores especificada pela 
equacao vetorial. 


Sugestdes Uteis 


@ Lembre sempre de converter w para radia- 
nos por unidade de tempo quando utilizar 
VETO, 


eee | 
r9878,0°\ own 


% 


@ Uma solucdo gréfica para esse problema 
é a mais rdépida de se conseguir, embora 
sua preciséo seja limitada. A solucio pela 
algebra vetorial pode, evidentemente, ser 
utilizada, mas implicaria um pouco mais de 
trabalho nesse problema. 
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Determinamos agora a velocidade de G escrevendo 


Yo = Va t Van 


onde Ugp = GBwap = a tim = i (10,82) = 2,95 m/s 

Como se observa a partir do diagrama, Vg;p possui o mesmo sentido que v4). A soma 
vetorial 6 apresentada no ultimo diagrama. Podemos calcular vg com alguma manipu- 
lagaéo geométrica ou simplesmente medindo o seu médulo e diregao a partir do diagra- 
ma de velocidades desenhado em escala. Por simplicidade adotamos aqui este ultimo 
procedimento e obtemos 


vg = 19,24 m/s Resp. 


Como observado, o diagrama pode ser superposto diretamente sobre o primeiro diagra- 
ma de velocidades. 


Exemplo 5/10 


O parafuso de acionamento gira a uma velocidade que fornece ao cursor rosqueado 
C uma velocidade de 0,25 m/s verticalmente para baixo. Determine a velocidade angu- 
lar do brago ranhurado quando @ = 30°. 


Solugéa, A velocidade angular do brago pode ser encontrada se a velocidade de um 
ponto sobre o brago é conhecida. Escolhemes um ponto A sobre o braco coincidente com 

@ opino B do cursor para esta finalidade. Se usarmos B como nosso ponto de referéncia e 
escrevermos Vy = Vz + V4/g, Vemos, a partir do diagrama, que mostra o braco e os pontos 
A e B um instante antes e um instante depois da coincidéncia, que v4,z possui uma 
diregao paralela 4 ranhura em sentido oposto a O? 


@ Os médulos de v4 € v4) so as tinicas incégnitas na equagdo vetorial, de forma que 
podem ser resolvidos agora. Desenhamos o vetor conhecido vg e, em seguida, obtemos a 
intersegdo P das diregdes conhecidas de v4z € V4. A solugdo fornece 


U4 = Ug COS 0 = 0,25 cos 30° = 0,217 m/s 


vA 0,217 
[o = v/r] @ = aS = 

OA (0,450)/cos 30° 

= 0,417 rad/s SAH Resp. BY 

Notamos a diferenga entre esse problema de contato com deslizamento restrito entre A 
dois elementos e os trés exemplos anteriores de velocidade relativa, onde nenhum con- iB 
tato com deslizamento ocorreu e onde os pontos A e B foram localizados sobre o mesmo 7 
corpo rigido em cada caso. f 


) 


® Identifique sémpre os dados e a8 incégnitas 
antes de tentar a solucdo' de uma equa¢io 


vetortials oo. : 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


5/59 A extremidade A da haste possui a velocidade indicada no 
instante representado. A extremidade B esta confinada a se deslocar 
na ranhura. Para esse instante calcule a velocidade de B e a veloci- 
dade angular de AB. 

Resp. vg = 3,06 m/s, wy, = 7,88 rad/s SAH 


uy = 2 m/s 


Problema 5/59 


5/60 O carrinho possui uma velocidade de 1,2 m/s para a direita. 
Determine a velocidade angular N da roda de modo que o ponto A 
no topo da borda tenha uma velocidade (a) igual a 1,2 m/s para a 
esquerda, (6) igual a zero, e (c) igual a 2,4 m/s para a direita. 


Problema 5/60 


5/61 QO vértice A da placa em formato de triangulo equilatero pos- 
sui uma velocidade v, = 0,8 m/s para a direita, e a velocidade an- 
gular no sentido anti-hordrio da placa é w = 5 rad/s. Determine a 
velocidade do vértice C para o instante mostrado. 

Resp. Vo = 1,450i + 0,375) m/s 


150 mm 
Problema 5/61 
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5/62 O centro C da roda menor possui uma velocidade ug = 0,4 
min/s na diregéo mostrada. O cabo que liga as duas rodas esta firme- 
mente enrolado em torno das respectivas periferias e nao desliza. 
Calcule a velocidade do ponto D quando esta na posicéo mostrada. 
Calcule também a variagéo Ax que ocorre por segundo quando ug é 
constante. 


Problema 5/62 


5/63 Por um curto intervalo, os cursores A e B esto deslizando ao 
longo do eixo fixo vertical com velocidades uv, = 2 m/s e vg = 8 m/s 
nos sentidos indicados. Determine o médulo da velocidade do ponto 
C para a posigéo 6 = 60°. 

Resp. ve = 1,528 m/s 


Problema 5/63 


5/64 A velocidade do centro da Terra enquanto orbita o Sol 6 u = 
107 257 km/h, e a velocidade angular absoluta da Terra em torno de 
seu eixo de rotagdo norte-sul é w = 7,292(10-) rad/s. Utilize o valor 
R = 6371 km para o raio da Terra e determine as velocidades dos 
pontos A, B, C e D, todos os quais est&o sobre o equador. A inclinacao 
do eixo da Terra é desprezada. 


Luz do Sol 


Problema 5/64 
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5/65 As duas polias sdo rebitadas em conjunto para formar uma 
tinica unidade rigida, e cada um dos dois cabos esta firmemente en- 
rolado em torno de suas respectivas polias. Se o ponto A no cabo de 
elevacdo possui uma velocidade u = 0,9 m/s, determine os médulos 
da velocidade do ponto O e da velocidade do ponto B na polia maior 
para a posigao mostrada. 

Resp. vp = 0,6 m/s, vg = 0,849 m/s 


Problema 5/65 


5/66 O médulo da velocidade absoluta do ponto A sobre o pneu de 
automével é de 12 m/s quando A esta na posigd&o indicada. Quais siio 
as correspondentes velocidade vg do carro e velocidade angular w da 
roda? (A roda rola sem deslizar.) 


Problema 5/66 


5/67 A roda de raio r rola sem deslizar e possui uma velocidade 
angular w, Escreva uma expressdo para a velocidade do ponto A em 
termos de @ e mostre que as velocidades de A e B so perpendicula- 
res uma a outra. 


Resp. va = 2ro sen 


ees ALLEL 


Problema 5/67 


5/68 A placa quadrada uniforme se desioca no plano x-y e possui 
uma velocidade angular no sentido hordrio. No instante represen- 
tado, o ponto A tem uma velocidade de 2 m/s para a direita, e a 
velocidade de C, em relagéio a um observador sem rotagéo em B, tem 
o médulo de 1,2 m/s. Determine as expressées vetoriais para a velo- 
cidade angular da placa e a velocidade do seu centro G. 


CB 
&@, 0,4 m 
y 
1 
| D A 
can 0.4m 


Problema 5/68 


5/69 0 ciclista mostrado pedala regularmente para manter uma 

velocidade constante de 16 km/h em oposigéo a uma leve brisa fron- 

tal. Calcule os médulos maximo e minimo da velocidade absoluta do 
pedal A. 

Resp. (Vg) mx = 5,33 m/s 

(a)min = 3,56 m/s 


Problema 5/69 


5/70 © disco circular rola sem deslizar com uma velocidade an- 
gular no sentido hordrio w = 4 rad/s, Para 0 instante representado, 
escreva as expressies vetoriais para a velocidade de A com relagéo a 
Be para a velocidade de P. 


~ w= 4 rad/s 


Ss 


Problema 5/70 


Problemas Representativos 


5/71 Abarra CB desliza através do cursor articulado fixado A bar- 
ra OA. Se CB possui uma velocidade angular no sentido hordrio de 
2 rad/s, determine a velocidade angular wo, da barra OA quando 
@= 60°. 

Resp. wo, = 4 rad/s SH 


ae 120 mm sh 


Problema 5/71 


5/72 No instante representado, a velocidade do ponto A da barra 
de 1,2 m é de 3 m/s para a direita. Determine a velocidade ug do 
ponto B e a velocidade angular w da barra. O diémetro das pequenas 
rodas nas extremidades pode ser desprezado. 


Problema 5/72 


5/73 A unidade em A consiste em um motor com reducdo de alto 
torque que gira a barra AB na taxa constante 6 = 0,5 rad/s. A unida- 
de A é livre para se mover ao longo da superficie horizontal. Deter- 
mine a velocidade v, da unidade A quando @ atinge 60°. 

Resp. vg = 305 mm/s 


Problema 5/73 


5/74 O pino no braco rotativo OA se acopla na haste ranhurada 
e faz com que ela gire. Mostre que a velocidade angular de CB éa 
metade daquela de OA independentemente do Angulo @. 
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Problema 5/74 


5/75 Cada uma das barras deslizantes A e B se acopla na sua bor- 
da respectiva das duas rodas rebitadas sem deslizar. Determine 0 
médulo da velocidade do ponto P para a posicdo indicada. 

Resp. vp = 0,900 m/s 


a 6 Be Fo mis 
mm 
on P 
‘ #160 mm 
B 
aneney 
ime i dg = 0,6 m/s 


Problema 5/75 


5/76 No instante representado, a placa triangular ABD possui 
uma velocidade angular no sentido hordrio de 3 rad/s. Determine 
para esse instante a velocidade angular wag da barra BC. 


Problema 5/76 


5/11 A manivela OA oscila em torno da posigéo 6 = 0 obrigando 
CB, por sua vez, a oscilar. Se OA possui uma velocidade angular no 
sentido anti-hordrio de 6 rad/s quando @ = 30°, determine a velocida- 
de angular correspondente de CB para esse instante. 

Resp. woz = 2,00 rad/s SH 


L = 300 mm 1 
Problema 5/77 
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5/78 A rotacdo da engrenagem é controlada pelo movimento ho- 
rizontal da extremidade A da cremalheira AB. Se a haste do pistao 
possui uma velocidade constante x = 300 mm/s durante um curto 
intervalo de movimento, determine a velocidade angular w) da en- 
grenagem e a velocidade angular w,, de AB no instante em que 
x = 800 mm. 


fs de emt 


Problema 5/78 


5/79 Determine a velocidade angular da barra BC para 0 instante 
indicado. No caso (a), 0 centro O do disco esta em um mancal fixo, 
enquanto no caso (6), 0 disco rola sem deslizar sobre a superficie ho- 
rizontal, Em ambos os casos, o disco possui uma velocidade angular 
no sentido hordrio w. Despreze a pequena distancia do pino A até a 
borda do disco. 
Resp, (a) wgg = w SAH 
(b) wage = 20 SAH 


(a) (6) 


Problema 5/79 


5/80 Os componentes de uma cagamba de mandibulas simplifica- 
da para uma draga séo apresentados. O cabo que abre e fecha a ca- 
camba passa através do bloco em O. Com O como um ponto fixo, de- 
termine a velocidade angular w das mand{bulas da cacamba quando 
@= 45° no momento em que estéo se fechando. A velocidade do cabo 
de controle para cima é de 0,5 m/s quando passa através do bloco. 


Problema 5/80 


5/81 A extremidade A da barra possui uma velocidade para baixo 
vu, de 2 m/s durante um intervalo de seu movimento. Para a posigdo 
em que 6 = 30° determine a velocidade angular w de AB e a velocida- 
de vg do ponto central G da barra. Resolva as equacées da velocidade 
relativa, inicialmente, utilizando a geometria do poligono de vetores 
€, em seguida, utilizando a Algebra vetorial. 

Resp. w = 11,55 rad/s SH, ug = 1,155 m/s 


Problema 5/81 


5/82 Para o instante representado, o elemento D gira com uma ve- 
locidade angular w = 2 rad/s e sua ranhura esté vertical. Também 
nesse instante, @ = 60°. Determine a velocidade da extremidade A da 
barra AB para esse instante. 


Problema 5/82 


5/83 O volante gira no sentido hordrio com uma velocidade cons- 
tante de 600 rpm, e a barra AB desliza através do cursor articulado 
em C. Para a posigéo 9 = 45°, determine a velocidade angular w4p de 


AB utilizando as relagées da velocidade relativa. (Sugestdo: Escolha ‘ 


um ponto D sobre AB coincidente com C como um ponto de referén- 
cia cuja diregdo da velocidade é conhecida.) 
Resp. w,z = 19,38 rad/s SH 


<—— 400 mm ——> 


Problema 5/83 


5/84 Determine a velocidade angular w da haste telescépica AB no 
instante representado. A velocidade angular de cada uma das barras 
de acionamento é indicada. 


Problema 5/84 


5/85 Os componentes de um dispositivo de comutagdo sdo mostra- 
dos. Se a haste de controle vertical tem uma velocidade descendente 
v de 0,9 m/s quando 6 = 60° e se o cilindro A esta em contato continuo 
com a superficie horizontal, determine 0 médulo da velocidade de C 
para esse instante. 

Resp. vc = 1,873 m/s 


Problema 5/85 


5/86 No projeto de uma planta de processamento de producdo, 
uma cuba mével com produtos est oscilando sob dgua pulverizada 
através da ac&o da barra de conexéo AB e da manivela OB. Para o 
instante em que @= 15°, a velocidade angular de AB é de 0,086 rad/s 
no sentido horario. Encontre a velocidade angular correspondente 6 
da manivela e a velocidade vu, da cuba. Resolva a equagéo da veloci- 
dade relativa pela Algebra vetorial ou pela geometria dos vetores. 
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Problema 5/86 


5/87 Os elementos do mecanismo para a implantagdo da lanca do 
magnetémetro de uma nave espacial séo mostrados. Determine a 
velocidade angular da langa quando o elemento de acionamento OB 
ultrapassa o eixo y com uma velocidade angular wog = 0,5 rad/s se 
tan 6 = 4/3 nesse instante. 

Resp. wc, = 0,429k rad/s 


Problema 5/87 


5/88 No mecanismo de quatro barras mostrado, a haste de contro- 
le OA possui uma velocidade angular no sentido anti-hordrio w = 
10 rad/s durante um curto intervalo de movimento. Quando a haste 
CB ultrapassa a posigdo vertical mostrada, 0 ponto A possui as co- 
ordenadas x = -60 mm ey = 80 mm. Determine por meio da digebra 
vetorial as velocidades angulares de AB e BC, 


Problema 5/88 


5/89 O mecanismo é parte de um dispositivo de engate onde a ro- 
tacéo do elemento AOB é controlada pela rotagao do elemento ra- 
nhurado D em torno de C. Se o membro D possui uma velocidade 
angular no sentido hordrio de 1,5 rad/s quando a ranhura estd para- 
lela a OC, determine a velocidade angular correspondente de AOB. 
Resolva grafica ou geometricamente. 


Resp. aon = 0,634 rad/s SH 
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Problema 5/89 


5/90 Um mecanismo para empurrar pequenas caixas de uma li- 
nha de montagem para uma correia transportadora é mostrado com 
o brago OD e a manivela CB em suas posigdes verticais. A manivela 
gira no sentido hordrio a uma taxa constante de uma rotacdo a cada 
dois segundos. Para a posicéo mostrada, determine a velocidade em 
que a caixa esta sendo empurrada horizontalmente para a correia 
transportadora. 


Problema $/90 


5/91 No instante representado, a = 150 mm e 6 = 125 mm, e 
a distancia a + b entre A e C esté diminuindo na taxa de 0,2 m/s. 


instante. 
Resp, v = 0,0536 m/s 


5/5 Centro INSTANTANEO DE VELOcIDADE NULA 
Poe aca eseenatshieieseasntcn arash 


Na segao anterior, determinamos a velocidade de um pon- 
to sobre um corpo rigido em movimento plano adicionando a 
i velocidade relativa devida & rotag&o em torno de um ponto 
de referéncia conveniente & velocidade do ponto de referén- 
cia. Resolveremos agora o problema escolhendo um ponto de 
referéncia unico que instantaneamente possui velocidade 
nula. No que diz respeito 4s velocidades, 0 corpo pode ser 
considerado como em rotacdo pura em torno de um eixo, nor- 
mal ao plano de movimento, passando através desse ponto. 
Esse eixo é chamado 0 eixo instanténeo de velocidade nula, 
e a intersecéo desse eixo com o plano de movimento 6 co- 
nhecida como 0 centro instantdneo de velocidade nula. Essa 


Determine a velocidade em ¢omum v dos pontos B e D para esse |. 


325 mm 


t= 
ee 


Problema 5/91 


»5/92 A roda rola sem deslizar. Para o instante representado, 
quando O esta diretamente sob 0 ponto C, a barra OA possui uma 
velocidade v = 1,5 m/s para a direita e = 30°. Determine a velocida- 
de angular w da haste ranhurada, 


Resp. w = 18,22 rad/s SAH 


Problema 5/92 


abordagem nos fornece um meio valioso para visualizar e 
analisar velocidades no movimento plano. 


Localizacao do Centro Instantaneo 


A existéncia do centro instantaneo é facilmente demons- 
trada. Para o corpo na Fig. 5/7, suponha que as diregdes das 
velocidades absolutas de quaisquer dois pontos A e B sobre o 
corpo sao conhecidas e nao sAo paralelas. Se existe um ponto 
em torno do qual A tem um movimento circular absoluto no 
instante em consideragao, esse ponto deve se situar na nor- 
mal a vy, através de A, Um raciocinio semelhante se aplica a 
B, ea intersegdo das duas perpendiculares satisfaz a exigén- 
cia de um centro absoluto de rotagdo no instante considerado. 
O ponto C € 0 centro instantaneo de velocidade nula e pode 


(a) (b) {ce} 


Figura 5/7 


se situar sobre ou fora do corpo. Quando esta fora do corpo, 
pode ser visualizado como se situando sobre uma extensao 
imaginadria do corpo. O centro instantaneo ndo precisa ser 
um ponto fixo no corpo ou um ponto fixo no plano. 

Se também conhecemos 0 médulo da velocidade de um dos 
pontos, digamos, v4, podemos facilmente obter a velocidade 
angular w do corpo e a velocidade linear de qualquer pon- 
to no corpo. Desse modo, a velocidade angular do corpo, Fig. 
5/Ta, : 


va 
Ta 


que, evidentemente, também é a velocidade angular de to- 
da linha no corpo. Portanto, a velocidade de B 6 vz = rpw = 
(rp/ra)ug. Assim que o centro instantaneo é localizado, a di- 
regdo da velocidade instantanea de cada ponto no corpo 6 
facilmente encontrada, uma vez que deve ser perpendicular 
& linha radial que interliga o ponto em questao com C. 

Se as velocidades de dois pontos em um corpo que possui 
movimento de plano sdo paralelas, Fig. 5/7b ou 5/7c, e alinha 
que une os pontos é perpendicular a direga&o das velocidades, 
o centro instantaneo é localizado pela proporcdo direta como 
mostrado, Podemos facilmente ver, a partir da Fig. 5/7b, que 


Gordon Osmundson/CORBIS 
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conforme as velocidades paralelas se tornam iguais em mé- 
dulo, o centro instantaneo se move para mais longe do corpo 
e se aproxima do infinito no limite conforme o corpo para de 
girar e apenas translada. 


Movimento do Centro Instantaneo 


Conforme o corpo varia a sua posi¢do, o centro instanta- 
neo C também varia a sua posicao tanto no espaco quanto 
no corpo. O lugar geométrico dos centros instanténeos no 
espago é conhecido como 0 centrodo do espaco, e o lugar geo- 
métrico das posigées dos centros instantdneos sobre 0 corpo 
é conhecido como 0 centrodo do corpo. No instante considera- 
do, as duas curvas sdo tangentes na posicao do ponto C. Pode 
ser provado que a curva do centrodo do corpo rola sobre a 
curva do centrodo do espago durante 0 movimento do corpo, 
tal como indicado esquematicamente na Fig. 5/8. 

Embora o centro instantdneo de velocidade nula esteja 
momentaneamente em repouso, sua aceleracdo geralmente 
ndo é nula. Desse modo, esse ponto ndo pode ser utilizado 
como um centro instantaneo de aceleracéo nula de uma 
forma andloga ao seu uso para encontrar velocidades. Um 
centro instantaneo de aceleragdo nula existe para corpos em 
movimento plano geral, mas sua localizacéo e uso correspon- 
dem a um tédpico especializado em cinematica de mecanis- 
mos e n&o serdo discutidos aqui. 


| Centrodo do corpo 


és 
Centrodo do espago / 


Figura 5/8 


Esse mecanismo da valvula de uma locomotiva a vapor oferece um estudo 
interessante (embora nao seja de ponta) em cinemiatica de corpo rigido. 
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Exemplo 5/11 


Aroda do Exemplo 5/7, apresentada aqui novamente, rola para a direita sem desli- 
zar, com seu centro O possuindo uma velocidade vg = 3 m/s. Localize o centro instanta- 
neo de velocidade nula e utilize-o para encontrar a velocidade do ponto A para a posigéo 
indicada. 


Solucdo. O ponto sobre a borda da roda em contato com o solo nfo possui velocidade 
quando a roda nao esta deslizando; 6, portanto, o centro instantaneo C de velocidade 
nula. A velocidade angular da roda vem a ser 


lw = v/r] @ = up/OC = 3/0,300 = 10 rad/s 


A distancia de A até C é 


AC = J(0,300)? + (0,200)? ~ 2(0,300)(0,200) cos 120° = 0,436 m 
A velocidade de A resulta em 
[v = re] v4 = ACw = 0,436(10) = 4,36 m/s Resp. 


A diregao de vy 6 perpendicular a AC como mostrado. 


Exemplo 5/12 


O brago OB do mecanismo possui uma velocidade angular no sentido hordrio de 10 
rad/s na posigéo mostrada onde 6 = 45°. Determine a velocidade de A, a velocidade de 
Dea velocidade angular da barra AB para a posicéo indicada. 


SolugGo. As diregées das velocidades de A e B s&o tangentes as suas trajetérias cir- 
culares em torno dos centros fixos O’ e O conforme indicado. A intersegao das duas 
perpendiculares as velocidades ; provenientes de A e B localiza o centro instantaéneo C 
para a barra AB. As distancias AC, BC e DC mostradas no diagrama sao calculadas ou 
obtidas em escala a partir do desenho. A velocidade angular de BC, considerada uma 
linha sobre o corpo estendido, é igual 4 velocidade angular de AC, DC e AB e 6 

vp _ OBegg _ 150,/2(10) 


[@ = u/r] @go = = anes 
BC BC OBC 350/2 


= 4,29 rad/s SAH Resp. 


Assim, as velocidades de A e D sfo 
fv = ro] vg = 0,350(4,29) = 1,500 m/s Resp. 
Up = 0,381(4,29) = 1,682 m/s Resp. 


nas diregdes indicadas. 


Sugestées Uteis 


@ Nao deixe de reconhecer que o cosseno de 
120° é ele préprio negativo. 

® A partir dos resultados desse problema, vocé 
deve ser capaz de visualizar e esbocar as ve- 
locidades de todos os pontos da roda. 


Sugestiio Util 
@ Para o instante representado, devemos vi- 
sualizar a barra AB e seu corpo estendido 


girando como um corpo tinico em torno do 
ponto C, 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


5/93 Para o instante representado, o vértice A da placa retangular 
possui uma velocidade v, = 2,8 m/s e a placa possui uma velocidade 
angular no sentido horario = 12 rad/s. Determine o médulo da 
velocidade correspondente do ponto B. 

Resp. vg = 1,114 m/s 


ek 
a“ 
ie 
120 
oan 
B 
160 
mm 


Problema 5/93 


5/94 A barra com restrigdes do Prob, 5/81 é reapresentada aqui. A 
extremidade A da barra possui uma velocidade descendente v4 de 
2 m/s durante um intervalo de seu movimento. Para a posigaio onde 
6 = 30°, determine pelo método dessa segdo a velocidade angular w 
de AB e a velocidade vg do ponto central G da barra. 


Problema 5/94 


5/95 A barra AB possui uma velocidade angular no sentido anti- 
hordrio de 6 rad/s. Trace os vetores velocidade para os pontos A e G 
da barra e especifique os seus médulos se 0 centro instantaneo de 
velocidade nula para a barra estd (a) em C, (6) em Cz e (c) em C3. 
Resp. (a) v, = 150 mm/s, vg = 150 mm/s 
(8) vg = 1050 mm/s, vg = 750 mm/s 
(c) vg = 750 mm/s, vg = 541 mm/s 
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Problema 5/95 


5/96 Para o instante representado, quando a manivela OA passa 
pela posicao horizontal, determine a velocidade do centro G da barra 
AB pelo método dessa secio. 


Problema 5/96 


5/97, Em um determinado instante o vértice B da placa em for- 
mato de triangulo retangulo possui uma velocidade de 200 mm/s na 
diregao mostrada. Se o centro instantaneo de velocidade nula para a 
placa esté a 40 mm do ponto B e se a velocidade angular da placa é 
no sentido hordrio, determine a velocidade do ponto D. 

Resp. vp = 250 mm/s 


oe . 
Kz 30 mm 
ne \ 
eo 
@) 
is 
\ vp 


Problema 5/97 


5/98 Um mecdnico de automéveis “conduz” dois conjuntos de roda 
e pneu por um piso horizontal como apresentado. Ele anda com velo- 
cidade constante v e mantém os pneus na configuracao indicada com 
a mesma posigéo em relagdo ao seu corpo. Se nado ha deslizamento 
em nenhuma interface, determine (a) a velocidade angular do pneu 
inferior, (6) a velocidade angular do pneu superior e (c) as velocida- 
des dos pontos A, B, C e D. O raio de ambos os pneus é r. 


| 
| 
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Problema 5/98 


5/99 O mecanismo 6 retratado aqui na escala indicada. Para a 
posigéo apresentada, a barra O,A possui uma velocidade angular 
no sentido hordrio de 4 rad/s. Por medida direta a partir da figura, 
determine a velocidade correspondente do vértice D da forma mais 
precisa que for possivel. 

- Resp. up = 0,38 m/s 


FA ns nH SO SO DO 


| en Ce Bs A Linal 
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
Escala, mm 
Problema 5/99 


3/100 O movimento da barra é controlado pelas trajetérias restri- 
tas de A e B. Se a velocidade angular da barra é de 2 rad/s no sentido 


anti-horério quando a posigao @ = 45° é ultrapassada, determine as 
velocidades dos pontos A e P. 


Ms 


A 
Problema 5/100 


5/101 O mecanismo do Prob. 5/27 6 reapresentado aqui. No ins- 
tante em que x4 = 0,85L, a velocidade do cursor em A 6 v = 2 m/s 
para a direita. Determine a velocidade correspondente do cursor B e 
a velocidade angular w da barra AB se L = 0,8 m. 

Resp. vg = 0,884 m/s, w = 3,20 rad/s 


Problema 5/101 


5/102  eixo do conjunto da roda rola sem deslizar sobre a super- 
ficie horizontal fixa, e o ponto O possui uma velocidade de 0,8 m/s 
para a direita. Pelo método dessa secio, determine as velocidades 
dos pontos A, B, Ce D. 


Problema 5/102 


Problemas Representativos 


5/103 As rodas vinculadas rolam sem deslizar sobre as placas A 
e B, que esto se movendo em sentidos opostos conforme mostrado. 
Se v, = 60 mm/s para a direita e vg = 200 mm/s para a esquerda, 
determine as velocidades do centro O e do ponto P para a posigéo 
indicada. 

Resp. v9 = 120 mm/s, vp = 216 mm/s 


Problema 5/103 


i 
t 
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5/104 A extremidade A da vara delgada recebe uma velocidade v4 
para a direita ao longo da superficie horizontal. Mostre que o médulo 
da velocidade da extremidade B é igual & v, quando o:ponto central 
C da vara entra em contato com a obstrucéo semicircular. 


Problema 5/104 


5/105 Determine a velocidade do ponto D no Prob. 5/62 pelo mé- 
todo da Secdo 5/5. 
Resp. vp = 0,596 m/s 


5/106 A lamina de um cortador de grama motorizado gira no sen- 
tido anti-hordrio na velocidade angular de 1800 rpm. Se o centrodo 
do corpo é um circulo de raio 0,75 mm, calcule a velocidade vg do 
cortador. 


Problema 5/106 


5/107 O corpo retangular B é articulado 4 manivela OA em A e é 
apoiade pela roda em D. Se QA possui uma velocidade angular no 
sentido anti-horério de 2 rad/s, determine a velocidade do ponto E e 
a velocidade angular do corpo B quando a manivela OA passa pela 
posigao vertical mostrada. 

Resp. vg = 0,1386 m/s, wz = 0,289 rad/s SH 


Problema 5/107 


5/108 0 dispositivo de comutag&o do Prob. 5/85 é reapresentado 
aqui. Se a haste de controle vertical possui uma velocidade descen- 
dente v de 0,9 m/s quando 6 = 60° e se o cilindro A esta em contato 
continuo com a superficie horizontal, determine pelo método dessa 
seco o médulo da velocidade de C para esse instante. 


Problema 5/108 


5/109 A oscilacdo horizontal do émbolo E acionado por uma mola 
é controlada por meio da variagéo da pressdo do ar no cilindro pneu- 
matico horizontal F. Se o émbolo possui uma velocidade de 2 m/s 
para a direita quando 0 = 30°, determine a velocidade para baixo 
Up do rolete D na guia vertical e encontre a velocidade angular w de 
ABD para essa posigéo. 

Resp. vp = 2,31 m/s, w = 13,38 rad/s 


Problema 5/109 


5/110 A roda motriz traseira de um automével tem um didmetro 
de 650 mm e tem uma velocidade angular N de 200 rpm em uma 
estrada coberta de gelo. Se o centro instantaneo de velocidade nula 
est4 100 mm acima do ponto de contato do pneu com a estrada, de- 
termine a velocidade v do carro e a velocidade de deslizamento vg do 
pneu sobre o gelo. 
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Problema 5/110 


5/111 Os elementos do mecanismo para a implantacdo da langa 
do magnetémetro de uma nave espacial sio reapresentados aqui a 
partir do Prob, 5/87. Pelo método dessa seco, determine a velocida- 
de angular da langa quando o elemento de acionamento OB cruza o 
eixo y com uma velocidade angular wg, = 0,5 rad/s se nesse instante 
tan 6 = 4/3, 

Resp. we, = 0,429k rad/s 


Problema 5/111 


5/112 A barra OA possui uma velocidade angular no sentido anti- 
hordrio 6 = 4 rad/s durante um intervalo de seu movimento. Deter- 
mine a velocidade angular da barra AB e do setor BD para @ = 45° 
instante em que AB esta horizontal e BD esta vertical. 


Problema 5/112 


5/113 Ocilindro hidraulico produz um movimento horizontal limi- 
tado do ponto A. Se v, = 4 m/s quando 6 = 45°, determine o médulo 
da velocidade de D e da velocidade angular w de ABD para essa 
posigao. 

Resp. vp = 4,50 mis, w = 7,47 rad/s SAH 


Problema 5/113 


5/114 0 cilindro pequeno rola sobre a superficie do cilindro gran- 
de sem deslizar. Utilizando o centro instantaneo de velocidade nula 
do cilindro pequeno, determine a velocidade v, do ponto A indicado 
quando 6 = 30° e esta crescendo na taxa 6. 


A 


Problema 5/114 


5/115 Um dispositivo que testa a resisténcia ao desgaste de dois 
materiais A e B é apresentado. Se a barra HO possui uma velocidade 
de 1,2 m/s para a direita quando @ = 45°, determine a velocidade de 
atrito v,. 

Resp. v, = 2,76 m/s 


800 2am 


Problema 5/115 


5/116 A engrenagem D (os dentes nao sAo mostrados) gira no sen- 
tido horério em torno de O com uma velocidade angular constante 
de 4 rad/s. O setor de 90° AOB est4 montado sobre um eixo inde- 
pendente em O, e cada uma das pequenas engrenagens em A e B 
se acopla com a engrenagem D. Se o setor possui uma velocidade 
angular no sentido anti-hordrio de 3 rad/s no instante representado, 
determine a velocidade angular « correspondente de cada uma das 
engrenagens pequenas. 


i 
i 
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Problema 5/116 


5/117 No projeto do mecanismo mostrado, o cursor A deve deslizar 
ao longo do eixo fixo conforme o Angulo 6 aumenta. Quando @ = 30°, 0 
elemento de controle em D deve ter uma componente de velocidade 
para baixo de 0,60 m/s. Determine a velocidade correspondente do 
cursor A pelo método dessa secdo. 

Resp. uv, = 0,509 m/s 


Problema 5/117 


5/118 A tira flexivel F esta presa em & ao setor rotativo e passa 
sobre a polia guia. Determine as velocidades angulares de AD e BD 
para a posicéo apresentada se a tira tem uma velocidade de 4 m/s. 


Problema 5/118 


5/119 O movimento do rolete A contra sua mola restritiva é con- 
trolado pelo movimento descendente do émbolo EZ. Para um intervalo 
de movimento a velocidade de E é v = 0,2 m/s. Determine a velocida- 
de de A quando @ se torna 90°. 

Resp. vg = 0,278 m/s 


Problema 5/119 


5/120 No projeto desse mecanismo, 0 movimento ascendente do 
émbolo G controla o movimento de uma vara de controle presa em 
A. O ponto B da haste AH esta confinado a se deslocar com o cursor 
deslizante sobre o eixo vertical fixo HD. Se G possui uma velocidade 
vg = 2 m/s durante um curto intervalo, determine a velocidade de A 
para a posigdo 6 = 45°, 


Problema 5/120 


»5/121 Determine a velocidade angular w do ariete AE do tritura- 
dor de pedras na posic¢éo em que @ = 60°. A manivela OB possui uma 
velocidade angular de 60 rpm. Quando B estd na parte mais baixa 
do seu circulo, D e FE esto em uma linha horizontal através de F’, e 
as linhas BD e AE estao verticais. As dimensées so OB = 100 mm, 
BD = 750 mm, e AE = ED = DF = 375 mm. Trace cuidadosamente a 
configuracao grdfica, e utilize o métode dessa secdo. 

a Resp. w = 1,11 rad/s SH 
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Problema 5/121 


5/6 AceveracAo RELATIVA 


Considere a equagao v4 = Vg + Vaz, que descreve as velo- 
cidades relativas de dois pontos A e B em movimento plano 
em termos de eixos de referéncia sem rotagao. Diferenciando 
a equagéio em relagéo ao tempo, podemos obter a equagdo da 
acelerac&o relativa, que é V4 = Vg + Vag ou 


(5/7) 


Colocando em palavras, a Eq, 5/7 afirma que a aceleragéio do 
ponto A é igual 4 soma vetorial da aceleracéo do ponto B e 
da aceleragdo que A aparenta ter para um observador sem 
rotac&o que se desloca com B. 


Aceleracao Relativa Devida a Rotacao 


Se os pontos A e B estéo localizados sobre o mesmo corpo 
rigido e no plano de movimento, a distancia r entre eles per- 
manece constante de modo que o observador se deslocando 
com B observa que A tem um movimento circular em torno 
de B, como vimos na Segéo 5/4 com a relac&o da velocidade 
relativa. Porque o movimento relativo é circular, o termo 
da acelerag&o relativa terA tanto uma componente normal 
orientada de A para B devido a variacdo da direcdo de vajz 
quanto uma componente tangencial perpendicular a AB de- 
vido & variagao no médulo de v4,g. Essas componentes de 
aceleragao para o movimento circular, citadas nas Eqs. 5/2, 
foram abordadas anteriormente na Segéo 2/5 e devem ser 
completamente familiares a essa altura. 

Desse modo podemos escrever 


(5/8) 


onde os médulos das componentes da aceleracio relativa 
sao 


»5/122 0 eixo em O conduz o brago OA a uma velocidade no sen- 
tido hordrio de 90 rpm em torno do mancal fixo em O. Utilize o mé- 
todo do centro instantaneo de velocidade nula para determinar a 
velocidade de rotac&e da engrenagem B (os dentes da engrenagem 
n&o séo mostrados) quando (a) a engrenagem anelar D esté fixa e (b) 
a engrenagem anelar D gira no sentido anti-horario em torno de O 
com uma velocidade de 80 rpm. 
Resp. (a) wg = 360 rpm 
{6) wg = 600 rpm. 


Problema 5/122 


(5/9) 


Em notagao vetorial as componentes da aceleragdo sao 


(5/9a) 


Nessas relagées, w 6 a velocidade angular e a é a aceleragao 
angular do corpo. O vetor que posiciona A a partir de B ér. 
¥ importante observar que os termos da aceleragdo relati- 
va dependem das respectivas velocidade angular absoluta e 
aceleragao angular absoluta. 


Interpretacéo da Equacao da Aceleracao Relativa 


O significado das Eqs. 5/8 e 5/9 é ilustrado na Fig. 5/9, que 
mostra um corpo rigido em movimento plano com os pontos 
A eB se deslocando ao longo de trajetérias curvas distintas 
com aceleragées absolutas a, e ag. Ao contrdrio do caso com 
velocidades, as aceleragées a, e ag, em geral, no sao tangen- 
tes as trajetérias descritas por A e B quando essas trajetérias 
sio curvilineas. A figura mostra a aceleracaéo de A como sendo 
composta de duas partes: a aceleracéo de B e a aceleracéo de 
A com respeito a B. Um esboco mostrando o ponto de referén- 
cia como fixo é iitil para revelar o sentido correto de cada uma 
das duas componentes do termo da aceleracao relativa. 

De forma alternativa, podemos expressar a aceleracdo de B 
em termos da aceleracao de A, o que coloca 0 eixo de referéncia 
sem rotagéo sobre A em vez de B. Essa disposigéo fornece 

1 


ag =a, t+ apa 


Aqui ap, e suas componentes n e ¢ tém sinais contrarios a 
gp e Suas componentes m et. Para compreender melhor essa 
andlise, vocé deve fazer um esboco correspondente & Fig. 5/9 
para essa escolha dos termos. 
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4 Trajetéria 
a de A 
Trajetéria 


oe es 
A/B A 
de B (gpa. ap 


@arB)n 


Figura 5/9 


Solucdo da Equacao da Aceleracao Relativa 


Tal como no caso da equagéio da velocidade relativa, po- 
demos manipular a solugdo para a Eq. 5/8 de trés diferentes 
maneiras, isto é, por algebra escalar e geometria, por dlge- 
bra vetorial, ou por construcdo grafica. Ff util estar familia- 
rizado com todas as trés técnicas. Vocé deve fazer um esboco 
do poligono de vetores que representa a equacdo vetorial e 
prestar muita atencao a combinacao nos sentidos dos vetores 
de modo a concordarem com a equacdo. Vetores conhecidos 
devem ser adicionados primeiro, e os vetores desconhecidos 


Exemplo 5/13 


A roda de raio r rola para a esquerda sem deslizar e, no instante considerado, o 
centro O possui uma velocidade vg e uma aceleragéo ag para a esquerda. Determine a 


aceleracdo dos pontos A e C na roda para o instante considerado. 


Solugdo. A partir de nossa andlise anterior no Exemplo 5/4, sabemos que a velocidade 


angular e a aceleragéo angular da roda sao 


w=ulr e@ a@ = aoir 


A aceleragiio de A é escrita em termos da aceleracéo conhecida de O. Assim, 


By = Ag + Agi = Ag + (Agoda + (ajo): 


Os termos da aceleragéo relativa siéo considerados como se O fosse fixo, e para esse 


movimento circular relativo eles possuem os médulos 


Yo \* 
(xo), * Tot? = ro ("2) 


ao 
(aajo), * Tox * To (2) 


@ eas direcdes indicadas. 


serio as partes que fecham o poligono de vetores. E muito 
importante que vocé visualize os vetores em seu sentido ge- 
ométrico, porque sé entéo poderd compreender 0 significado 
completo da equacdo da acelerac&o. 

Antes de tentar uma solucdo, identifique os dados e as 
incégnitas, lembrando que uma solug&o para uma equacdo 
vetorial em duas dimensées pode ser obtida quando as in- 
cégnitas forem reduzidas a duas grandezas escalares. Essas 
grandezas podem ser o médulo ou a direcéo de qualquer um 
dos termos da equacdo. Quando os dois pontos se deslocam 
em trajetérias curvas, haverd, em geral, seis grandezas esca- 
lares para levar em consideracéo na Eq. 5/8. 

Como as componentes da aceleracéo normal dependem 
das velocidades, geralmente é necessdrio determinar as ve- 
locidades antes que os cdlculos da aceleracéo possam ser fei- 
tos. Escolha o ponto de referéncia na equacdo da aceleracdo 
relativa como algum ponto sobre 0 corpo em questdo cuja 
aceleracdo ou é conhecida ou pode ser encontrada facilmen- 
te. Tenha cuidado para ndo usar o centro instantaneo de ve- 
locidade nula como o ponto de referéncia a menos que sua 
aceleracdo seja conhecida e contabilizada. 

Um centro instanténeo de aceleragdo nula existe para 
um corpo rigido em movimento plano geral, mas nao sera 
discutido aqui, uma vez que sua utilizacdo é relativamente 
especializada, 


} Gay o)y = Po? 
. 
| 


~ oa 


She et 


C gio), = ha 


(agi), = ra 


Sugestées Uteis 


@ A aceleracao angular a no sentido anti-horario de OA determina o sentido posi- 
tivo de (e49),. A componente normal (a4), 6, evidentemente, orientada para o 


centro de referéncia O. 


A= ro" 


Steer 


0) 
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Adicionar os vetores com os seus sentidos ordenados fornece a, como mostrado. Em 
um problema numérico, podemos obter a combinagao de forma algébrica ou grafica. A 
expressao algébrica para o médulo de a, 6 encontrada a partir da raiz quadrada da 
soma dos quadrados de suas componentes. Se usarmos as direcées ne t, temos 


VG)? + a? 


Viag cos 8 + @ajo)nl? + [ag sen 6 + (gio)? 


a, 


(ra cos @ + rw")? + (ra sen 8 + roa)? Resp. 
0 0 


A direcdo de a, pode ser calculada se for desejada. 
A aceleragao do centro instanténeo C de velocidade nula, considerado um ponto 
sobre a roda, é obtida a partir da expressdo 


ac = ag + agin 


onde as componentes do termo da aceleragdo relativa sio (agp), = rw orientada de C 


para O e (ago), = ra orientada para a direita por causa da aceleragdo angular no sentido 
anti-horario da linha CO em torno de O. Os termos sio adicionados no diagrama e se 
observa que 


ag = rw Resp. 


Exemplo 5/14 


O mecanismo do Exemplo 5/8 é reapreseritado aqui. A manivela CB possui uma 
velocidade angular no sentido anti-hordrio constante de 2 rad/s na posigdo indicada 
durante um curto intervalo de seu movimento. Determine a aceleragdo angular das 
barras AB e OA para essa posicdéo. Resolve utilizando algebra vetorial. 


Sofugdo. Inicialmente resolvemos para as velocidades que foram obtidas no Exemplo 


5/8. Que sao 
gy = ~6/7 rad/s e @oq = —3/7 rad/s 


onde o sentido anti-horario (sentido +k) 6 considerado como positivo. A equagdo da ace- 
leragéio 6 ‘i 


ay = ag + (gp + ap); 


onde, a partir das Eqs. 5/3 e 5/9a, podemos escrever 


Ay = Ao, X X4 + Wo4 X (og, X Fa) 
= agak x 100j + (-3) x (3k x 1009) 
= -100a94i ~ 100€)"j mm/s? 
Ap = Acg X Py t+ Mcp X (Op X Tz) 
= 0+ 2k x (2k x [-75i]) 
= 800i mm/s? 
(@gp)n = Gap X (Wap X Payp) 
= 8k x (8k) x (-175i + 50p)1 
= (6)°(175i — 50j) mm/s? 
(aq = ap X Taye 
= agpk x (-175i + 50j) 
= —50a4yi ~ 17504_j mm/s? 


Agora substituimos esses resultados na equac&o da aceleracio relativa e igualamos 
separadamente os coeficientes dos termos i e os coeficientes dos termos j para obter 


-100e94 = 429 - 5004p 
—18,37 = ~86,7 — 175045 


@® Caso a roda estivesse rolando para a direi- 
ta com a mesma velocidade vp, mas ainda 
tivesse uma aceleragao ag para a esquerda, 
note que a solugdo para a, permaneceria 


inalterada. [ 


@® Observamos que a aceleragao do centro ins- 
tantaneo de velocidade nula é independente 
de a e 6 orientada’ para o centro da roda. 
Essa conclusdo é um resultado util para se 
guardar. 


Sugesties Uteis 


@ Lembre-se de preservar a ordem dos fatores 
no produto vetorial, 


@® Ao representar o termo ayp certifique-se de 
: AB qi! 
que r4/pz esta escrito como o vetor de B para 
Ae nao o inverso. 


Cinematica Plana de Corpos Rigidos 279 


As solugGes sao 


@4p = —0,1050 rad/s? e aoa = —4,84 rad/s” Resp. 


Como o vetor unitdrio k aponta para fora do papel no sentido positivo de z, verificamos 
que as aceleragdes angulares de AB e OA so ambas no sentido hordrio (negativo). 

& recomendavel que o aluno faga um esbogo de cada um dos vetores de aceleragdo 
em sua relagdo geométrica apropriada de acordo com a equagio da aceleragio relativa 
para ajudar a esclarecer 0 significado da solugdo. 


Exemplo 5/15 


O mecanismo de manivela e cursor do Exemplo 5/9 é reapresentado aqui. A manive- 
la OB possui uma velocidade angular constante no sentido hordrio de 1500 rpm. Para 
o instante em que o Angulo 6 da manivela é de 60°, determine a aceleragao do pistéo A 
ea aceleragéo angular da biela AB. 


Salugdo. A aceleracio de A pode ser expressa em termos da aceleracdo do pino da 
manivela B. Assim, 


ay = ag t+ (Ayp)n + gph 


O ponto B se desloca em um circulo de 125 mm de raio com uma velocidade constante de 
modo que possui apenas uma componente normal de aceleracdo orientada de B para O. 


2 
{a,, = rw?) ap = 0,125 (2200tze!) = 8080 m/s? 
Os termos da aceleragdo relativa sao visualizados com A girando em um circulo em 
relagéo a B, que é considerado fixo, como indicado. A partir do Exemplo 5/9, a velocidade 


angular de AB para essas mesmas condigées 6 w,, = 29,5 rad/s de modo que 
(ctayp)y, = 0,350(29,5)? = 805 m/s? 


orientado de A para B. A componente tangencial (a,/,), 6 conhecida somente em sua 
diregao uma vez que o seu médulo depende da aceleragéo angular de AB desconhecida. 
Sabemos também a diregdo da ay, uma vez que o pistéo estd confinado a se mover ao 
longo do eixo horizontal do cilindro. Existem agora apenas duas incégnitas escalares 
restando na equagao, isto 6, os médulos de a, e de (a,4/,), para que a solugao possa ser 
efetuada. 

Se adotarmos uma solucio algébrica utilizando a geometria do polfgono de acelera- 
gao, calculamos inicialmente o angulo entre AB e a horizontal. Com a lei dos senos, esse 
Angulo resulta em 18,02°. Igualando separadamente as componentes horizontais e as 
componentes verticais dos termos na equacdo da aceleracdo, como observado a partir 
do poligono de aceleragéo, se obtém. 


(a, = rw] 


a, = 8080 cos 60° + 305 cos 18,02° ~ (@4jp), sen 18,02° 
0 = 3080 sen 60°— 805 sen 18,02° ~ (a4/z), cos 18,02° 


A solugao dessas equagies fornece os médulos 


(Gap) = 2710 mise a, = 994 m/s? Resp. 


Com o sentido de (a4), determinado também a partir do diagrama, a aceleragéo angu- 
lar de AB 6 observada a partir da figura descrevendo a rotagdo em relacéo a B como 


[e = a,/r} aap = 2710/(0,350) = 7740 rad/s? no sentido hordrio Resp. 


Se adotarmos uma solugao grdfica, iniciamos com os vetores conhecidos ag e (agg), 
€ os adicionamos com os sentidos ordenados, utilizando uma escala conveniente. Em 
seguida tragamos a diregéo de (a,)g), através da extremidade final do ultimo vetor. A 
solugaio da equagao é obtida pela intersegado P dessa ultima linha com a linha horizon- 
tal através do ponto de partida representando a diregdo conhecida do vetor soma ay. 
Tomando os médulos em escala partir do diagrama se obtém os valores que concordam 
com os resultados calculados. 


a,=994m/s2 


(@ayp), = 2710 m/s” Resp. 


Sugestdes Uteis 


@ Se a manivela OB tivesse uma aceleracio 
angular, ag teria também uma componente 
tangencial de aceleracao. 

@® De forma alternativa, a relagdo a, = vr 
pode ser utilizada para calcular (ap), des- 
de que a velocidade relativa vg)p seja uti- 
lizada para v. A equivaléncia é facilmente 
observada quando se lembra que vag = re. 


t 
\ 
\ 


\ 
\arae 
Ay 
\ 
aX Gis rad/s 
\ 
\ 
\ 
% \P_ 
60° 
(arp 
\ 
ay = 3080 * ‘ 
m/: 
. \ 18,02° 
Ne oe a 
\| 
A 
S—F6,02" 


(@asp)n = 305 m/s? 


@® Exceto quando uma preciséo muito grande 
for necessdria, néo hesite em utilizar uma 
solucao grdfica, pois ela é rdpida e mostra 
as relacées fisicas entre os vetores. Os ve- 
tores conhecidos, evidentemente, podem ser 
adicionados em qualquer ordem contanto 
que a equagiio que rege o problema seja sa- 
tisfeita. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


5/123 As duas hélices com 800 mm de raio giram no sentido anti- 
hor4rio com uma velocidade angular constante w = 6 = 2 rad/s em 
torno do eixo em O montado em um bloco deslizante. A aceleracéo do 
bloco é ag = 3 m/s”. Determine o médulo da acelerag&o da extremida- 
de A da pé quando (a) @ = 0, (6) 6 = 90° e (c) @= 180°. A velocidade de 
O ou o sentido de w afetam os cdlculos? 

Resp. (a) a, = 0,2 m/s*, (b) ag = 4,389 m/s? 

{c) ag = 6,2 m/s? 


Problema 5/123 : P 


5/124 Com referéncia as hélices e 0 bloco deslizante do mancal do 
Prob. 5/123 onde ag = 3 m/s”. Se 6 = 5 rad/s* e 6 = 0 quando 6 = 0, 
encontre a aceleragaio do ponto A para esse instante. 


5/125 Determine a aceleragéo do ponto B no equador da Terra, 
reapresentado aqui a partir do Prob. 5/64. Utilize os dados forneci- 
dos naquele problema e assuma que a trajetéria orbital da Terra é 
: circular, consultando a Tabela D/2 quando necessério. Considere o 
: centro do Sol fixo e despreze a inclinacdo do eixo da Terra. 

i Resp. ag = 0,0279i m/s? 


Luz do Sol G 


Problema 5/125 


5/126 Um recipiente para residuos 6 descarregado pelo mecanis- 
mo ativado hidraulicamente. Se a haste do pistéio parte do repouso 
na posic&o indicada e possui uma aceleragao de 0,5 m/s? no sentido 
mostrado, calcule a aceleragdo angular inicial do recipiente. 


Problema 5/126 


5/127 A viga de aco de 9 m esta sendo levantada a partir de sua 
posi¢éo horizontal pelos dois cabos presos em A e B. Se as acelera- 
ges angulares iniciais dos tambores de elevagio sio a, = 0,5 rad/s? 
@ a = 0,2 rad/s? nos sentidos indicados, determine a aceleracao an- 
gular a correspondente da viga, a aceleracéo de C, e a distancia b 
desde B até um ponto P sobre a linha de centro da viga que nao 
possui aceleragio. 

Resp. « = 0,05 rad/s? SH, ag = 0,05 m/s? para cima 

6=2m 4 direita deB 


Problema 5/127 


5/128 Um carro possui uma aceleracao para a frente a = 4 m/s® 
sem deslizar seus pneus de 600 mm de didmetro. Determine a velo- 
cidade uv do carro quando um ponto P sobre o pneu na posi¢éo mos- 
trada ter4 a componente horizontal da aceleragéo nula. 


600 


Problema 5/128 


5/129 O centro O do disco possui a velocidade e a aceleragdo in- 

dicadas na figura. Se o disco rola sem deslizar sobre a superficie 

horizontal, determine a velocidade de A e a aceleracéo de B para o 

instante representado. 

Resp. V4 = 5,12i + 2,12) m/s 
ag =—16,25i + 2,5) m/s” 


ba m 0,2 m' 


Problema 5/129 


5/130 O puncdo, reapresentado aqui a partir do Prob. 5/57, é acio- 
nado por um movimento harménico simples do setor articulado dado 
por @= 6) sen 27t. Pelo método dessa segiio, calcule a aceleragdo do 
pungdo quando @ = 0 se a amplitude = 7/12 rad. 


Problema 5/130 


5/131 Determine a aceleracéo angular da barra AB e a aceleragao 
linear de A para @ = 90° se 6 = 0 e 6 = 3 rad/s? nessa posigio. Desen- 
volva sua solugdo usando notagao vetorial. 

Resp. a, = —4k rad/s2, a, = 1,6i m/s” 


Problema 5/131 


mo 
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Problemas Representativos 


5/132 A carga P é abaixada pelas duas polias que estado presas 
uma a outra e giram como um sé conjunto. Para o instante repre- 
sentado, o tambor A possui uma velocidade angular no sentido anti- 
hordrio de 4 rad/s, que esta diminuindo em 4 rad/s a cada segundo. 
Simultaneamente, 0 tambor B possui uma velocidade angular no 
sentido hordrio de 6 rad/s, que esta aumentando em 2 rad/s a cada 
segundo. Calcule a aceleragdo dos pontos C e D e a carga P. 


Problema 5/132 


5/133 0 conjunto eixo e roda do Prob. 5/102 6 reapresentado aqui 
com a especificagao adicional de que a aceleracdo do centro O é de 
1,4 m/s? para a esquerda conforme mostrado. Se 0 eixo rola sobre a 
superficie horizontal fixa sem deslizar, determine as aceleracdes dos 
pontos Ae D, 
Resp, a, =—8,4i — 64j m/s? 
Ap = -62,7i + 19,66j m/s” 


Problema 5/133 


5/134 Calcule a aceleracéo angular da placa na posigéio mostrada, 
onde a barra de controle AO possui uma velocidade angular constan- 
te wo, = 4 rad/s e @= 60° para ambas as barras. 


Problema 5/134 
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5/135 A barra AB do Prob. 5/72 6 reapresentada aqui. Se a velo- 
cidadé do ponto A é de 3 m/s para a direita e é constante para um 
jntervalo incluindo a posic#o mostrada, determine a aceleragdéo tan- 
gencial do ponto B ao longo de sua trajetéria e a aceleracdo angular 


da barra. 
Resp. (ag), = -23,9 m/s”, a = 36,2 rad/s? SH 


Problema 5/135 


5/136 Determine a aceleraciio do pistdio do Exemplo 5/15 para (a) 
@=0°, (b) @ = 90° e (c) 0 = 180°. Considere o sentido positivo da dire- 
cao x para a direita. 


5/137 A barra OA possui uma velocidade angular constante w no 
sentido anti-hordrio durante um curto intervalo de seu movimento. 
Para a posicao mostrada determine as aceleragées angulares de AB 
e BC. 

Resp, agp = 20, agg = 0 


Problema 5/137 


5/138 As duas rodas conectadas do Prob. 5/62 séo novamente 
apresentadas aqui. Determine o médulo da aceleragaéo do ponto D 
na posi¢&o mostrada se o centro C da roda menor possui uma acele- 
ragio para a direita de 0,8 m/s? e atingiu uma velocidade de 0,4 m/s 
nesse instante. 


Problema 5/138 


5/139 O anel deslizante se desloca para cima e para baixo no eixo, 
causando uma oscilagao da manivela OB. Se a velocidade de A nao 
estA variando quando passa a posicao zero, onde AB é horizontal e 
OB é vertical, determine a aceleracdo angular de OB nessa posicao. 

vy? 


Resp. agp = sae 


> 


Problema 5/139 


5/140 A configuracdo mostrada é projetada para produzir a osci- 
lagdo do recipiente de pequenas pecas em torno de C, como parte de 
um processo de produgdo. Obtenha uma expressio para a aceleragaéo 
angular @ do recipiente para a posicdo onde o elemento de ligag&o 
AB e a manivela OA estio na posig&o vertical com BC horizontal. A 
manivela esta girando no sentido horério com uma velocidade angu- 
lar constante w durante um curto intervalo de movimento. 


Problema 5/140 


5/141 O mecanismo do Prob. 5/75 6 reapresentado aqui, Cada uma 
das barras deslizantes A e B se acopla sem deslizar na sua respecti- 
va borda das duas rodas rebitadas. Se, além da informagao apresen- 
tada, a barra A possui uma aceleracdo de 2 m/s” para a direita e nao 
hé nenhuma aceleracao da barra B, calcule o médulo da aceleragao 
de P para o instante representado. 

Resp. ap = 3,62 m/s” 
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5/142 No instante representado, 0 = 45° e a placa triangular ABC 
possui uma velocidade angular no sentido anti-hordrio de 20 rad/s e 
uma aceleracdo angular no sentido hordrio de 100 rad/s”. Determine 
os médulos da velocidade v e da acelerag&o a correspondentes da 
haste do pistao do cilindro hidraulico preso a C. 


Problema 5/142 


5/143 O mecanismo de implantagao para a langa do magnetéme- 
tro da nave espacial do Prob. 5/87 6 novamente apresentado aqui. O 
elemento de acionamento OB possui uma velocidade angular cons- 
tante no sentido hordrio woz de 0,5 rad/s quando cruza a posi¢d&o ver- 
tical. Determine a aceleragéo angular ag, da lanca para a posigéio 
mostrada onde tan 6 = 4/3. ‘i 4 
Resp. ac, = -0,0758k rad/s? 


Problema 5/143 


5/144 A placa triangular, reapresentada aqui a partir do Prob. 
5/76, possui uma velocidade angular no sentido hordrio de 3 rad/s 
e OA possui aceleragéo angular nula para o instante representado. 
Determine as aceleragées angulares da placa ABD e da barra BC 
para esse instante. 


hin 


Problema 5/144 


5/145 O mecanismo do Prob. 5/88 é apresentado novamente aqui. 
Se OA possui uma velocidade angular constante no sentido anti-ho- 
rério w) = 10 rad/s, caleule a aceleracéo angular da barra AB para 
a posi¢do onde as coordenadas de A sfo x = -60 mm ey = 80 mm. A 
barra BC est4 vertical para essa posigdo. Resolva pela algebra veto- 
rial. (Utilize os resultados do Prob. 5/88 para as velocidades angula- 
res de AB e BC, que sao wg = 5,83k rad/s ¢ wy = 2,5k rad/s.) 
Resp. agg = 10,42k rad/s? 


Problema 5/145 


5/146 A manivela giratéria ED e o elemento de ligag&o CD obri- 
gam a estrutura rigida ABO a oscilar em torno de O. Para o instante 
representado, ED e CD sao ambos perpendiculares a FO, e a mani- 
vela ED possui uma velocidade angular de 0,4 rad/s e uma acelera- 
cao angular de 0,06 rad/s”, ambas no sentido anti-horario, Determine 
para esse instante a aceleragao do ponto A, com respeito ao ponto B. 


Problema 5/146 


5/147 © movimento plano da placa triangular ABC 6 controlado 
pela manivela OA e pela barra DB. Para o instante representado, 
quando QA e DB sao verticais, OA possui uma velocidade angular 
no sentido hordério de 3 rad/s e uma aceleragao angular no sentido 
anti-horario de 10 rad/s’. Determine a aceleragéo angular de DB 
para esse instante. 

Resp. app = 1,234 rad/s’ SAH 


| 
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Problema 5/147 


5/148. Se a barra AB do mecanismo de quatro‘barras possui uma 
velocidade angular constante no sentido anti-hordrio de 40 rad/s du- 
rante um intervalo que inclui o instante representado, determine a 
aceleragdo angular de AO e a aceleracdo do ponto D. Expresse seus 
resultados em notagao vetorial, 


Problema 5/148 


5/149 Por um curto intervalo de movimento, a barra OA possui 
uma velocidade angular constante w = 4 rad/s. Determine a acelera- 
¢4o angular a4, da barra AB para o instante em que OA esta para- 
lela ao eixo horizontal através de B. 

Resp. o4p = 1,688 rad/s? SAH 


Problema 5/149 


5/150 Os componentes de uma serra mecanica alternativa sao 
apresentados na figura. A lamina de serra é montada em um arco 
que desliza ao longo da guia horizontal. Se o motor gira o volante a 
uma velocidade constante no sentido anti-hordrio de 60 rpm, deter- 
mine a aceleracdo da lamina para a posig&o onde @ = 90°, e encontre 
a aceleracaéo angular correspondente da barra AB. 


Problema 5/150 


5/151 No projeto desse mecanismo, 0 movimento da placa quadra- 
da 6 controlado pelas duas barras articuladas. A barra OA possui 
uma velocidade angular constante w = 4 rad/s durante um curto in- 
tervalo de movimento. Para 0 instante representado, 6 = tan=! 4/3 e 
o lado AB esta paralelo ao eixo x. Para esse instante, determine a 
aceleragao angular da placa e da barra CB. 

Resp. agp = 16,08 rad/s? SAH 

Qgp = 8,81 rad/s? SAH 


a 


Problema 5/151 


5/152 O mecanismo do Prob. 5/118 é reapresentado aqui, onde a 
tira flexivel F presa ao setor em E recebe uma velocidade constante 
de 4 m/s conforme mostrado. Para o instante em que BD esta per- 
pendicular a OA, determine a aceleragiio angular de BD. 
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Problema 5/152 


5/153 Sea haste do pistdo do cilindro hidraulico C tem uma velo- 
cidade constante para cima de 0,5 m/s, calcule a aceleracéo do ponto 
D para a posigdo em que @ é igual a 45°. 

Resp, ap = 0,786i m/s? 


Problema 5/153 


5/154 SeaextremidadeA da barra restrita possui uma velocidade 
constante para baixo v, de 2 m/s quando a barra passa pela posigao 
para a qual @ = 30°, determine a aceleragéo do centro de massa G 
no meio da barra. Compare a solucdo pela Algebra vetorial com a 
solugéo pela geometria vetorial. 


x---— 


Problema 5/154 


5/155 © movimento da barra ABC é controlado pelo movimento 
horizontal da haste do pistao do cilindro hidrdulico D e pela guia 
vertical para o cursor articulado em B. Para o instante em que § = 
45°, a haste do pistao esta se retraindo na taxa constante ug = 180 
mm/s. Determine a aceleracdo do ponto A para esse instante. 

Resp. a, = —1,833j m/s? 


Problema 5/155 


5/156 Os componentes do dispositive de comutagio do Prob. 5/85 
sao mostrados novamente aqui. Se a velocidade v da haste de contro- 
le 6 de 0,9 m/s e esté diminuindo na taxa de 6 m/s? quando @ = 60°, 
determine o médulo da aceleragio de C. 


Problema 5/156 


»5/157 Um mecanismo de avanco intermitente para fita perfura- 
da F consiste no elemento DAB acionado pela manivela OB. O tra- 
cado do movimento do dente em D é indicado pela linha tracejada. 
Determine o médulo da aceleragéo de D no instante representado 
quando ambos OB e CA estado horizontais se OB possui uma veloci- 
dade de rotag&o constante no sentido hordrio de 120 rpm. 

Resp. ap = 1997 mm/s” 
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»5/158 © mecanismo do Prob. 5/90 para empurrar pequenas cai- 
xas de uma linha de montagem para uma correia transportadora 
é apresentado com o braco OD e a manivela CB em suas posicées 
verticais. Para a configuracéo mostrada, a manivela CB possui uma 
velocidade angular constante no sentido hordario de 7 rad/s. Deter- 
mine a acelerac&o de #. 


Resp. ag = 0,285 m/s” 


Problema 5/157 


Problema 5/158 


5/7 Movimento em Retacao a Esxos que GirAM 
Ann 


Em nossa discussdo do movimento relativo de particulas 
na Secéo 2/8 e em nosso uso das equacées do movimento re- 
lativo para o movimento plano de corpos rigidos no presen- 
te capitulo, utilizamos eixos de referéncia sem rotagdo para 
descrever a velocidade relativa e a aceleragdo relativa. A 
utilizagao de eixos de referéncia que giram facilita enorme- 
mente a solucéo de muitos problemas em cinemdtica onde o 
movimento 6 gerado dentro de um sistema ou observado a 
partir de um sistema em que ele préprio esta girando. Um 
exemplo desse tipo de movimento é o deslocamento de uma 
particula de fluido ao longo da pd curva de uma bomba cen- 
trifuga, onde a trajetéria em relacao as pds do impelidor vem 
a ser um ponto importante a ser levado em consideragao no 


waren er aa Se 


projeto. 
Iniciamos a descricéo do movimento utilizando eixos que () 
giram considerando o movimento plano de duas particulas A z 
eB no plano fixo X-Y, Fig. 5/10a. Por enquanto, vamos consi- 
derar A e B se deslocando independentemente um do outro i 
por uma questéo de generalidade. Observamos o movimento yy je 
de A a partir de um sistema de referéncia mével x-y que tem is @xi 
| a sua origem presa a B e que gira com uma velocidade an- Bos nm 
i gular w = 6. Podemos escrever essa velocidade angular como - k ee 
0 vetor @ = wk = 6k, onde o vetor 6 normal ao plano de mo- pe ae 
vimento e onde seu sentido positivo 6 no sentido positivo da We 
4 diregéo z (para fora do papel), como estabelecido pela regra (ce) 
da mao direita. O vetor posigdo absoluta de A é dado por Figura 5/10 
/ Ta =p tra ty + (iti) 5/0) perivadas no Tempo de Vetores Unitarios 
onde i ej sdo vetores unitdrios presos ao referencial x-y er = Para obter as equacées de velocidade e de aceleragao de- 
H 


xi + yj representa r,/,, 0 vetor posico de A com relagdo a B. vemos diferenciar sucessivamente a equacdo do vetor posi- 


be 
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¢do em relacio ao tempo. Em contraste com o caso de eixos 
com translacao tratado na Segéo 2/8, os vetores unitdrios iej 
agora estdo girando com os eixos x-y e, portanto, possuem de- 
rivadas no tempo que devem ser calculadas. Essas derivadas 
podem ser observadas a partir da Fig. 5/10b, que mostra a 
variacéo infinitesimal em cada vetor unitario durante o tem- 
po dt enquanto os eixos de referéncia giram através de um 
Angulo dé = w dt. A variacdo diferencial em i é di, e tem a di- 
recdo de j e um médulo igual ao Angulo dé multiplicado pelo 
comprimento do vetor i, que é unitario. Assim, di = d@j. 

De modo semelhante, o vetor unitdrio j tem uma variacéo 
infinitesimal dj que aponta no sentido negativo da direcao x, 
de modo que dj = -d@ i. Dividindo por dt e substituindo di/dt 
por i, dj/dt por j, e dé/dt por 6 = w resulta em 


i= oj e j = —oi 


Utilizando o produto vetorial, podemos ver a partir da Fig. 
5/10c que w x i= wj e w x j = —wi. Dessa forma, as derivadas 
no tempo dos vetores unitdrios podem ser escritas como 


(5/11) 


Velocidade Relativa 


Agora utilizamos as expressées das Eqs. 5/11 ao tomar a 
derivada no tempo da equagaéo do vetor posigaéo para A e B 
para obter a relagdo da velocidade relativa. A diferenciagdo 
da Eq. 5/10 fornece 


iy = tp + Led +99) 
= kp t (xi + yj) + Git SD 


Mas xi + yj= wx xit ox yj = wx (xi + yj) = wo xv. Além 
disso, como o observador em x-y mede as componentes de ve- 
locidade x e y, vemos que “i + 4j = V,. que 6 a velocidade em 
relagdo ao sistema de referéncia x-y. Desse modo, a equagdo 
da velocidade relativa se torna 

>) 


(5/12) 


A comparacao da Eq. 5/12 com a Eq. 2/20 para eixos de refe- 
réncia que nao giram mostra que Vag = @ X Fr + V,¢, de onde 
conclufmos que o termo w x r é a diferenga entre as velocida- 
des relativas quando medidas a partir de eixos sem rotagao 
e eixos com rotacao, 

Para ilustrar ainda mais o significado dos dois ultimos 
termos na Eq. 5/12, o movimento da partfcula A em relagao 
ao plano x-y que gira é mostrado na Fig. 5/11 tal como ocorre 
em uma ranhura curva em uma placa que representa o siste- 
ma referéncia x-y com rotacéo. A velocidade de A medida em 
relacao & placa, V,q), 6 tangente a trajetéria fixa na placa x-y 
e tem um médulo , onde s 6 medido ao longo da trajetéria. 
Essa velocidade relativa pode também ser visualizada como 
a velocidade v4,p em relacio a um ponto P preso & placa e 
coincidente com A no instante em andlise, O termo w x r tem 
um médulo ré e uma diregdo normal a r e é a velocidade em 
relacdo a B do ponto P quando observada a partir de eixos 
sem rotagdo presos a B. 


P (fixo na trajetéria 
e coincidente x 


com A), ~ 
y 4 
i 
I 
I 
! Trajetéria de A 
| 
Qo aa x 
Figura 5/11 


A comparacdo a seguir ajudaré a estabelecer a equiva- 
léncia, e esclarecer as diferencas entre as equacées da velo- 
cidade relativa escritas para eixos de referéncia com rotacdo 
e sem rotacao: 


Vg = Vp t @xrt Vy 


Va = Va + Vpp + Vap 
Ae eit ht 


(5/12a) 
v4 = Vp + VAiP 
ES 
Va = Vp + Vale 


Na segunda equagao, o termo vp, 6 medido a partir de uma 
posi¢éo sem rotagéio — caso contrario, seria nulo. O termo vy/p 
éomesmo que V,.) e 6 a velocidade de A quando medida no re- 
ferencial x-y. Na terceira equacao, vp é a velocidade absoluta 
de P e representa o efeito do sistema de coordenadas mével, 
tanto de translagéo quanto de rotagéo. A quarta equagio é a 
mesma que aquela desenvolvida para eixos sem rotacdo, Eq, 
2/20, e se observa que Vayp = Vpjy + Vajp = © XE + Veet 


Transformacao de uma Derivada no Tempo 


A Eq. 5/12 representa uma transformagéo da derivada no 
tempo do vetor posicfio entre eixos com rotagdo e sem ro- 
tac&o. Podemos facilmente generalizar esse resultado para 
aplicar 4 derivada no tempo de qualquer grandeza vetorial 
V=V,i+ Vi. Portanto, a derivada total no tempo com res- 
peito ao sistema X-Y é 


() = (Vi + Vii) + Wei + Vii 
Os dois primeiros termos na expressdo representam a par- 
cela da derivada total de V que é medida em relacdo ao sis- 
tema de referéncia x-y, e os dois ultimos termos represen- 
tam a parcela da derivada devida 4 rotacdo do sistema de 
referéncia. 

Com as expressdes paraie jdas Eqs. 5/11, podemos agora 
escrever 


(5/13) 


Aqui x V representa a diferenga entre a derivada no tempo 
do vetor quando medida em um sistema de referéncia fixo e 
sua derivada no tempo quando medida no sistema de refe- 
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Figura 5/12 


réncia que gira. Como veremos na Se¢ao 7/2, onde o movi- 
mento tridimensional é introduzido, a Eq. 5/13 é valida em 
trés dimensdes, bem como em duas dimensGes. 

O significado fisico da Eq. 5/13 é ilustrado na Fig. 5/12, 
que mostra o vetor V no instante de tempo ¢ conforme obser- 
vado tanto nos eixos fixos X-Y quanto nos eixos com rotacéo 
x-y. Como estamos tratando apenas com os efeitos da rota- 
¢ao, podemos tragar o vetor por meio da origem de coorde- 
nadas sem perda de generalidade. Durante o intervalo de 
tempo di, o vetor gira para a posicéo V’, e o observador em 
xy mede as duas componentes (a) dV devido a sua variagéio 
de médulo e (b) V df devido a sua rotagdo dB ent relagéo a 
x+y. Para o observador que gira, entao, a derivada (dV/dt),, 
que o observador mede tem as componentes dV/dt e V dp/dt = 
V6. A parte restante da derivada total no tempo nado medida 
pelo observador com rotagéo tem o médulo V dé/dt e, expres- 
sa vetorialmente, é w x V. Desse modo, verificamos a partir 
do diagrama que 


Wyxy = Vy +oxV 
que 6 a Kq, 5/18. 


Aceleracao Relativa 


A equagao da aceleracdo relativa pode ser obtida por dife- 
renciacéo da relacdo da velocidade relativa, Eq. 5/12. Assim, 


ay =agt@xr+oxr + Vi) 

No desenvolvimento da Eq. 5/12 vimos que 
t= Lai +y)) = Gi ty) + G+ 
=Foaxrty, 


rel 


Portanto, o terceiro termo no lado direito da equagéo da ace- 
leragéo vem a ser 


OXb=0X WX + Vig) = OX @X FT) + OX Veo 


Com a ajuda das Eqs. 5/11, o ultimo termo do lado direito da 
equacdo para a, se torna 


ta = EGA + 5) = GE +5) + GH 5D 
=o X (xit yj) + i+ HP 


= © X Veet Are 


Substituindo na expressao para a, e reorganizando os ter- 
mos, obtemos 


(5/14) 


A Eq. 5/14 6 a expressdo vetorial geral para a aceleracio 
absoluta de uma particula A em termos de sua aceleracio 
a,.; medida em relag&o a um sistema de coordenadas mével 
que gira com uma velocidade angular w e uma aceleracio 
angular #. Os terthos ® x r e w x.(@ x r) so mostrados na 
Fig. 5/13. Eles representam, respectivamente, as componen- 
tes tangencial e normal da aceleragéo apg do ponto coinci- 
dente P em seu movimento circular com relagéo a B. Esse 
movimento seria observado:a partir de um conjunto de eixos 
sem rotagio que se desloca com B. O médulo de & x r 6 r6 
e sua diregdo 6 tangente ao circulo, O médulo de w x (@ x 
r) 6 rw” e seu sentido 6 de P para B ao longo da normal ao 
circulo. 

A aceleragéo de A em relagéo 4 placa ao longo da traje- 
toria, a,,, pode ser expressa em coordenadas retangulares, 
normal e tangencial, ou polares no sistema com rotacéo. Com 
freqiténcia, componentes n e ¢ sao usadas, e essas componen- 
tes estéio representadas na Fig. 5/13. A componente tangen- 
cial tem o médulo (a,,)), = §, onde s é a distancia medida ao 
longo da trajetéria até A. A componente normal tem o mé- 
dulo (@,_1), = Y;ei2/p, onde p 6 0 raio de curvatura da trajeté- 
ria conforme medido em x-y. O sentido desse vetor 6 sempre 
orientado para o centro de curvatura. 


Aceleracao de Coriolis 


O termo 2 x v,.;, mostrado na Fig. 5/13, é chamado de 
aceleragéio de Coriolis.* Representa a diferenga entre a ace- 
leragiio de A em relagéo a P quando medida a partir de eixos 
sem rotacéo e a partir de eixos com rotagao. A direcfo 6 sem- 
pre normal ao vetor v,,), e 0 sentido é definido pela regra da 
mo direita para o produto vetorial. 


t 
Trajetéria \ 


Figura 5/13 


*Nome dado em homenagem ao engenheiro militar francés G. Coriolis (1792- 
1843), que foi o primeiro a chamar a atencdo para esse termo. 


(a) 
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\ =o@dx+0 


Figura 5/14 


A aceleracéo de Coriolis ag,, = 2a x Vy», € dificil de ser 
visualizada pois 6 composta por dois efeitos fisicos distintos. 
Para ajudar na visualizacdo, vamos considerar 0 movimento 
mais simples possivel em que esse termo aparece. Na Fig. 
§/14a temos um disco que gira com uma ranhura radial na 
qual uma pequena particula A estdé limitada a deslizar, O 
disco gira com uma velocidade angular constante w = 6ea 
partfcula se desloca ao longo da ranhura com uma velocida- 
de constante v,.) = x em relagéo a ranhura. A velocidade de 
A tem as duas componentes (a) * devido ao movimento ao 
longo da ranhura e (b) xw devido a rotacéo da ranhura. As 
variagdes nessas duas componentes de velocidade devidas & 
rotacgéo do disco séo mostradas na parte b da figura para o 
intervalo dt, durante o qual os eixos x-y giram com o disco 
através do Angulo dé para x’-y’. 

O incremento de velocidade devido A variacdo na direcaio 
de v,. 6 < d@ e o devido a variacéo no médulo de xw 6 w dx, 
sendo ambas na diregdo y normal 4 ranhura. Dividindo cada 
incremento por dt e adicionando obtém-se wt + xw = 2iw, que 
é 0 médulo da aceleracao de Coriolis 2@ x V,¢,. 

Dividindo o incremento de velocidade restante xw dé de- 
vido a variagao na direcao de xw por dt obtém-se xu ou xw, 
que é a aceleragado de um ponto P fixo na ranhura e momen- 
taneamente coincidente com a particula A. 

Veremos agora como a Eig, 5/14 se encaixa nesses resul- 
tados. Com a origem B naquela equagdo assumida no centro 
fixo O, ag = 0. Com velocidade angular constante, @ x r = 0. 
Com v,. constante em médulo e sem curvatura na ranhura, 
4,1 = 0. Ficamos com 


ag = @ X (@ Xr) + 2 X V, 9 
Substituindo r por xi, w por wk e v,,; por xi obtém-se 
ag = —xw7i + Wag 


que verifica nossa andlise da Fig. 5/14. 

Observamos também que esse mesmo resultado esta con- 
tido em nossa andlise em coordenadas polares do movimento 
curvilineo plano na Eq. 2/14 quando fazemos = 0e 6=0e 
substitufmos r por x e @ por w. Se a ranhura no disco da Fig. 
5/14 fosse curva, existiria uma componente normal da acele- 
ragéo em relacéo 4 ranhura de modo que a,,; nao seria nula. 


Sistemas com Rotacado versus Sistemas sem Rotacao 


A comparagao a seguir ajudard a estabelecer a equivalén- 
cia, e esclarecer as diferengas entre as equagies da acelera- 
¢ao relativa escritas para eixos de referéncia com rotacdo e 
sem rotacéo: 


ag =agtaxr+ox @Xr)+ 20 V4 + ag 
—_——y ee we _ 


a4 = ag + app + agp 
(5/14a) 
a,= ap + ayp 
ge I 
ay = ag + aap 


A equivaléncia de appz e @ x r + w x (w x ¥), como mostra- 
do na segunda equagao, ja foi descrita. A partir da terceira 
equagao onde ag + ap, foram combinados para obter ap, se 
observa que o termo da aceleragaio relativa agp, ao contrario 
do termo correspondente da velocidade relativa, nao é igual 
a aceleragao relativa a,.; medida a partir do sistema de refe- 
réncia que gira x-y. 

O termo de Coriolis 6, portanto, a diferenca entre a acele- 
ragdo a,p de A em relag&éo a P quando medida em um siste- 
ma sem rotacéo e a aceleracio a, de A em relagéo a P quan- 
do medida em um sistema com rotacdo. A partir da quarta 
equacado, se observa que a aceleracao a4), de A com respeito 
a B, quando medida em um sistema sem rotacdo, Eq. 2/21, 
é uma combinacdo dos tltimos quatro termos na primeira 
equagdo para o sistema com rotacao. 

Os resultados expressos pela Eq. 5/14 podem ser visuali- 
zados de maneira um pouco mais simples eserevendo a ace- 
leragdéo de A em termos da aceleragdo do ponto coincidente 
P. Como a aceleragiio de P 6 ap=agt+ &xr+ ax (wx nr), 
podemos reescrever a Hq. 5/14 como 


(5/146) 


Quando a equagao é escrita dessa forma, o ponto P ndo pode 
ser escolhido de forma aleatéria pois deve ser 0 ponto preso 
ao sistema de referéncia com rotagao coincidente com A no 
instante da andlise. Mais uma vez, a Fig. 5/18 deve ser con- 
sultada para esclarecer o significado de cada um dos termos 
na Kq. 5/14 e sua equivalente, Eq. 5/14. 
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“ reconhecer as seguintes grandezas nas Kgs. 5/12 e 5/14: 


@ = velocidade angular dos eixos que. giram 
@ = aceleracéo angular dos eixos que giram 


Em resumo, uma vez que tenhamos escolhido o nosso sistema de referéncia com rotagéo, devemos 


vz = velocidade absoluta da origem B dos eixos que giram 
ag = aceleracgéo absoluta da origem B dos eixos que giram 
r = vetor posicdo do ponto coincidente P medido a partir de B 


Vie] = velocidade de A medida em relag&o aos eixos que giram 
Ay, = aceleragdo de A medida em relagdo aos eixos que giram 


Além disso, tenha em mente que nossa andlise vetorialde- as Eqs. 5/12 e 5/14, desenvolvidas aqui para movimento plano, 
pende do uso consistente de um conjunto de eixos coordenados _ sao igualmente validas para movimento no espago. A extensao 
definido pela regra da mo direita. Finalmente, observe que para movimento no espago sera abordada na Segao 7/6. 


Exemplo 5/16 


No instante representado, o disco com a ranhura radial esta girando em torno de 
O com uma velocidade angular no sentido anti-hordrio de 4 rad/s que esta diminuindo 
na taxa de 10 rad/s”. O movimento do cursor A é controlado separadamente, e, nesse 
instante, r = 150 mm, 7 = 125 mm/s e 7 = 2025 mm/s?. Determine a velocidade e a ace- 
leracdo absolutas de A para essa posi¢ao. 


Solugdo. Temos movimento em relagéo a uma trajetéria que gira, de modo que um 
sistema de coordenadas que gira com origem em O 6 indicado. Fixamos os eixos x~y a0 
disco e utilizamos os vetores unitarios i ej. 
Velocidade. Com a origem em O, 0 termo vg da Eq. 5/12 desaparece e temos 

Vg =O XE + Veg 


A velocidade angular na forma vetorial 6 w = 4k rad/s, onde k é 0 vetor unitério normal 


@ ao plano x-y no sentido +z. Nossa equacéo da velocidade relativa se torna 


va = 4k x 0,150i + 0,125i = 0,600j + 0,125i m/s Resp. 
na direciio e no sentido indicados e possui o médulo 
va = ¥(0,600)? + (0,125)? = 0,613 m/s Resp. 


Aceleracdo. A Bq. 5/14 escrita para aceleracaéo nula da origem do sistema de coorde- 
nadas que gira é 


ag = OX (@X T+ OX V+ 2w X Vy + Arey 
Os termos sio 
@ X (w Xr) = 4k x (4k x 0,1508) = 4k x 0,6) = —2,4i m/s? 
@ Xr =—10k x 0,150i = -1,5j m/s” 
2@ X Vr = 2(4k) x 0,125i = 1,0) m/s? 
Az) = 2,025i m/s? 


A aceleragao total é, portanto, 


ay = (2,025 -2,4)i + (1,0 — 1,5)j = -0,375i — 0,57 m/s? Resp. 
na direcdo e no sentido indicados e possui o médulo 
ag = J(0,375)? + (0,5)? = 0,625 m/s? Resp. 


A notagdo vetorial com certeza ndo é indispensavel para a solugdo desse problema. O 
estudante deve ser capaz de realizar os passos em notacio escalar com a mesma facili- 
dade. O sentido correto do termo da aceleragado de Coriolis pode sempre ser encontrado 
pelo sentido em que a extremidade final do vetor v,,, aponta caso seja girado em torno 
de sua extremidade inicial no sentido de « como indicado. 


@= 4 rad/s ~e— 


a 


oe 
@ = 10 rad/s? 


Sugestées Uteis 


@® Essa equacdo 6 a mesma que v4 = Vp + Vap, 
onde P é um ponte preso ao disco coinciden- 
te com A nesse instante. 

® Note que os eixos x-y-2 escolhidos: consti- 
tuem um sistema definido pela regra da 
mao direita. : 

® Nao deixe de perceber que w x(@xr)eaxr 
representam as componentes normal e tan- 
gencial da aceleracao de um ponte P sobre 
o disco coincidente com A. Essa representa- 
gao vem ser a mesma da Hiq.'5/14b. 


O«” \, 
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Exemplo 5/17 


O pino A da barra articulada AC 6 confinado a se deslocar na ranhura giratéria da 
barra OD. A velocidade angular de OD é w = 2 rad/s no sentido hordrio e é constante 
para o intervalo de movimento em questo. Para a posi¢éo em que @ = 45°, com AC 
horizontal, determine a velocidade do pino A e a velocidade de A em relag&o a ranhura 
que gira com OD. 


Solucde. O movimento de um ponto (pino A) ao longo de uma trajetéria que gira (a 
ranhura) sugere 0 uso de eixos coordenados que giram x-y presos ao braco OD. Coma 
origem no ponto fixo O, o termo vz da Eq. 5/12 se anula, e temos vq = w x ¥ + Vy¢). 

A velocidade de A em seu movimento circular em torno de C é 


V4 = @o4 X Yea = Ocak x (225//2-i ~ j) = (225//Deogy G —j) 


onde a velocidade angular we, 6 arbitrariamente prescrita em um sentido hordrio no 
sentido positivo da direcao z (+k). 

A velocidade angular w dos eixos que giram 6 a mesma do braco OD e, pela regra da 
mao direita, é w = wk = 2k rad/s. O vetor desde a origem até o ponto P em OD coinci- 
dente com A é r = OPi = \(450 — 225)? + (225)? i = 225,/2i mm. Assim, 


@ Xr = 2k x 295,/2i = 450/2] mm/s 


Finalmente, o termo de velocidade relativa v,,., 6 a velocidade medida por um obser- 
vador preso ao sistema de referéncia que gira-e é v,,, = xi. A substituigao na equagao da 
velocidade relativa fornece 


(225/,/Dwo, (i — j) = 450/25 + ti 
Igualando separadamente os coeficientes dos termos i ej se obtém 


(225//2)wo, =e € -(225//2)wo4 = 450,/2 


resultando 


og, = ~4 rad/s e & = Uyq, = —450,/2 mm/s Resp. 
Com um valor negativo para wey, a velocidade angular efetiva de CA é no sentido anti- 
hordrio, de tal modo que a velocidade de A é para cima com um médulo de 
Ug = 225(4} = 900 mm/s Resp. 
Um esclarecimento geométrico dos termos é util e facilmente apresentado. Utili- 
zando a equivaléncia entre a terceira e a primeira das Eqs. 5/12a com vg = 0 nos permite 
escrever V4 = Vp + Vp, onde P é 0 ponto sobre o brago rotativo OD coincidente com A. 
Claramente, up = OPw = 225)2(2) = 450\2 mm/s e sua direcao 6 normal a OD. A veloci- 
dade relativa v4/p, que é igual a v,,), 6 descoberta a partir do fato de a figura ser para- 
lela & ranhura e orientada para O. Essa conclusao se torna evidente quando se observa 
que A estd se aproximando de P ao longo da ranhura por baixo, antes da coincidéncia, e 
esta se afastando de P para cima ao longo da ranhura, apés a coincidéncia. A velocidade 
de A é tangente ao seu arco circular em torno de C. A equacéo vetorial pode agora ser 
satisfeita jd que existem apenas duas incégnitas escalares restantes, isto 6, o médulo de 
Vip ¢ 0 médulo de v,. Para a posigéo a 45°, a figura exige que vap = 4502 mm/s eu, = 
900 mm/s, cada um em seu sentido indicado. A velocidade angular de AC é 


@ac = vg/AC = 900/225 = 4 rad/s sentido anti-hordrio 


[w = vir] 


Sugestées Uteis 


@® & fisicamente bastante claro que CA ter 
uma velocidade angular no sentido anti-ho- 
rério para as condigées descritas, por esta 
razio se espera um valor negativo para 
wo, 

@® Asolugao do problema nao é restrita aos ei- 
xos de referéncia utilizados. De modo alter- 
nativo, a origem dos eixos x-y, ainda presa 
em OD, poderia ser escolhida no ponto coin- 
cidente P sobre OD. Essa escolha apenas 
substituiria 0 termo w x r pelo seu equiva- 
lente, vp. Como uma outra opgiio, todas as 
grandezas vetoriais poderiam ser expressas 
em termos das componentes X-Y utilizando 
os vetores unitarios Ie J. 


Y , od 
x I I 
\ 
a 
y LX 
X--,-20 I 
o> We 
Ba, i 


Uma conversio direta entre os dois siste- 
mas de referéncia 6 obtida a partir da geo- 
metria do circulo unitario e fornece 


i=Icos ¢~J sen 0 


j=Isen @+J cos 6 
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Exemplo 5/18 


Para as condigées do Exemplo 5/17, determine a aceleracdo angular de AC e a acele- 
racio de A em relagao 4 ranhura que gira no brago OD. 


Solucdo. Fixamos 0 sistema de coordenadas que gira x-y ao braco OD e utilizamos a 
Eq. 5/14. Com a origem no ponto fixo O, 0 termo ag se anula de modo que 


ag = OXr +o X (WX Lr) + 2H X Veg + Ag 


Da solucdéo para o Exemplo 5/17, utilizamos os valores @ = 2k rad/s, we, = —4k rad/s e 
Ve) = ~4502i mm/s e escrevemos 


By = Oca X Yea + Og X (oa X Fa) 


225, ._ 
“= (-i- j) - 4k x (- x 
v2 


@ xX r= 0 uma vez que w = constante 


= @cak X 


225 gg 
eas i i) 


@ X @ Xr) = 2k x (2k x 225/21) = —900/2i mm/s? 


Qe X Vzq) = 22k) x (450/21) = —1800,/2j mm/s” Sugestées Uteis 


@ Ag = Xi @ Caso a ranhura fosse curva com um raio de 
adak. ho d: 1 7 lativa f curvatura p, o termo a, teria uma compo- 
A substituigaéo na equacio da aceleracao re: lativa fornece : nente v,,2/p normal & ranhura e orientada 
‘ 1 para o centro de curvatura, além da sua 
Fp PAB + 3600)i + % (+2254 + 3600)j = —900.,/2i — 1800/2} + Hi componente ao longo da ranhura. 
Igualando separadamente os termos ie j se obtém 
(225604 + 8600)//2 = -900/2 + % 
e (-226dgq + 3600)//2 = - 1800/3 
Resolvendo para as duas incégnitas resulta 
20 X Veet 
Goa = B2rad/s* oe % = dy = 8910 mm/s? Resp. wd 


Caso seja desejado, a aceleragéo de A pode também ser escrita como 
ag = (225/,/2)(82) ~ j) + (8600//2)(i + j) = 76401 — 2550) mm/s 


Faremos uso aqui da representagaéo geométrica da equagéio da aceleragao relativa 
para esclarecer ainda mais o problema. A abordagem geométrica pode ser utilizada 
como uma solugéio alternativa. Novamente, introduzimos o ponto P sobre OD coinciden- 
te com A. Os termos escalares equivalentes sao 


(a4) = lea X Foal = TOo4 = Teg, normal a CA, sentido desconhecido 
(aan = loca X (gy X Peq)| = rwgg? de A para C 


(ap), = |@ X (@ X ¥)| = OPw? de P para O 


(ap), = |@ x x] = rd = 0 uma vez que w = constante 
|2e@ X v,.| = 200, no sentido indicado 
Gy = ao longo de OD, sentido desconhecido 


Iniciamos com os vetores conhecidos e os adicionamos com seus sentidos ordenados 
para cada um dos lados da equacdo comecando em F e terminando em S, onde a inter- 
segao das diregées conhecidas de (ag), e a, estabelece a solucéo. O fechamento do po- 
ligono determina o sentido de cada um dos dois vetores desconhecidos, e seus médulos - 
@® sao facilmente calculados a partir da geometria da figura. : @® & sempre possivel evitar uma solucdo si- 
multanea projetando os vetores perpendi- 
cularmente a uma das incégnitas. 


Exemplo 5/19 


O aviao B tem uma velocidade constante de 150 m/s quando passa na parte 
mais baixa de uma acrobacia aérea na forma de um circulo em plano vertical 
com 400 metros de raio. O aviéo A veando horizontalmente no plano da acro- 
bacia passa a 100 m diretamente abaixo de B a uma velocidade constante de 
100 m/s. (a) Determine a velocidade e a aceleragdo instantaneas que A parece 
ter para 0 piloto de B, que esta ligado a sua aeronave que gira. (6) Compare 
seus resultados para o item (a) com o caso de tratar erroneamente o piloto da 
aeronave B como sem estar girando. 


Sofugdo (a). Iniciamos definindo claramente o sistema de coordenadas com 
rotacdo x-y-z que melhor nos ajuda a responder As questies. Com x-y-z preso 
na aeronave B como indicado, os termos v,,) ¢ a,,, nas Eqs. 5/12 e 5/14 serao os 
resultados desejados. Os termos na Eq. 5/12 sio 


v4 = 100i m/s 


Vp = 150i m/s 


= By - 150), _ 
ir k 400 & 0,875k rad/s 
Y=Typ = ~100jm 
Eq. 5/12: V4 = Vp t OX P+ Vig ’ 


100i = 150i + 0 375k x (—100j) + v4 


Resolvendo para V,., obtém-se V,., = —87,5i m/s Resp. 


Os termos na Eq. 5/14, além daqueles listados anteriormente, sao 


ag=0 
a, a2 = 15085 56,95 mis? 
Be pd “gogd © Pad mS 
a=0 
Eq. 5/14: ag =agta@xrt+@x (Xr) + 20 X Vy + ag 


0 = 56,25 + 0 x (—100§) + 0,875 x [0,375 x (—100j)] 
+ 20,375k x (-87,51)] + ap 


Resolvendo para a,., se obtém a, = ~4,69k m/s” Resp. 


(6) Para movimento em relagio a referenciais com translagio, usamos as Eqs. 
2/20 e 2/21 do Capitulo 2: 

Vas = Va — Vg = 100i - 150i = —50i m/s 

Agp = a, — ag = 0 — 56,2] = 56,2) m/s? 
Mais uma vez, vemos que V,.) # V4jp © A) # Agyp. A rotacdo do piloto B afeta 
aquilo que ele observa! 

v 
O resultado escalar w = + pode ser obtido considerando um movimento 

circular completo da aeronave B, durante o qual ela gira 27 radianos em um 


2) 
intervalo de tempo ¢ = = 
1B 


2a UB 


on 
2upllp op 


Como a velocidade da aeronave B é constante, nao ha aceleragio tangencial e 
conseqiientemente a aceleracéo angular a = @ dessa aeronave é zero. 
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m 
2 
(eo Bl 


¥ 
ms ag 
soe | a 
_ 
Rae} ee 
(z para fora) |B Ya 
r 100m 


Sugestao Util 


@® Porque escolhemos o referencial com Totagdo 2-y-z 
fixo na aeronave B, a velocidade angular da aerona- 
ve €o termo w nas Eqs. 5/12 e 5/14 so idénticos. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


5/159 disco gira em torno de um eixo fixo através de O com ve- 
locidade angular w = 5 rad/s e aceleragéo angular a = 3 rad/s* no 
instante representado, nos sentidos indicados. O cursor A se desloca 
na ranhura reta. Determine a velocidade e a aceleracao absolutas 
de A para o mesmo instante, quando x = 36 mm, % = ~100 mm/s e 
3 = 150 mm/s’. 
Resp. v4 = -225i + 180j mm/s 
a, = -675i — 1733j mm/s? 


25 mm 


Problema 5/159 ~ i 


5/160 disco rola sem deslizar sobre a superficie horizontal, e, no 
instante representado, o centro O possui a velocidade e a aceleragéo 
mostradas na figura. Para esse instante, a particula A possui a ve- 
locidade indicada u e a taxa de variaciio no tempo da velocidade u, 
ambos em relagao ao disco. Determine a velocidade e a aceleragéo 
absolutas da particula A. ‘ 


Problema 5/160 


5/161 Um vefculo experimental A viaja com velocidade constante 
v em relagao A Terra ao longo de uma estrada de ferro ligando o 
norte ao sul, Determine a aceleragdo de Coriolis ag,, em fungéo da 
latitude 6. Assuma um referencial que gira fixo na Terra Buyz e a 
Terra esférica. Se a velocidade do veiculo é v = 500 km/h, determi- 
ne o médulo da aceleragao de Coriolis (a) no equador e (6) no pélo 
Norte. 

Resp. (a) agg, = 0, (b) ago, = 0,0208 m/s? 


Problema 5/161 


5/162 O pequeno cilindro A esté deslizando sobre a barra curva 
com velocidade u em relagdo & barra como mostrado. Simultanea- 
mente, a barra esta girando com velocidade angular w em torno do 
ponto fixo B. Considere os eixos x-y fixos na barra e determine a 
aceleragao de.Coriolis do cursor para o instante representado. Inter- 
prete seu resultado. 


Problema 5/162 


5/163 Considere o trilho de uma estrada de ferro reta e horizon- 
tal com um vagio ferrovidrio de 50 000 kg se deslocando ao longo 
da linha férrea a uma velocidade constante de 15 m/s. Determine a 
forca horizontal R exercida pelos trilhos sobre o vagao se a ferrovia 
estiver hipoteticamente localizada (a) no pélo Norte e (6) no equador, 
orientada em uma direcao norte-sul. 

Resp. (a) R = 109,4.N, (b) R=0 


5/164 Ao contornar uma curva sem inclinacdo lateral a uma velo- 
cidade constante de 25 km/h, 0 centro C do vagao ferrovidrio segue 
uma trajetéria circular de raio p = 60 m. O eixo longitudinal do va- 
g&o permanece tangente ao circulo. Determine a velocidade absoluta 
v de uma pessoa P que caminha na velocidade constante de 1,5 m/s 
em relagéo ao vagdo quando ele esta nos pontos A, B e C. Utilize os 
eixos x-y presos ao vagdo como indicado. 
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Problema 5/164 


5/165 O carro B esté contornando a curva com uma velocidade 
constante de 54 km/h, e 0 carro A esta se aproximando do carro B no 
cruzamento com uma velocidade constante de 72 km/h. Determine 
a velocidade que o carro A parece ter para um observador se deslo- 
cando e girando com 0 carro B. Os eixos x-y estio presos ao carro B. 
Essa velocidade aparente é a velocidade com o sinal trocado que B 
parece ter para um observador sem rotagéo no carro A? A distancia 
que separa os dois carros no instante representado é de 40 m, 

Resp. Vyo, = 201 — 93 m/s, Nao 


Problema 5/165 


5/166 Para os carros do Prob, 5/165 viajando com velocidade cons- 
tante, determine a aceleracéo que o carro A parece ter para um ob- 
servador se deslocando e girando com o carro B. 


Problemas Representativos 


5/167 © cursor A oscila na ranhura em torno da posigéo neutra 
O com uma freqiiéncia de dois ciclos por segundo e uma amplitude 
Xmax de 50 mm de modo que o seu deslocamento em milimetros pode 
ser escrito x = 50 sen 4zt onde ¢ 6 o tempo em segundos. O disco, 
por sua vez, é posto em oscilagaéo angular em torno de O com uma 
freqtténcia de quatro ciclos por segundo e uma amplitude 0,4, = 0,20 
rad, O deslocamento angular é nesse caso dado por 6 = 0,20 sen 8at. 
Calcule a aceleragao de A para as posigdes (a) x = 0 com < positivo e 
(6) x = 50 mm. 
Resp. (a) a, = 6,32j m/s” 
(6) ay = ~9,16i m/s” 


Problema 5/167 


5/168 Um veiculo A viaja para 0 oeste em alta velocidade em uma 
estrada perfeitamente reta B que é tangente 4 superficie da Terra no 
equador. A estrada nao possui qualquer curvatura no plano vertical. 
Determine a velocidade necessaria v,,, do veiculo em relagao a estra- 
da que dar4 origem a aceleracdo nula do veiculo na dirego vertical. 
Assuma que o centro da Terra nao possui nenhuma aceleragao. 


Problema 5/168 


5/169 Se a estrada do Prob. 5/168, em vez de ser reta e sem cur- 
vatura, seguir a curvatura da superficie da Terra, determine a ve- 
locidade necess4ria v,.) do veiculo para o oeste em relagéo & estrada 
que dara origem a aceleragdo vertical nula do vefculo. Assuma que 0 
centro da Terra nfo possua nenhuma aceleragao, 

Resp. Vy = 1674 kin/h 


5/170 © caminhdo de bombeiros esta se deslocando para a frente 
a uma velocidade de 60 km/h e esta desacelerando na taxa de 3 m/s’, 
Simultaneamente, a escada estd4 sendo elevada e prolongada. No 
instante considerado, o Angulo 6 é de 30° e esté aumentando na taxa 
constante de 10 graus/s. Nesse mesmo instante a extens&o b da es- 
cada é de 1,5 m, com b= 0,6 m/s e b= ~0,3 m/s®, Determine para esse 
instante a aceleragdo da extremidade A da escada (a) em relagiio ao 
caminhdo e (b) em relacae ao solo. 


sa 


Problema 5/170 


5/171 Os carros A e B est&o contornando as curvas com veloci- 
dades iguais de 72 km/h. Determine a velocidade que A parece ter 
para um observador se deslocando e girando com o carro B para o 
instante representado. A curvatura da estrada para o carro A afeta 
o resultado? Os eixos x-y est&o fixados no carro B. 

Resp. Vo, = —461 m/s 


\ 
| 
| 
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Problema 5/171 


5/172 Se os carros do Prob. 5/171 tém ambos uma velocidade cons- 
tante de 72 km/h enquanto contornam as curvas, determine a acele- 
racéo que A parece ter para um observador se deslocando e girando 
com 0 carro B para o instante representado. Os eixos x-y est&o fixa- 
dos no carro B. 


5/173 O transporte aéreo B esta voando com uma velocidade cons- 
tante de 800 km/h em um arco horizontal com 15 km de raio, Quan- 
do B atinge a posic&éo mostrada, a aeronave A, voando para sudoes- 
te a uma velocidade constante de 600 km/h, cruza a linha radial a 
partir de B para o centro de curvatura C de sua trajetéria. Escreva 
a expressdo vetorial, utilizando os eixos x-y fixados em B, para a 
velocidade de A quando medida por um observador no interior de B 


e girando com B. : Rs 
Resp. V,¢j = ~117,9i — 2225 m/s 


s 
=o 
yp 
oe Z 


I, 15 kn 


Problema 5/173 


5/174 Para as condicées do Prob. 5/173, obtenha a expressio ve- 
torial para a aceleragéo que a aeronave A aparenta ter para um 
observador no interior de B e girando com a aeronave B, na qual os 
eixos x-y estéo fixados. Utilize os resultados citados no Prob. 5/173 


Para Viel. 


5/175 Um edificio alto esta situado sobre 0 equador. O lado norte 
do edificio aloja um relégio de 12 horas comum cujo centro esta a 
uma distancia h acima do chao (que esta aproximadamente ao nivel 
do mar). Desenvolva expressées para a velocidade e a aceleracao da 
extremidade A do ponteiro das horas 4s 12 horas quando medidas 
a partir de um sistema de coordenadas sem rotag&o no centro da 
Terra. Assuma que o sentido positivo do eixo x é a partir do centro 
da Terra radialmente para fora apontando para o edificio e que o do 
eixo z aponta para o norte. O ponteiro das horas tem um comprimen- 
to 1 e executa duas rotagdes completas em relagiio ao relégio durante 
uma rotagio completa da Terra. O raio e a velocidade angular da 
Terra so Re w. 


5/176 Uma pista de boliche lisa é orientada na direg&o norte-sul 
como mostrado. Uma bola A é liberada com uma velocidade v ao lon- 
go da pista conforme indicado. Em fungao do efeito de Coriolis, a bola 
desvia uma distancia § como indicado. Desenvolva uma expressio 
geral para 6. A pista de boliche esta localizada em uma latitude @ no 
hemisfério norte. Avalie sua expressdo para as condicgées L = 18 m, 
v = 4,5 m/s e @ = 40°. Os jogadores de boliche devem preferir pistas 
orientadas na direcdo leste-oeste? Declare quaisquer hipéteses. 


Ce Z 


Fora de escala 


Problema 5/176 


5/177 O cursor montado sobre molas oscila no eixo de acordo com 
x = 0,04 sen at, onde x é expresso em metros e ¢ 6 expresso em se- 
gundos. Simultaneamente a estrutura gira em torno do mancal em 
O com uma velocidade angular » = 2 sen (7/2) rad/s. Determine 
a aceleracéo do centro C do cursor (a) quando t = 3 s e (6) quando 
t=1/2s. 
Resp. (a) ag = -0,297) m/s? 
(6) ag = -0,919i — 0,811) m/s? 


Problema 5/177 


5/178 Para o instante representado, a barra CB esta girando no 
sentido anti-hordrio a uma taxa constante N = 4 rad/s, e seu pino A 
provoca uma rotacéo no sentido hordrio do membro ranhurado ODE. 
Determine a velocidade angular w e a acelerac&o angular a de ODE 
para esse instante. - 


Resp. v4 =(R +h —Daj, ag = A(R +h + Dori 


Problema 5/178 


5/179 A figura mostra as pas do impelidor de uma bomba centrifu- 
ga que gira com uma velocidade constante no sentido horario de 200 
rpm. As particulas de fluido possuem uma velocidade absoluta cuja 
componente na direcdo r 6 de 3 m/s na descarga da palheta. Além 
disso, o médulo da velocidade das particulas medido em relacéo & 
palheta esta aumentando na taxa de 24 m/s? pouco antes de sajrem 
da palheta. Determine o médulo da acelerag&o total de uma parti- 
cula de fluido imediatamente antes de sair do impelidor. O raio de 
curvatura p da palheta em sua extremidade 6 de 200 mm. 

Resp. a = 46,9 m/s? 


Problema 5/179 


5/180 Cada um dos dois carros A e B esta viajando com uma velo- 
cidade constante de 72 km/h. Determine a velocidade e a aceleragaio 
do carro A como percebida por um observador se deslocando e gi- 
rando com o carro B quando os carros estao nas posigées mostradas. 
Os eixos x-y estéo presos no carro B. Esboce ambos os vetores do 
movimento relative. 
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Problema 5/180 


5/181 Uma cémara de teste A é utilizada para estudar enjéo. A 
camara 6 capaz de oscilar em torno de um eixo horizontal através 
de O de acordo com @ = 6 sen 2nf jt, e, ao mesmo tempo, possui um. 
movimento linear y = yo sen 27fo¢ em relacao & estrutura. Para um 
determinado conjunto de testes, as amplitudes estéo reguladas em 
4 = 7/4 radianos e yy = 150 mm, enquanto as freqiiéncias corres- 
pondentes sao f, = } ciclo/s e fy = § ciclo/s. Determine a expressdo 
vetorial para a aceleragao do ponto C na cémara no instante em que 
t=2s, 


Resp. ag = 0,3 (i ~ aj) mis? 


Problema 5/181 


5/182 Dois satélites estaéo em érbitas circulares equatoriais de 
diferentes altitudes. O satélite A esta em uma orbita geossincrona 
{uma com o mesmo periodo que o da rotacdo da Terra, de modo que 
ele “paira” sobre 0 mesmo ponto no equador). O satélite B possui 
uma 6rbita de raio rg = 30 000 km. Calcule a velocidade que A apa- 
renta ter para um observador fixo em B quando o Angulo de eleva- 
Gao @ é igual a (a) 0° e (b) 90°. Os eixos x-y estAo presos em B, cuja 
antena sempre aponta para o centro da Terra (direcdo y)}. Consulte 
a Secdo 3/13 e o Apéndice D para as informacdes necessdrias sobre 
as Orbitas. 
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Problema 5/182 


5/183 A manivela OA gira no sentido hordrio com uma velocidade 
angular constante de 10 rad/s dentro de um arco limitado de seu mo- 
vimento. Para a posic¢éo 6 = 30° determine a velocidade angular da 
barra ranhurada CB e a aceleraciio de A quando medida em relagéo 
a ranhura em CB. 

Resp. w = 5 rad/s SH, a, = -8660i mm/s? 


Problema 5/183 


5/184 Préximo do final de sua corrida para decolagem, o avido 
est4 “girando” (arfagem do nariz para cima) imediatamente antes 
de levantar véo. A velocidade e a aceleragao da aeronave, expres- 
sas em termos do movimento do conjunto das rodas C, sao ug e ag, 
ambos dirigidos horizontalmente para a frente. O Angulo de arfagem 
6 6,e a taxa de arfagem w = 6 esté aumentando na taxa a = @, Se 
uma pessoa A esté caminhando para a frente no corredor central 
com velocidade L e aceleracéo i, ambos medidos em frente em rela- 
go & cabine, desenvolva expressdes para a velocidade e a aceleragao 
de A conforme vistas por um observador fixo no solo. 

Resp. va = (vc cos 6 — wh + L)i+ Ll — ve sen Bj 

ag = (ac cos 6 — ah — Lw® + Di 
+ (-ag sen 6 — hw? + La + QoL)j 


»5/185 Determine a aceleracdo angular da haste EC na posi¢io 
mostrada, onde w = B = 2 rad/s e 8 = 6 rad/s? quando @ = B = 60°. O 
pino A é fixo na haste EC. A ranhura circular no elemento DO tem 
um raio de curvatura de 150 mm. Na posicéo mostrada, a tangente 
a ranhura no ponto de contato é paralela a AO. 

Resp. ago = 12 rad/s? SAH 


150 mm — 


Problema 5/185 


»5/186 O Snibus espacial A estA em uma 6rbita circular equa- 
torial de 240 km de altitude e esté se movendo de oeste para leste. 
Determine a velocidade e a aceleragéo que ele parece ter para um 
observador B fixo no equador e girando com a Terra enquanto o 6ni- 
bus espacial passa acima de sua cabega. Use R = 6378 km para o 
raio da Terra. Use também a Fig. 1/1 para o valor apropriado de g 
e faga seus cdlculos para uma preciséo de quatro algarismos signi- 
ficativos. 

Resp. Vye, = ~26 220i km/h 

Aj) = ~8,018j m/s” 
(usando g = 9,814 m/s”) 


Problema 5/186 


Ii 


5/8.-.;Revisio po Capituto 


No:Capitulo 5, aplicamos nosso conhecimeérito de cinema- 
tica basica do Capitulo 2 ao movimento plano dé corpos rigi- 
dos. Abordamos o problema de duas formas. 


1. Andlise de Movimento Absoluto 


Inicialmente, escrevemos uma equacéo que descreve a 
configuracdo geométrica geral de um determinado problema 
em termos de dados e de incégnitas. Em seguida diferencia- 
mos essa equacéo em relagéo ao tempo para obter velocida- 
des e acéleragées, tanto lineares quanto angulares. 


2. Analise de Movimento Relativo 


Aplicamos os principios do movimento relativo a corpos 
rigidos, e constatamos que essa abordagem nos permite re- 
solver muitos problemas que so complicados demais para 
tratar por diferenciacéo matematica. A equacg&o da-veloci- 
dade rélativa, o centro instantaneo de velocidade ‘nula, e a 
equacao da aceleracdo relativa todos exigem que visualize- 
mos claramente e analisemos corretamente 0 caso de movi- 
mento circular de um ponto em torno de outro ponto, quando 
observado a partir de eixos que néo giram. ie 


Salucao das ‘Equiacoes de Velocidade e de Acéléracao 
As relagdes de velocidade relativa e de aceleracdo relativa 


8&0 ‘equacdes vetoriais que podemos resolver com qualquer 
uma de trés maneiras: 


andlise geométrica escalar do poligo 


2. “por Algebra vetorial, ou 


PROBLEMAS DE REVISAO 


5/187 O disco circular gira em torno de seu eixo z com uma ve- 
locidade angular w = 2 rad/s. Um ponto P localizado sobre a borda 
possui uma velocidade dada por v = —0,8i — 0,6j m/s. Determine as 
coordenadas de P ¢ 0 raio r do disco. 

Resp. x =~0,3 m,y = 0,4 m,r=0,5 m 


Problema 5/187 


5/188 A placa retangular gira em torno de seu eixo fixo z. No ins- 
tante considerado sua velocidade angular é w = 3 rad/s e esta dimi- 
nuindo na taxa de 6 rad/s por segundo. Para esse instante escreva 
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3. por uma construcao grafica do poligono dos vetores. 


Sistemas de Coordenadas com Rotacao 


Finalmente, no Capitulo 5, apresentamos os sistemas de 
coordenadas com rotacgéo que nos permitem resolver proble- 
mas em que o movimento é observado em relac&o a um siste- 
ma de referéncia que gira. Sempre que um ponto se desloca 
ao longo de uma trajetéria em que ela propria esta girando, a 
andlise por eixos com rotagéo 6 indicada se uma abordagem 
de movimento relativo é utilizada. No desenvolvimento da 
Eq. 5/12 para velocidade e da Eq. 5/14 para aceleracio, onde 
os termos relativos séo medidos a partir de um sistema de 
referéncia com rotagdo, nos foi necessdrio levar em conside- 
ra¢do as derivadas no tempo dos vetores unitérios i e j fixos 
no referencial com rotagdo. As Eq. 5/12 e 5/14 também se 
aplicam ao movimento no espago, como serd apresentado no 
Capitulo 7. 

Um resultado importante da andlise dos sistemas de co- 
ordenadas que giram é a identificagdo da aceleragdo de Co- 
riolis. Essa aceleragaéo representa o fato de que'o vetor velo- 
cidade absoluta pode ter variagées tanto na direcéo quanto 
no médulo, devidas & rotacdo do vetor velocidade relativa e 
mudang¢a na posicdo da particula ao longo.da‘trajetéria que 
gira. 


No Capitulo 6, vamos estudar a cinética: dos corpos:rigi- 
dos no movimento plano. La perceberemos-que.a capacidade 
de analisar as aceleragées lineares e angulares’ dos corpos 
rigidos é necessdria para se aplicar as equagies de forca e 
amento que relacionam as forcas aplicadas aos movimen- 


tos associados. Desse modo, o material do Capitulo 5 6 fan- 
damental para o do Capitulo 6. 


as expresses vetoriais para a velocidade de P e suas componentes 
normal e tangencial da aceleracdo. 


Zz 


Problema 5/188 


5/189 Para o instante representado, o centro instanténeo de velo- 
cidade nula para a placa retangular em movimento plano esta loca- 
lizado em C. Se a placa possui uma velocidade angular no sentido 
anti-hordrio de 4 rad/s nesse instante, determine o médulo da velo- 
cidade vg do centro O da placa. 

Resp. vg = 1,077 m/s 


5 
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Problema 5/189 


5/190 Acuba oscilatéria de produtos do Prob. 5/86 6 apresentada 
aqui novamente. Se a manivela OB possui uma velocidade angular 
constante no sentido anti-hordrio de 0,944 rad/s, determine a veloci- 
dade angular de AB quando @ = 20°. 


Problema 5/190 


5/191 Aroda desliza enquanto rola. Se vg = 1,2 m/s e se a velocida- 
de deA em relagiio a B éde 0,9/2 m/s, localize o centro instanténeo C 
de velocidade nula e encontre a velocidade do ponto P. 

Resp. vp = 1,282 m/s 


Problema 5/191 


5/192 O grande carretel para cabo de eletricidade é rolado para 
cima no plano inclinado pelo veiculo conforme mostrado. O veiculo 
parte do repouso com x = 0 para o carretel e acelera na taxa constan- 
te de 0,6 m/s”. Para o instante em que x = 1,8 m, calcule a aceleragéo 
do ponto P sobre o carretel na posigao indicada. 


Problema 5/192 


5/193 As duas polias esto presas uma na outra para formar um 
wnico conjunto rigido, e cada um dos dois cabos esta enrolado fir- 
memente em torno de sua respectiva polia. Se o ponto A no cabo de 
elevacdo possui uma aceleragio para cima de 1 m/s*, determine os 
médulos da velocidade e da aceleragao dos pontos O e B se o pontoA 
tem uma velocidade para cima de 1,5 m/s no instante representado. 
Resp. vg = 1 m/s, vg = 1,414 m/s 
@o = 0,667 m/s”, ap = 2,75 m/s” 


Problema 5/193 


5/194 A placa em formato de triangulo isésceles é guiada pelos 
dois roletes nos vértices A e B que estio limitados a se deslocar nas 
ranhuras perpendiculares. A barra de controle fornece a A uma velo- 
cidade constante v, para a esquerda durante um intervalo do movi- 
mento. Determine o valor de @ para o qual a componente horizontal 
da velocidade de C é zero. 


PROT TTT 
Problema 5/194 


5/195 No instante representado x = 50 mm e § = 1,6 m/s. Determi- 
ne a velocidade correspondente do ponto B. 
Resp. vg = 1,029 m/s 


4 
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y uma expressdo para a aceleragéo angular a = # do rolo A em um ins- 
tante qualquer quando os raios da fita de A e de B siio r e rg, respec- 
E tivamente. A espessura da fita é b. Despreze o movimento angular 
Py A muito pequeno da fita entre os rolos. 


Aw, 
& | \NS 
$ ; 
5 1 \We 
f 
| 
| . 1-2 
i z | fe 2 Problema 5/198 
) 
SS rt 5/199 A roda rola sem deslizar, e sua posigdo é controlada pelo 
Problema 5/195 movimento do cursor B. Se B possui uma velocidade constante de 


250 mm/s para a esquerda, determine a velocidade angular de AB e 


i 5/196 O pino A no cotovelo AOD 6 guiado pelos frisos do cursor B, | # Velocidade do centro O da roda quando @ = 0. 

| que desliza com uma velocidade constante vg de 0,9 m/s ao longo do Resp. w4z = 0,354 rad/s SH 

| eixo fixo durante um intervalo do movimento. Para a posigéo 6 = 30° Ug = 0,1969 m/s 
determine a aceleragéo do émbolo CE, cuja extremidade superior é 


posicionada pela ranhura radial no cotovelo. 


Problema 5/199 


5/200 Se o centro O da roda do Prob. 5/199 possui uma velocidade 
constante de 150 mm/s para a esquerda, calcule a aceleragiio do cur- 
sor B para a posiciio 0 = 0. 


Problema 5/196 5/201 A figura ilustra um mecanismo de retorno répido, comumen- 


te utilizado, que realiza um movimento lento de corte da ferramenta 
(presa em D) e um movimento rapido de retorno. Se a manivela de 


i 5/197 Na posi¢do mostrada a barra DC esta girando no sentido 


anti-hordrio na taxa constante N = 2 rad/s. Determine a velocidade | acionamento OA esta girando na taxa constante 6 = 3 rad/s, determine 


angular w e a aceleragao angular a de EBO nesse instante. o médulo da velocidade do ponto B para o instante em que 6 = 30°. 
i Resp. w = 2 rad/s SAH Resp. vg = 288 mm/s 
a= 8 rad/s? SH 


| }<—150 mm —>| 


Problema 5/197 


5/198 A fita esté sendo transferida do rolo A para o rolo B. Se o 
rolo B gira com uma velocidade angular constante w , determine 


j 
| 
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5/202 As trés engrenagens 1, 2 e 3 de raios idénticos estao mon- 
tadas no brago rotativo como indicado. (Os dentes de engrenagem 
estéo omitidos no desenho.) O braco OA gira no sentido hordrio em 
torno de O na taxa angular de 4 rad/s, enquanto a engrenagem 1 
gira independentemente no sentido anti-hordrio na taxa de 8 rad/s. 
Determine a velocidade angular da engrenagem 3. 


Problema 5/202 


5/203 Para a posigéo mostrada onde @ = 30°, o ponte A sobre o 
cursor deslizante possui uma velocidade constante v = 0,3 m/s com 
o correspondente aumento do cilindro hidraulico AC. Para essa mes- 
ma posi¢ao BD é horizontal e DE é vertical. Determine a aceleragao 


angular op, de DE nesse instante. 
Resp. apg = 2,45 vad/s* SAH. 


200 


200 mm 


Problema 5/203 


5/204 Uma estacio de radar B situada no equador observa um sa- 
télite A em uma orbita circular equatorial de 200 km de altitude e se 
movendo de oeste para leste. Para o instante em que o satélite esta 
30° acima do horizonte, determine a diferenga entre a velocidade do 
satélite em relagio.A estagéio de radar, quando medida a partir de 
um sistema de referéncia sem rotacaio, e a velocidade quando medi- 
da em relag&o ao sistema de referéncia do sistema de radar. 


Problema 5/204 


8/205 A roda rola sobre a superficie circular sem deslizar. Na po- 
sigéo mais baixa, possui uma velocidade angular w e uma acelera- 
¢ao angular «,ambas no sentido hordrio. Para essa posi¢do, obtenha 
expressées para a aceleragéo do ponto C na roda em contato com a 


trajetéria e para a aceleragio do ponto A. 
rw; a 22r/h — 1. 
= = Qrai + re*——_ 
Resp 1- AR” 94S ARO TOT TGR 7 


Problema 5/205 


i *problemas para Resolucao com Auxilio do 
Computador 


*§/206 © braco ranhurado OB oscila em torno da vertical pela 
acao da manivela rotativa CA com 125 mm de comprimento, onde 
o pino A se acopla a ranhura. Para uma velocidade constante N= 
120 rpm da manivela CA, determine e represente graficamente a 
velocidade angular f do bracgo OB como uma fungéio de @ ao longo de 
360°, onde f é 0 Angulo entre OC e OB. Encontre 6 para a velocidade 
angular nula de OB. 


Problema 5/206 


*5/207 Para a roda de Genebra do Prob. 5/56, mostrada aqui no- 
vamente, escreva a expressao para a velocidade angular w, da roda 
ranhurada C durante o acoplamento do pino P e represente grafica- 
mente w, para o intervalo —45° < @< 45°. A roda motriz A tem uma 
velocidade angular constante w, = 2 rad/s. 2cos (0 + 8) 


Resp. 3 = —-__—_- 
Fi 2 cos B ~ cos (0 + B) 
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Problema 5/207 


*5/208 Um torque constante M ultrapassa 0 momento em torno 
de O devido a forca F sobre o émbolo, e resulta em uma aceleracio 
angular 6 = 100(1 — cos 6) rad/s”. Se a manivela OA 6 liberada a 
partir do repouso em B, onde @ = 30°, e atinge o batente em C, onde 
6 = 150°, represente graficamente a velocidade angular 6 como uma 
fungéo de @ e encontre o tempo ¢ para a manivela girar de @ = 90° 
até 6 = 150°. 


Problema 5/208 


*5/209 Para a configuragaéo de cursor e manivela apresentada, 
desenvolva a express&o para a velocidade v, do pistaéo (admitido 
positiva para a direita) como uma fungéo de 6. Substitua os dados 
numéricos do Exemplo 5/15 e calcule v4 como uma fungao de @ para 
0 < 6 < 180°. Represente graficamente vy contra @ e encontre seu 
médulo maximo e o valor correspondente de 6. (Por simetria estime 
os resultados para 180° < 6< 360°.) 


Resp. va = rw sen. o(1 + 


Problema 5/209 


*5/210 Para o cursor e manivela do Prob. 5/209, desenvolva a ex- 
pressdo para a aceleracao a, do pistaéo (admitido positiva para a 
direita) como uma fungiio de @ para w = 6 = constante. Substitua os 
dados numéricos do Exemplo 5/15 e calcule a4 como uma fungao de 
@ para 0 < #< 180°. Represente graficamente a, contra @ e encontre 
o valor de @ para o qual a, = 0. (Usando simetria faca uma previsio 
dos resultados para 180° < @< 360°.) 


#§/211 A manivela gira no sentido hordrio na taxa constante 6 = 
3 rad/s. A haste AB passa através do cursor articulado em C. Deter- 
mine a velocidade maxima v em que AB passa através do cursor e 0 
valor correspondente de @. Represente graficamente i contra 6 para 
0 < @< 180°, onde/ é a distancia AC. 

Resp. v = 240 mm/s em 6 = 70,5° 


240 mm 


Problema 5/211 


*5/212 A barra OA gira em torno do ponto fixo O com velocidade 
angular constante f = 0,8 rad/s. O pino A é fixo na barra OA e esté 
encaixado na ranhura do membro BD, que gira em torno de um eixo 
fixo através do ponto B. Determine e represente graficamente para 
todo o intervalo 0 < B < 360° a velocidade angular e a aceleraciéo 
angular de BD e a velocidade e a aceleragéo do pino A em relagao 
ao membro BD. 


Problema 5/212 


| 
| 
| 
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Ao alternar entre uma posicio completamente esticada e uma grupada ou carpada, um atleta de saltos ornamentais pode provocar grandes 
variacées na sua velocidade angular em torno de um eixo perpendicular ao plano da trajetoria. A conservacao da quantidade de movimento 
angular é o ponto-chave aqui. Os principios de corpo rigido deste capitulo podem ser aplicados, apesar de o corpo humano, evidentemente, 
nao ser rigido. 


DESCRICAO DO CAPITULO 


6/1 Introducao 


SECAO A  FORCA, MASSA E ACELERACAO 
6/2 Equacées Gerais do Movimento 


6/3 Translacao 
6/4 Rotacdo em Torno de um Eixo Fixo 
6/5 Movimento Plano Geral 


6/1 IntRopucAo 
ene ES SSS 

Acinética de corpos rigidos trata das relagdes entre ds for- 
¢as externas agindo sobre um corpo e os movimentos corres- 
pondentes de rotacao e translacdo do corpo. No Capitulo 5 de- 
senvolvemos as relacdes cinematicas para o movimento plano 
de corpos rigidos, e utilizaremos essas relagdes amplamente 
no presente capitulo, no qual os efeitos das forcas sobre 0 mo- 
vimento bidimensional de corpos rigidos séo examinados. 

Para o nosso objetivo neste capitulo, um corpo que pode 
ser aproximado como uma placa fina com o seu movimento 
limitado ao plano da placa sera considerado como em um 
movimento plano. O plano do movimento contera o centro 
de massa, e todas as forcas que atuam sobre o corpo serdao 
projetadas no plano do movimento. Um corpo que possui di- 
mensies consideraveis normais ao plano de movimento, mas 
é simétrico em relagao a esse plano de movimento através 
do centro de massa pode ser tratado como possuindo movi- 
mento plano. Estas idealizagées claramente se ajustam a um 
grande grupo de movimentos de corpo rigido. 


Requisitos para o Estudo da Cinética 


No Capitulo 3 verificamos que duas equagées de forga do 
movimento eram necessdrias para definir 0 movimento de 
uma particula cujo movimento esta limitado a um plano. 
Para o movimento plano de um corpo rigido, uma equagdo 
adicional é necessdria para descrever a condigao de rotacao 
do corpo. Assim, duas equacées de forca e uma equagao de 
momento ou seus equivalentes so necessdrias para deter- 
minar o estado do movimento plano de corpo rigido. 

As relacées cinéticas que formam a base para a maior 
parte da andlise do movimento de corpo rigido, foram de- 
senvolvidas no Capitulo 4 para um sistema geral de parti- 
culas. Uma referéncia freqtiente sera feita a essas equagées 
a medida que forem ainda mais desenvolvidas no Capitulo 6 
e aplicadas especificamente ao movimento plano de corpos 
rigidos. Vocé deve consultar o Capitulo 4 freqiientemente en- 
quanto estuda o Capitulo 6. Além disso, antes de prosseguir 
certifique-se de que tem uma compreensfo sélida do cdlculo 
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SECAO B TRABALHO E ENERGIA 
6/6 Relacdes Trabalho-Energia 


6/7 Aceleracao a partir da Relacdo Trabalho-Energia; 
Trabalho Virtual 


SECAO C IMPULSO E QUANTIDADE DE MOVIMENTO 
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das velocidades e aceleragdes tal como desenvolvidas no Ca- 
pitulo 5 para o movimento plano de corpo rigido. A menos 
que vocé seja capaz de determinar aceleragées corretamente 

a partir dos princfpios da cinematica, vocé freqtientemente 
sera incapaz de aplicar os principios de forga e momento da 
cinética. Conseqiientemente, vocé deve dominar a cinemati- 
ca necessdria, incluindo o cdlculo das aceleracibes relativas, t 
antes de prosseguir. 

A aplicagéo bem-sucedida da cinética exige que se isole 0 
corpo ou 0 sistema a ser analisado. A técnica de isolamento 
foi ilustrada e utilizada no Capftulo 3 para cinética de parti- 
culas e seré empregada de modo consistente no presente ca- 
pitulo. Para problemas que envolvem as relacdes instantane- 
as entre forca, massa e aceleracdo, 0 corpo ou 0 sistema deve 
ser explicitamente definido, isolando-o com o seu diagrama 
de corpo livre. Quando os princfpios de trabalho e energia 
séo empregados, um diagrama de forgas ativas que mostra 
apenas as forgas externas que realizam trabalho sobre 0 sis- 
tema pode ser utilizado em lugar do diagrama de corpo livre. 
O diagrama de impulso-quantidade de movimento deve ser 
construido quando métodos de impulso-quantidade de mo- 
vimento sAo utilizados. Nenhuma solugéo de um problema 
deve ser tentada sem em primeiro lugar definir 0 contorno 
externo completo do corpo ou do sistema e identificar todas as 
forgas externas que atuam sobre o mesmo. 

Na cinética de corpos rigidos que possuem movimento an- 
gular, devemos introduzir uma propriedade do corpo que re- 
presenta a distribuigéo radial de sua massa em relagéo a um 
eixo especffico de rotagéo normal ao plano do movimento. Essa 
propriedade é conhecida como 0 momento de inércia de massa 
do corpo, e é essencial que sejamos capazes de calcular essa 
propriedade a fim de resolver problemas envolvendo rotagao. 
Assumimos que vocé esta familiarizado com o cdlculo de mo- 
mentos de inércia de massa. O Apéndice B trata desse assunto 
para aqueles que necessitam de instrucao ou de reviséo. 


Organizacdo do Capitulo 


O Capitulo 6 é organizado nas mesmas trés secdes em que 
discutimos a cinética de particulas no Capitulo 3. A Segao A 
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relaciona as forgas e os momentos as aceleracées instantane- 
as linear e angular. A Secao B trata da solucao de problemas 
pelo método de trabalho e energia. A SecAo C aborda os mé- 
todos de impulso e quantidade de movimento. 

Praticamente todos os conceitos basicos e abordagens co- 
bertas nessas trés segées foram tratados no Capitulo 3 so- 


bre cinética da particula. Essa repeticéo o ajudard com os 
tépicos do Capitulo 6, desde que vocé tenha conhecimento 
da cinematica do movimento plano de corpo rigido. Em cada 
uma das trés secées, trataremos de trés tipos de movimento: 
translacdo, rotagdo em torno de um eixo fixo e movimento 
plano geral. 


SECAO A. 


FORCA, MASSA E ACELERACAO 


6/2 Equacdes Gerais po Movimento 


Nas Secées 4/2 e 4/4 desenvolvemos as equagies vetoriais 
do movimento para forga e momento de um sistema geral 
de massa. Aplicaremos agora esses resultados iniciando com 
um corpo rigido genérico em trés dimensées. A equagéo de 
forga, Eq. 4/1, 


iF = ma [4/1] 


nos mostra que a resultante XF das forcas externas que agem 
sobre o corpo é igual & massa m do corpo multiplicada pela 
aceleracdo a do seu centro de massa G. A equacdo do momen- 
to determinada em torno do centro.de massa, Eq, 4/9, 


2M, = Hg [4/9] 


mostra que 0 momento resultante em torno do centro de 
massa das forgas externas sobre o corpo é igual A taxa de 
variacéo no tempo da quantidade de movimento angular do 
corpo em torno do centro de massa. : 

Lembre-se do nosso estudo de estatica em que um siste- 
ma genérico de foreas agindo sobre um corpo rigido pode ser 
substituido por uma forga resultante aplicada a um ponto es- 
colhido e um bindrio correspondente. Substituindo as forgas 
externas pelo seu sistema forca-bindrio equivalente no qual 
a forca resultante atua através do centro de massa, podemos 
visualizar a acao das forgas e a correspondente resposta di- 
ndmica do corpo com o auxilio da Fig. 6/1. 

A parte a da figura mostra o diagrama de corpo livre per- 
tinente, A parte b da figura mostra 0 sistema forca-bindrio 


Diagramade Sistema Forca-Bindrio Diagrama 
Corpo Livre Equivalente Cinético 
(a) (b) (e) 
Figura 6/1 


equivalente com a forga resultante aplicada por meio de G. 
A parte ¢ da figura 6 um diagrama cinético, que represen- 
ta os efeitos dindmicos resultantes conforme descrito pelas 
Kgs. 4/1 e 4/9, A equivaléncia entre o diagrama de corpo livre 
e o diagrama cinético nos permite visualizar claramente e 
recordar de modo facil os efeitos distintos de translacdo e 
de rotacio das forcas aplicadas a um corpo rigido. Expressa- 
remos essa equivaléncia matematicamente conforme aplica- 
mos esses resultados ao tratamento do movimento plano de 
corpo rigido. 


Equacdes do Movimento Plano 


Aplicaremos agora as relacées expostas ao caso do movi- 
mento plano. A Fig. 6/2 representa um corpo rigido se deslo- 
cando com movimento plano no plano x-y. O centro de massa 
G possui uma aceleraciio a, e 0 corpo possui uma velocidade 
angular w = wk e uma aceleracéo angular a = ak, ambas as- 
sumidas positivas no sentido positivo de z. Como as diregdes 
z tanto de w quanto de a permanecem perpendiculares ao 
plano de movimento, podemos utilizar a notacéo escalar w e 
a = @ para representar a velocidade angular e a aceleragéo 
angular, 

A quantidade de movimento angular em torno do centro 
de massa para o sistema genérico foi expressa na Eq. 4/8a 
como Hg = Xp; x mp; onde p; 6 0 vetor posigao em relagdo a 
G da particula representativa de massa m,. Para nosso corpo 
rigido, a velocidade de m; em relacio a G é p; = w x p,, que 
tem um médulo p,w e se situa no plano de movimento normal 
a p;. O produto p; x p; 6 ent&éo um vetor normal ao plano x-y 
no sentido de w, e seu médulo é p,7w. Assim, 0 médulo do Hg 
vem a ser Hg = 2p;2ni,w = wp2m;. O somatério, que também 
pode ser escrito como J p? dm, é definido como 0 momento de 


Figura 6/2 
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inércia de massa I do corpo em torno do eixo z por meio de 
G. (Veja o Apéndice B para uma discussAo sobre o calculo de 
momentos de inércia de massa.) 

Podemos escrever agora 


onde 7 é uma propriedade constante do corpo. Essa proprie- 
dade 6 uma medida da inércia de rotagdo, que é a resistén- 
cia & variacdo na velocidade de rotacao devida 4 distribuicao 
radial de massa em torno do eixo z por meio de G. Com essa 
substituic&o, a equagao do momento, Eq. 4/9, se torna 


EMg = Hg = Iw = Ie 


onde a = # 6 a aceleragdo angular do corpo. 

Podemos agora enunciar a equagdo do momento e a forma 
vetorial da segunda lei do movimento de Newton generaliza- 
da, Eq. 4/1, como 


(6/1) 


As Eqs. 6/1 séo as equagées gerais do movimento para um 
corpo rigido em movimento plano. Ao aplicar as Eqs. 6/1, ex- 
pressamos a equacdo vetorial das forgas em termos de suas 
duas componentes escalares utilizando as coordenadas x-y, 
n-t, ou 7-6, as que forem mais convenientes para o problema 
em questao. 


Desenvolvimento Alternativo 


Pode ser instrutivo utilizar uma abordagem alternativa 
para desenvolver a equacéo do momento recorrendo direta- 
mente as forcas que agem sobre a particula representativa 
de massa m,, como mostrado na Fig. 6/3. A aceleragéo de m; 
6 igual a soma vetorial de @ e os termos relativos p,w” e p,0, 
onde o centro de massa G é usado como o ponto de referéncia. 
Segue-se que a resultante de todas as forgas sobre m; possui 
as componentes m,@, m,p,w”, e m,pja nas direcdes e sentidos 
indicados. A soma dos momentos dessas componentes de for- 
gas em torno de G no sentido de « resulta 


Mg, = mip;Pa + (mz sen B)x; — (m;& cos B)y; 


Existem expressdes similares do momento para todas as 
particulas no corpo, e o somatério desses momentos em torno 


Figura 6/3 


de G para as forcas resultantes agindo sobre todas as parti- 
culas pode ser escrito como 


IMg = ImjpZa + @sen B Lm;x; — cos B Im, y; 


Mas a origem das coordenadas foi estabelecida no centro de 
massa, de modo que 2m,x,; = mx = 0 e Smy; = my = 0. Assim, 
o somatério dos momentos vem a ser 


IMg = Imj,p;Pa = Ta 


como antes. A contribuigao para o 2Mg das forgas internas 
ao corpo 6, evidentemente, nula, uma vez que ocorrem em 
pares de forcas iguais e opostas de agéo e reacfo entre as 
particulas que interagem. Desse modo, 2Mg, como antes, re- 
presenta a soma dos momentos em torno do centro de massa 
G apenas das forcas externas agindo sobre 0 corpo, como in- 
dicado pelo diagrama de corpo livre. 

Observamos que a componente de forca m,p,w n&o produz 
nenhum momento em torno de G, e concluimos, portanto, que 
a velocidade angular w nao tem qualquer influéncia sobre a 
equacao do momento em torno do centro de massa. 

Os resultados incorporados em nossas equacées basicas 
do movimento para um corpo rigido em movimento plano, 
Eqs. 6/1, estéo representados esquematicamente na Fig. 6/4, 
que 6 a equivalente bidimensional das partes a e c da 
Fig. 6/1 para um corpo genérico tridimensional. O diagra- 
ma de corpo livre apresenta as forgas e 0s momentos que 
aparecem no lado esquerdo das equagdes do movimento. O 
diagrama cinético apresenta a resposta dinamica resultante 
em relac&o ao termo de transla¢éo ma e ao termo de rotagdo 
Ta que aparecem no lado direito das Eqs. 6/1. 

Conforme mencionado anteriormente, o termo de trans- 
lac&o ma sera expresso por suas componentes x-y, n-t ou r-6 
uma vez que 0 sistema de referéncia inercial adequado tenha 
sido escolhido. A equivaléncia representada na Fig. 6/4 é fun- 
damental para nossa compreensao da cinética do movimento 
plano e serd empregada com freqiiéncia na solugdo dos pro- 
blemas. 

A representacao das resultantes ma e Ia ajudara a ga- 
rantir que os somatérios de forga e momento determinados 
a partir do diagrama de corpo livre sejam igualados a sua 
resultante apropriada. 


F; 


Diagrama de Corpo Livre 
Figura 6/4 


Diagrama Cinético 
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Equacées Alternativas do Momento 


Na Seco 4/4 do Capitulo 4 sobre sistemas de particulas, 
desenvolvemos uma equacéo geral para momentos em torno 
de um ponto arbitraério P, Eq. 4/11, que é dada por 


2Mp = Hg +p X ma [4/11] 


onde p é o vetor desde P até o centro de massa Geaéa 
acelerac&o do centro de massa. Como demonstramos ante- 
riormente nessa se¢do, para um corpo rigido em movimento 
plano Hg vem a ser Iw. Além disso, 0 produto vetorial p x ma 
é simplesmente 0 momento de médulo mad de ma em torno 
de P. Portanto, para o corpo bidimensional ilustrado na 
Fig. 6/5 com seu diagrama de corpo livre e diagrama cinético, 
podemos reescrever a Eq. 4/11 simplesmente como 


(6/2) 


Evidentemente, todos os trés termos so positivos no sentido 
anti-horério para o exemplo apresentado, e a escolha de P 
elimina a referéncia a Fy e F3. 

Caso desejdssemos eliminar a referéncia a F, e Fy, por 
exemplo, escolhendo a intersegao de suas diregdes como o 
ponto de referéncia, entdo P se situaria no lado oposto ém 
relacéo ao vetor ma, e o momento no sentido hordrio de ma 
em torno de P seria um termo negativo na equagdo. A Eq. 
6/2 é facilmente lembrada jé que 6 apenas uma expressdo do 
familiar principio dos momentos, onde a soma dos momentos 
em torno de P é igual ao momento combinado em torno de P 
de sua soma, expressa pelo momento resultante 3Mg = Ia e 
pela forca resultante LF = ma. 

Na Segaio 4/4 desenvolvemos também uma equagao alterna- 
tiva para o momento em torno de P, Eq. 4/18, que é dada por 


EMp = (Hp),91 +p X map [4/13] 


Para movimento plano de corpo rigido, se P 6 escolhido como 
um ponto fixo ao corpo, ent&o na forma escalar (Hp),.) vem a 
ser Ipa, onde Ip 6 0 momento de inércia de massa em relagdo 
a um eixo por meio de P e a é a acelerac&o angular do corpo. 
Entao podemos escrever a equagao como 


(6/3) 


onde a aceleracio de P é ap e o vetor posigéo de P para G é p. 


Diagrama de Corpo Livre 


Diagrama Cinético 


Figura 6/5 


Quando p = 0, o ponto P se torna o centro de massa G, ea 
Eq. 6/3 se reduz 4 forma escalar 3Mg = Ia, desenvolvida an- 
teriormente. Quando o ponto P se transforma em um ponto 
O fixo em um sistema de referéncia inercial e preso ao corpo 
(ou ao corpo estendido), ent&o ap = 0, e a Eq. 6/3 na forma 
escalar se reduz para 


(6/4) 


A Eq. 6/4 entao se aplica 4 rotac&éo de um corpo rigido em 
torno de um ponto sem aceleragéio O fixo ao corpo e é a sim- 
plificagéo bidimensional da Eq. 4/7. 


Movimento com e sem Restricao 


O movimento de um corpo rigido pode ser com restric&o 
ou sem restricéo. O foguete se deslocando em um plano ver- 
tical, Fig. 6/6a, 6 um exemplo de movimento sem restrigdo 
ja que nao existem limitagées fisicas ao seu movimento, As 
duas componentes @, e @, da aceleragéo do centro de massa 
e a aceleracdo angular a podem ser determinadas indepen- 
dentemente uma da outra pela aplicacdo direta das Eqs. 6/1. 

A barra na Fig. 6/6), por outro lado, é submetida a um 
movimento com restrigao, onde as guias vertical e horizon- 
tal para as extremidades da barra impdem uma relagdo ci- 
nematica entre as componentes da aceleragéo do centro de 
massa e a aceleragéo angular da barra. Assim, 6 necessario 
determinar essa relagdo cinemdtica a partir dos principios 
estabelecidos no Capitulo 5 e combind-la com as equacgies do 
movimento para forgas e momentos antes que uma solugdo 
possa ser efetivada. 

Em geral, problemas de dinamica que envolvem restri- 
cées fisicas ao movimento exigem uma andlise cinematica 
relacionando aceleracées lineares e angulares antes que as 
equacdes do movimento para forcas e momentos possam ser 
resolvidas. E por essa razéo que o conhecimento dos princi- 
pios e métodos do Capitulo 5 é téo vital para o desenvolvi- 
mento do Capitulo 6. 


Sistemas de Corpos Interligados 


Em algumas situagées, em problemas tratando com dois 
ou mais corpos rigidos conectados cujos movimentos estao 
relacionados cinematicamente, é conveniente analisar os 
corpos em um sistema como um todo. 


(a) Movimento sem Restrigao 


(b) Movimento com Restrigao 


Figura 6/6 
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Diagrama de Corpo 
Livre do Sistema 
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= Diagrama Cinético 
do Sistema 


Figura 6/7 


A Fig. 6/7 ilustra dois corpos rigidos articulados em A e 
submetidos as forcas externas indicadas. As forcas na juncdo 
em A sao internas ao sistema e no sao mostradas. A resultan- 
te de todas as forcas externas deve ser igual & soma vetorial 
das duas resultantes ma, e mop, e a soma dos momentos em 
torno de algum ponto arbitrdrio, tal como P, de todas as for- 
cas externas deve ser igual ao momento das resultahtes, 
Toy + Iga + myG,d, + MyGndy. Desse modo, podemos afirmar 


(6/5) 


| Procedimento de Analise. 


exigéncias do problema: 


Na solugdo de problemas envolvendo forga, massa e aceleragéio no movimento plano de corpos ri- 
gidos, os seguintes passds devem ser seguidos uma vez que vocé tenha compreendido as condigées e 


. I> Cinemdtica. Em primeiro lugar, identifique a classe de movimento e entdo encontre quaisquer 


onde os somatérios no lado direito das equagdes representam 
tantos termos quantos forem o niimero de corpos separados 
existentes. 

Se houver mais de trés incégnitas restantes em um sis- 
tema, entretanto, as trés equagdes escalares independentes 
do movimento, quando aplicadas ao sistema, n4o sao sufi- 
cientes para resolver o problema. Nesse caso, métodos mais 
avancados tais como o do trabalho virtual (Segdio 6/7) ou as 
equacgées de Lagrange (nao discutidas neste livro*) podem 
ser empregados, ou entado o sistema pode ser desmembrado e 
cada parte analisada separadamente com as equacées resul- 
tantes resolvidas simultaneamente. 


sevasnes lineares e angulares necesgdérias que possam ser determinadas unicamente.a partir das 
informagées cinematicas fornecidas. No caso do movimento plano com restric¢éo, normalmente é ne- 
cessdrio estabelecer a rélagéo entre’a aceleragéo linear do centro da massa e a acelerag&o angular do 
corpo resolvendo inicialmente as equagdes Ree da velocidade relativa e da aceleragio relati- 


leracdo‘neste captt 
que a revisao freq 


a de corpo livré completo do corpo a ser analisado. Es- 
pecifique um sistema’ conveniente e‘indique todas as grandezas conhecidas.e 


desconhecidas. Odi 


ais do que cinéo eo ineégnitas escalares que possam ser 
€ do movin to, obtidas a partir das | Eas. 6/1, ¢ ‘das 


*Quando um sistema interligado possui mais de um gran de Hiberdade, isto é, precisa de mais do que uma coordenada para especi- 
ficar completamente a configuragdo do sistema, as equacgées mais avangadas de Lagrange sao geralmente utilizadas. 
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Nas trés secées a seguir os desenvolvimentos anteriores 
serdo aplicados a trés casos de movimento em um plano: 
translagdo, rotac¢do em torno de um eixo fixo e movimento 
plano geral. 


6/3 TrRANsLacéo 


A translagao de corpo rigido no movimento plano foi des- 
crita na Seco 5/1 e ilustrada nas Figs. 5/la e 5/1b, onde vi- 
mos que cada linha de um corpo em translagéo permane- 
ce paralela & sua posigéo original em qualquer instante de 
tempo. Na translagéo retilinea todos os pontos se deslocam 
em linhas retas, enquanto na translac&o curvilinea todos os 
pontos se deslocam sobre trajetérias curvas congruentes. Em 
qualquer caso, néo hé movimento angular do corpo em trans- 
lacdo, de forma que ambos w e a séo nulos. Portanto, a partir 
da relac&o de momentos das Eqs. 6/1, vemos que qualquer 
referéncia ao momento de inércia é eliminada para um corpo 
em translacéo. 


Entao, para um corpo em translag&o, as equacées gerais 
para o movimento plano, Eqs. 6/1, podem ser escritas 


(6/6) 


Para a translacdo retilinea, ilustrada na Fig. 6/8a, se 0 eixo 
x for escolhido na direc&o da aceleracdo, entao as duas equa- 
gées escalares para as forcas se tornam LF, = ma, e LF, = 
ma, = 0. Para a translagéo curvilinea, Fig. 6/8), se utilizar- 
mos as coordenadas n-t, as duas equagées escalares para as 
forcas vém a ser SF, = ma, e XF, = ma,. Em ambos 0s casos, 
2M, = 0. 

Podemos também aplicar a equacdo alternativa do mo- 
mento, Eq. 6/2, com o auxilio do diagrama cinético. Para 
translagiio retilinea vemos que LMp = mad e XM, = 0. Para 
translagio curvilinea o diagrama cinético nos permite escre- 
ver XM, = ma,d, no sentido horario e 3M z = ma,dg no sen- 
tido anti-hordrio. Assim, temos total liberdade para escolher 
um centro conveniente para o momento. 


x F, 
Trajetéria de G : y, Ce 
F, wt may _-t 
Gen a 
go = 
Trajetéria de 
eee 7 
i \ ma, 
hn \ 
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Fy n 
Diagrama de Corpo Livre Diagrama Cinético Diagrama de Corpo Livre Diagrama Cinético 
(a) Translagao Retilinea (6) Translagdo Curvilinea 
(a=0, w= 0) (a=0, w= 0) 
Figura 6/8 
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Os métodos desta seco se aplicam.a esta motocicleta se o seu Angulo de 
rolagem (inclinacado) é constante para um intervalo de tempo. 
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Exemplo 6/1 


Acaminhonete de 1500 kg atinge uma velocidade de 50 km/h a partir do repouso em 
uma distancia de 60 m ao subir a inclinacao de 10% com aceleragdo constante. Calcule 
a forga normal sob cada par de rodas e a forga de atrito sob as redas motrizes traseiras. 
Sabe-se que 0 coeficiente de atrito efetivo entre os pneus e a estrada é de pelo menos 
0,8. 


Solugdo. Vamos assumir que a massa das rodas é desprezivel comparada com a massa 
total da caminhonete. A caminhonete pode agora ser considerada como um corpo rigido 
wnico em translagao retilinea com uma aceleracao de 


(50/3,6)? 


2 = a=" 
{o?' = 2as] o ~~" 2(60) 


= 1,608 m/s? 

O diagrama de corpo livre da caminhonete inteira mostra as forcas normais N,e No, 
a forca de atrito F no sentido oposto ao do deslizamento das rodas motrizes, e 0 peso P 
representado por suas duas componentes. Com 6 = tan” 1/10 = 5,71°, essas componen- 
tes sdo P cos @= 1500(9,81) cos 5,71° = 14,64(10°) N e P sen @ = 1500(9,81) sen 5,71° = 
1464 N. O diagrama cinético mostra a resultante, que passa através do centro de massa 
e possui a direcéo e o sentido da sua aceleracdo. Seu médulo é 


ma = 1500(1,608) = 2410 N 


Aplicando as trés equacdes do movimento, Eqs. 6/1, para as trés incégnitas se ob- 


tém - 
(EF, = ma,] F~1464= 2410 F =3880N Resp. 
(LF, = ma, = 01] N, + Ng — 14,64(10%) = 0 (a) 
[EMg = Ia = 0} 1,5N, + 3880(0,6) — NQ(1,5) = 0 (b) 
Resolvendo (a) e (b) simultaneamente resulta 

N,=6550N N,=8100N Resp. 


Para suportar uma forca de atrito de 3880 N, um coeficiente de atrito de no minimo 
FIN, = 3880/8100 = 0,48 é necessdrio. Como 0 coeficiente de atrite 6 de pelo menos 0,8, 
as superficies sio suficientemente rugosas para suportar o valor calculado de F de 
modo que o nosso resultado esté correto. 


Solugdo Alternativa. A partir do diagrama cinético vemos que Nj e N2 podem ser ob- 
tidos independentemente um do outro escrevendo equagies separadas para o momento 
em relagéoaAea B. 


{=M, = mad] 3Nq — 1,5(14,64)108 — 0,6(1464) = 2410(0,6) 

No» = 8100 N Resp. 
{£M, = mad] —14,64(108)(1,5) — 1464(0,6) — 3N, = 2410(0,6) 

N, = 6550 N Resp. 


Sugestées Uteis 


@ Sem essa hipétese, seriamos forgados a le- 
var em consideragéo as forgas adicionais 
relativamente pequenas que produzem mo- 
mentos para fornecer as rodas sua acelera- 
go angular. 

® Lembre-se de que 3,6 km/h é 1 m/s. 


@ Devemos ter cuidado para nao usar a equa- 
gao de atrito F = uN aqui, uma vez que nao 
temos um caso de deslizamento ou desliza- 
mento iminente. Se o coeficiente de atrito 
fornecido fosse menor do que 0,48, a forca 
de atrito seria uN», e a caminhonete seria 
incapaz de atingir a aceleracéio de 1,608 m/s®. 
Nesse caso, as incégnitas seriam N,, Ny ea. 

@ O lado esquerdo da equacao é obtido a par- 
tir do diagrama de corpo livre, ¢ o lado direi- 
to a partir do diagrama cinético. O sentido 
positivo para o somatério dos momentos é 
arbitrario, porém deve ser 0 mesmo para 
ambos os lados da equacéo. Nesse proble- 
ma, adotamos o sentido hordrio como posi- 
tivo para o momento da forga resultante em 
relagéo a B. 


(OKC) 


312 = Capitulo.6 


Exemplo 6/2 


A barra vertical AB possui uma massa de 150 kg com o centro de massa G no ponto 
médio entre as extremidades. A barra é elevada a partir do repouso em @ = 0 por meio 
das hastes paralelas de massas despreziveis, com um momento constante M = 5 kN-m 
aplicado a haste inferior em C. Determine a aceleragao angular @ das hastes como uma 
fung&o de @ e encontre a forga B na haste DB no instante em que @ = 30°. 


Solucdo. Observa-se que 0 movimento da barra é de translagdo curvilinea j4 que a 
barra propriamente dita nao gira durante o movimento. Com 0 movimento circular do 
centro de massa G, escolhemos as coordenadas n e t como a descrigaéo mais conveniente. 
Com as massas despreziveis das hastes, a componente tangencial A, da forga em A é 
obtida a partir do diagrama de corpo livre de AC, onde 3M, = 0 e A, = MIAC = 5/1,5 = 
3,33 KN. A forca em B é paralela a haste. Todas as forgas aplicadas sao mostradas ne 
diagrama de corpo livre da barra, e o diagrama cinético também 6 apresentado, onde a 
resultante ma é mostrada em termos de suas duas componentes. 

A seqtiéncia de solugdo é determinada observando que A, e B dependem do soma- 
torio de forgas na diregio n e, conseqiientemente, de mrw em @ = 80°. O valor de w 
depende da variagao de a = 6 com @. Essa dependéncia é determinada a partir de_um 
somatério de forcas na dire¢do ¢ para um valor genérico de 6, onde &, = (@,)4 = ACa. 
Desse modo, comecamos com. 


(nF, = ma] 8,33 — 0,15(9,81) cos # = 0,15(1,5a) Resp. 


a = 14,81 — 6,54 cos 6 rad/s? 


Como resultado de « uma fungéo conhecida de 0, a velocidade angular w das hastes 6 
obtida por 


o 8 
lw dw = 0 d6) i o dw = I (14,81 — 6,84 cos 0) do 
w? = 29,60 - 13,08 sen 9 


Asubstituigao de @ = 30° fornece 


(w")gqe = 8,97 (rad/s)? tgp = 9,15 rad/s? 


mo? = 0,15(1,5)(8,97) = 2,02 kN 

mra = 0,15(1,5)(9,15) = 2,06 kN 
A forga B pode ser obtida por um somatério de momentos em relagao a A, que eli- 
mina A, e A; e o peso. Ou um somatério de momentos pode ser adotado em relagiio a 


intersegdo da diregdo de A, e a linha de agéo de mra, que elimina A, e mra. Usando A 
como centro para os momentos se obtém 


{=M, = mad] 1,8 cos 30° B = 2,02(1,2) cos 30° + 2,06(0,6) 
B= 2,14kN Resp. 
A componente A, pode ser obtida a partir de um somatério de forgas na diregao n ou a 


partir de um somatério de momentos em relagéo a G ou em relacao a intersegao de Be 
a linha de ac&o de mra. 


Sugestdes Uteis 


@ De um modo geral, a melhor escolha para os 
eixos de referéncia é fazé-los coincidir com 
as direcdes nas quais as componentes da 
aceleragéo do centro de massa sio expres- 
sas. Analise as conseqiiéncias da escolha 
dos eixos horizontal e vertical. 

@® As equagies de forcas e momentos para um 
corpo de massa desprezivel séo iguais as 
equacées de equilibrio, A haste BD, conse- 
qiientemente, desempenha o papel de um 
elemento de duas forgas em equilfbrio. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


6/1 A barra uniforme OB de 30 kg é mantida na posi¢éo vertical 
em relacdo 4 estrutura acelerada pela articulacéo em O e pelo rolete 
em A. Se a aceleracdo horizontal da estrutura é@ = 20 m/s?, calcule a 
forca F, sobre o rolete e a componente horizontal da forca suportada 
pelo pino em O. 

Resp. F, = 1200 N, O, = 600 N 


Problema 6/1 
6/2 Um vagio de passageiros de um sistema suspenso de mono- 
trilho 6 acionado por uma de suas duas pequenas rodas A ou B. Se- 
lecione a roda para a qual o vagao pode receber a maior aceleragiio 
sem deslizamento da roda motriz e calcule a aceleracéo maxima se 0 
coeficiente de atrito efetivo é limitado a 0,25 entre as rodas eo trilho. 
Despreze a pequena massa das rodas. 


Problema 6/2 


6/3 Qual aceleragio a do cursor ao longo da guia horizontal resul- 
tard em um deslocamento angular constante de 15° do péndulo em 
relagéo a vertical? A haste esbelta de comprimento / e a particula 
possuem massa m cada uma. Atrito no pino P é desprezivel. 

Resp. a = 0,268g¢ 


Probfema 6/3 


6/4 O mastro uniforme AB de 100 kg esta suspenso na posicao 
horizontal pelos trés fios mostrados. Se o fio CB rompe, caleule a 
tensao no fio BD imediatamente apés a ruptura. (Sugestdo: Por uma 
escolha cuidadosa do centro para 0 momento, resolva utilizando ape- 
nas uma equacéo de movimento.) 


Cc D 


Problema 6/4 


6/5 Determine a velocidade minima v e 0 Angulo correspondente 0 
para que a motocicleta possa andar na parede vertical de uma pista 
cilindrica. O coeficiente de atrito efetivo entre os pneus e a parece é 
de 0,70. (Note que as forgas e as aceleragdes se encontram no plano 
da figura, de modo que o problema pode ser tratado como um de 
movimento plano com translago.) 

Resp. v = 42,6 km/h, 0 = 55,0° 


Problema 6/5 


6/6 Obrago OA do acelerémetro de classificagao possui uma massa 
de 0,25 kg com centro de massa em G. A mola e o parafuso de ajuste 
esto regulados para uma forga de 12 N em B. A que aceleracao a os 
contatos elétricos em A estariam prestes a se abrir? O movimento 
ocorre no plano vertical da figura. 
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6/7 Uma haste esbelta uniforme repousa sobre o assento de um 
carro conforme indicado. Determine a desaceleracdo a para a qual a 
haste comecaré a se inclinar para a frente. Admita que o atrito em B 
é suficiente para evitar o deslizamento. 

Resp. a = 5,66 m/s? 


ies Horizontal 


Problema 6/7 


6/8 A barra uniforme AB de 5 kg esté suspensa em uma posigdo 
vertical a partir de um vefculo com aceleracdo e é limitada pelo fio 
BC. Sea aceleracio 6 a = 0,6g, determine a trag&o T no fio e o médulo 
da forga total suportada pelo pino em A. : ts 


; BE 
Problema 6/8 


6/9 Quando o cortador de grama acionado pelas rodas traseiras é 
colocado para funcionar ainda em repouso observa-se que gira mo- 
mentaneamente seus pneus traseiros enquanto acelera. Se os coefi- 
cientes de atrito entre os pneus traseiros e o solo sio p, = 0,70 e 
Hq = 0,50, determine a aceleragdo para a frente a do cortador. A mas- 
sa do cortador e do saco agregado 6 de 50 kg com o centro de massa 
em G. Suponha que o operador néo empurre o cortador, de forma 
que P=0. 

Resp. a = 4,14 m/s” 


Problema 6/9 


6/10 O caixote de 600 kg é apoiado pelos roletes em A e B e esta 
sendo deslocado ao longo do piso pelo cabo horizontal. Se a tragao 
inicial no cabo 6 de 3000 N quando o guincho atua, determine as 
forcas correspondentes sob os roletes. O centro de massa do caixote 
esté localizado em seu centro geométrico. 


je 1200 ————> 


Dimensées em milimetros 


Problema 6/10 


6/11 Determine o valor da forca P que faria o armdrio comegar a 
se inclinar. Qual coeficiente de atrito estatico 1, 6 necessdrio para 
assegurar que a inclinac&o ocorra sem deslizamento? 

2 
Resp. P = 392 N, p, > 5 


Problema 6/11 


6/12 Ociclista aciona os freios enquanto desce a inclinagéo de 10°. 
Que desaceleracéo a provocaria a condigdo arriscada de giro em tor- 
no da roda dianteira A? O centro de massa combinado do ciclista e 
da bicicleta esta em G. 
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6/13 A tdbua uniforme de 40 kg esta apoiada na caminhonete em 
sua extremidade A e em B onde se apdia sobre a superficie superior 
lisa da cabine. Calcule a forga de contato em B se a caminhonete 
avanga com uma aceleragdo a = 4 m/s”. 

Resp, B = 234.N 


Problema 6/13 


6/14 0 dispositivo apresentado consiste em uma estrutura verti- 
cal A na qual estao livremente articulados um setor dentado em O 
e uma engrenagem e ponteiro vinculados em C. Sob a agao de uma 
acelerac4o horizontal constante a para a direita, o setor sofre um 
deslocamento angular no sentido hordrio, obrigando, assim, o‘pon- 
teiro a registrar um Angulo @ constante no sentido anti-hordrio a 
partir da posic¢ao de aceleracdo nula em 6 = 0. Determine a acelera- 
¢&o correspondente a um Angulo 6. 


Problema 6/14 


6/15 © carro de 1650 kg tem o seu centro de massa posicionado 
em G. Calcule as forcas normais N, e Nz entre a estrada e os pares 
de rodas dianteiro e traseiro na condigéo de aceleragio maxima. A 
massa das rodas 6 pequena quando comparada com a massa total 
do carro. O coeficiente de atrito estatico entre a estrada e as rodas 
traseiras motoras é de 0,8. 

Resp. N, = 6,85 kN, Nz = 9,34 kN 


1200 
peer aee 
mm 


Problema 6/15 


Problemas Representativos 


6/16 Um dispositivo consiste na barra uniforme ACB de 2 kg com 
dois cilindros leves que aplicam forga aos laminados na parte supe- 
rior e na parte inferior de uma bancada. Determine a forca exercida 
por cada cilindro sobre o laminado quando uma forga de 50 N é apli- 
cada perpendicular a barra na posi¢ao indicada. Despreze qualquer 
atrito. 


Dimensées em milimetros 


Problema 6/16 


6/17. Uma correia transportadora com calgos leva cilindros sélidos 
homogéneos para cima em uma inclinagdo de 15°. O diametro de 
cada cilindro é metade de sua altura. Determine a aceleragdo maxi- 
ma que a correia pode ter sem derrubar os cilindros na partida. 
Resp. a = 0,224¢ 


Problema 6/17 


6/18 O dispositivo mostrado oscila horizontalmente de acordo com 
x = 6 sen wt, onde w e b sio constantes. Determine e faga um grafico 
da forca T no elemento de ligacdo leve em A como uma fungao do 
tempo ¢. A massa da haste esbelta uniforme AP é m. 


{ 
i 
| 
| 
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Problema 6/18 


6/19 Determine o médulo P e a direcao 6 da forga necessdria para 
transmitir uma aceleragado a = 1,5 m/s” para tras ao carrinho de 
mo carregado, sem rotagao, a partir da posigéo mostrada. A massa 
combinada do carrinho de mao e de sua carga 6 de 190 kg com o 
centro de massa em G. Compare a forga normal em B sob aceleracéo 
com aquela para equilfbrio estatico na posigéo mostrada. Despreze 0 
atrito e a massa da roda. 
Resp. P = 439 N, 0 = 49,6° 
B = 1580 N, Bg, = 1553 N 


Problema 6/19 


6/20 O bloco A e a haste anexa tém, juntos, uma massa de 60 kg e 
estado limitados a se deslocar ao longo da guia de 60° sob a agdo da 
forga aplicada de 800 N. A haste uniforme horizontal possui uma 
massa de 20 kg e esta soldada ao bloco em B. O atrito na guia é 
desprezivel. Calcule 0 momento fletor M exercido pela solda sobre 
a haste em B. ‘ 


Problema 6/20 


6/21 O reboque carregado tem uma massa de 900 kg com o centro 
de massa em G e estd preso em A a um engate em um pdéra-choque 
traseiro. Se o carro e o reboque atingem uma velocidade de 60 km/h 


em uma estrada horizontal, em uma distancia de 30 m a partir do 
repouso com aceleragdo constante, calcule a componente vertical da 
forca suportada pelo engate em A. Despreze a pequena forga de atri- 
to exercida sobre as rodas relativamente leves. 

Resp. A, = 1389 N 


oy 
i 
! 
Lo—x 


hewmen 1,2 af 
Problema 6/21 


6/22 O coeficiente de atrito estatico em ambas as extremidades 
da barra uniforme é igual a 0,40. Determine a aceleragao horizontal 
maxima a que o caminhdo pode ter sem levar a barra a deslizar. (Su- 
gestdo: O problema pode ser resolvido usando apenas uma equacao, 
uma equacéo de momentos. A localizagéo do centro para os momen- 
tos pode ser determinada graficamente.) 


Problema 6/22 


6/23 Ocarrinho B se desloca para a direita com aceleragao a = 2g. 
Se o deslocamento angular constante da haste esbelta uniforme de 
massa 3m foi verificado ser de 20°, determine o valor da constante 
torcional K da mola. A mola, que exerce um momento de médulo M = 
K@ sobre a haste, esta sem deformagao quando a haste esta vertical. 
Os valores de m e/ sao 0,5 kg e 0,6 m, respectivamente. Considere a 
pequena esfera de massa m na extremidade como uma particula. 
Resp. K = 46,8 N-m/rad 


Problema 6/23 


6/24 As duas barras idénticas uniformes séo livremente articula- 
das nas extremidades inferiores e esto apoiadas nas extremidades 
superiores por pequenos roletes de massa desprezivel que rolam 
sobre um trilho horizontal. Determine o Angulo permanente § assu- 
mido pelas barras quando estao acelerando sob a acdo de uma forga 
constante F. Encontre também as forcas verticais sobre os roletes 
enAeB. 


Problema 6/24 


6/25 0 testes de projeto da seqiiéncia de aterrissagem para 0 mé- 
dulo lunar s&o realizados utilizando o modelo de péndulo susperiso 
pelos fios paralelos A e B. Se o modelo possui uma massa de 10 kg, 
com centro de massa em G, e se 6 = 2 rad/s quando 6 = 60°, calcule a 
tracéo em cada um dos fios para esse instante. 

Resp. Ty = 147,9N, Tg = 2L1N 


Problema 6/25 


6/26 © cortador de grama motorizado possui uma massa de 
140 kg, com centro de massa em G,. O operador possui uma massa 
de 90 kg, com centro de massa em Gp. Calcule 0 coeficiente de atrito 
efetivo minimo j que permitird as rodas dianteiras do cortador se 
levantarem do solo quando o cortador comecar a se deslocar para 
a frente. 
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Problema 6/26 


6/27 A placa retangular homogénea de 20 kg é apoiada no plano 
vertical pelas hastes leves paralelas mostradas. Se um momento 
M = 110 N-m é aplicado a extremidade da haste AB com o sistema 
inicialmente em repouso, calcule a forca suportada pelo pino em C 
quando a placa se desprende do seu suporte com @ = 30°. 

Resp. C'=218N 


600 mm B 


Problema 6/27 


6/28 Um avido a jato com uma velocidade de aterrissagem de 
200 km/h reduz sua velocidade para 60 kin/h por meio de um empu- 
xo negativo R proveniente de seus reversores de empuxo, em uma 
distancia de 425 m ao longo da pista de pouso com desaceleracao 
constante. A massa total da aeronave é de 140 t com o centro de mas- 
sa em G. Calcule a reacao N sob a roda dianteira B préximo do final 
do intervalo de frenagem e antes da aplicagéo do freio mecanico. Na 
velocidade mais baixa, as forgas aerodinamicas sobre a aeronave séo 
pequenas e podem ser desprezadas. 


Problema 6/28 
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6/29 Determine a massa m maxima do cilindro para a qual o va- 
gao de carvao carregado com 2000 kg ndo ira tombar em relagao as 
rodas traseiras B. Despreze a massa de todas as polias e redas. (Note 
que a tragiio no cabo em C néio é 2mg.) 

Resp. m = 3,236 


Problema 6/29 


6/30 Acaminhonete carregada, que possui uma massa de 1800 kg 
com centro de massa em G4, esté puxando o reboque de 900 kg com 
centro de massa em Go. Enquanto desce uma inclinagéo de 10%, o 
motorista aciona os freios e diminui a velocidade de 96 km/h para 
48 km/h em uma distancia de 110 m. Para esse intervalo, calcule as 
componentes x ey da forga exercida sobre 0 engate do reboque em D 
pela caminhonete. Encontre também a forga normal correspondente 
sob cada par de rodas em B e C. Despreze 0 efeito da rotagéo das 
rodas. 


1550 


Dimensées em milimetros 


Problema 6/30 


6/31 Aplaca semicircular de espessura uniforme possui uma mas- 
ga de 70 kg e 6 levantada a partir do repouse pelo mecanismo de has- 
tes paralelas de peso desprezivel sob a ago de um momento M de 
600 N-m aplicado a extremidade da haste. Calcule as componentes 
normal e tangencial a AB do cortante suportado pelo pino em A logo 
apés o momento M ser aplicado. 

Resp. A, = 21,0 N, A, = 800 N 


Dimensées em milimetros 


Problema 6/31 


6/32 A figura mostra a plataforma mével de langamento A do fo- 
guete Saturno V juntamente com a torre umbilical B, o foguete sem 
combustivel C, e o veiculo de transporte sobre esteiras D que carrega 
o sistema para 0 local do lancamento. As dimensées aproximadas da 
estrutura e as localizagdes dos centros de massa G sAo fornecidas. 
As massas aproximadas séo m, = 3000 t, my = 3300 t, me = 280 t,e 
Mp = 3000 t. A distancia minima de parada a partir da velocidade 
méxima de 1,5 km/h é de 0,1 m. Caleule a componente vertical da 
reagio sob a unidade de esteiras dianteira F durante o perfodo de 
desaceleracgio maxima, 


Problema 6/32 


6/33 A unidade em série A do nivelador de estradas possui uma 
massa de 3000 ke e é livremente articulada 4 unidade motriz B em 
O, que também é 0 centro de massa de A. A massa da unidade B 
isolada é de 10 t, incluindo as rodas C, com centro de massa em G. 
Encontre a distancia minima s na qual 0 nivelador é capaz de parar 
quando se desloca em uma estrada nivelada a 40 km/h (lamina re- 
traida e motor desengatado) de modo que o par de rodas traseiras da 
unidade em série A nao se levante do solo. Os freios estaéo somente 
nas rodas em série. Considere cada uma das duas unidades como 
um corpo rigido. 

Resp. s = 8,10 m 


750 | 750 
‘a t 
mm! mm! 


4500 mm 


Problema 6/33 


6/34 O furgao visto por tras est4 viajando a uma velocidade v por 
uma curva de raio médio r inclinada para dentro de um 4ngulo 6. O 
coeficiente de atrito efetivo entre os pneus e a estrada é u. Deter- 
mine (a) o angulo de inclinagéo adequado para uma determinada 
velocidade v para eliminar qualquer tendéncia a deslizar ou tombar, 
e (b) a velocidade maxima v antes que o furgdo tombe ou deslize para 
um dado @. Note que as forgas e a acelerago esto no plano da figura 


6/4 Rotacdo Em Torno bE uM E1xo. Fixo x 


A rotagao de um corpo rfgido em torno de um eixo fixo O 
foi descrita na Seg&o 5/2 e ilustrada na Fig. 5/le. Para esse 
movimento, vimos que todos os pontos no corpo descrevem 
circulos em torno do eixo de rotacdo, e todas as linhas do cor- 
po no plano do movimento tém a mesma velocidade angular 
w e aceleragdo angular a. 

As componentes da aceleragdo do centro de massa para 0 
movimento circular sao mais facilmente expressas em coor- 
denadas n-t, desse modo temos a, = Fw* e a, = Fa, como mos- 
trado na Fig. 6/9a para a rotacao do corpo rigido em torno do 
eixo fixo através de O. A parte b da figura representa o dia- 
grama de corpo livre, e o diagrama cinético correspondente, 
na parte c da figura, mostra a forca resultante m& em termos 
de suas componentes 7 e ¢ e o momento resultante Ia. 

As equagées gerais para o movimento plano, Eqs. 6/1 sao 
diretamente aplicdveis e sao repetidas aqui. 


[6/1] 


Assim, as duas componentes escalares da equaciio de forcas 
vém a ser LF, = mrw® e &F, = mra. Ao aplicar a equacao do 
momento em relagao a G, devemos levar em consideragao 0 
momento da forga aplicada ao corpo em O, por essa razdo 
essa forga nado deve ser omitida do diagrama de corpo livre. 

Para rotagéo em torno de eixo fixo, em geral é conveniente 
aplicar uma equagéo para o momento diretamente em rela- 
go ao eixo de rotacdo O. Desenvolvemos essa equacdo ante- 
riormente como Kiq. 6/4, que é repetida aqui. 


[6/4] 


A partir do diagrama cinético na Fig. 6/9c, podemos obter 
a Eq. 6/4 de modo muito simples por meio da determinagao 
do momento das resultantes em relacéo a O, que vem a ser 
Mo = Ia + ma,7. Aplicando o teorema dos eixos paralelos ao 
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de modo que o problema pode ser tratado como sendo de movimento 
plano, embora a velocidade seja perpendicular a esse plano. 


, — eae 


Problema 6/34 


Rotagéo em Torno de um Eixo Fixo 
(a) 


Diagrama de Diagrama Cinético 
Corpo Livre (c) 
(6) 


Figura 6/9 


momento de inércia de massa, Ip = I + m7, resulta Mg = 
Ug — mPa + mPa = Iga. 

Para o caso usual de rotacdo de um corpo rigido em torno 
de um eixo fixo através de seu centro de-massa G, evidente- 
mente, a = 0, e conseqiientemente XF = 0. A resultante das 
forcas aplicadas nesse caso é o momento Ia. 


| 
| 
| 
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Podemos combinar a componente da forca resultante ma, 
e 0 momento resultante Ia deslocando ma, para uma posicéo 
paralela através do ponto @ sobre a linha OG, Fig. 6/10, lo- 
calizada por mFaq= Ia + mFa(7). Usando 0 teorema dos eixos 
paralelos e Ig = kg?m resulta g = ko’/F. 

O ponto Q é chamado de centro de percussdo e tem a pro- 
priedade vinica de que a resultante de todas as forgas aplica- 
das sobre o corpo deve passar por ele. Logo, a soma dos mo- 
mentos de todas as forcas em relacdo ao centro de percussdo 
é sempre nula, {Mg = 0. 


Figura 6/10 


i 
i 
j 
| 


Exemplo 6/3 


O bloco de concreto de 300 kg é erguido pelo mecanismo de elevagéo mostrado, onde 
os cabos estdo firmemente enrolados em torno dos respectivos tambores. Os tambores, 
que estdo presos um ao outro e giram como um conjunto unico em torno de seu centro 
de massa em O, possuem uma massa combinada de 150 kg e um raio de giragéo em 
relagdo a O de 450 mm. Se uma tracéo constante P de 1,8 kN é mantida pela unidade 
de poténcia em A, determine a aceleragiio vertical do bloco e a forga resultante sobre o 
mancal em O. 


Solugdo I. Os diagramas do corpo livre e cinético dos tambores e do bloco de concreto 
sao desenhados indicando todas as forcas que atuam, incluindo as componentes O,, e O, 
da reagdo no mancal. A resultante do sistema de forgas sobre os tambores para rotagéo 
centroidal é o momento Ja = Iga, onde 


U = k’m} T = Ig = (0,450)"150 = 30,4 kg-m? 


Determinando os momentos em relagéo ao centro de massa O da polia no sentido da 
aceleragéo angular a se obtém 7 


{2Mg = Ia] 1800(0,600) — 7'(0,300) = 30,4a ‘ (a) 
A aceleragao do bloco é descrita por 
(EF, = ma,] T — 300(9,81) = 300a (b) 


A partir de a, = ra, temos a = 0,300a. Com essa substituigao, as Egs. (a) e (b) séio com- 
binadas para dar 


T=8250N a=3,44rad/s® a = 1,031 m/s? Resp. 
A reagiio no mancal é caleulada a partir de suas componentes. Como @ = 0, usamos 
as equacées de equilibrio 
[2F,=0] 0, ~ 1800 cos 45° = 0 0, = 1273. N 
{2F, = 0] 0, — 150(9,81) — 3250 — 1800 sen 45° = 0 O, = 6000 N 


O = /(1273)? + (6000)? = 6130 N Resp. 


Solugdo ff, Podemos usar uma abordagem mais condensada desenhando o diagrama 
de corpo livre de todo o sistema, eliminando, assim, a referéncia a T', que se torna in- 
terna ao novo sistema. A partir do diagrama cinético para esse sistema, vemos que 0 
somatério dos momentos em relac&o a O deve ser igual ao momento resultante Ta para 
os tambores, acrescido do momento da resultante ma para o bloco. Desse modo, segundo 
0 principio da Eq. 6/5, temos 


(2M = Ia + mad] 1800(0,600) — 300(9,81)(0,300) = 80,4a + 300a(0,300) 


Com a = (0,300)a, a solugéio fornece, como antes, a = 1,031 m/s?. 
Podemos igualar os somatérios das forgas em todo o sistema aos somatérios das 
resultantes. Nesse caso, 


[2F, = Zmii,] O, — 150(9,81) — 300(9,81) — 1800 sen 45° = 150(0) + $001,031) 
0, = 6000 N 
[eF, = Ema] O, ~ 1800 cos 45°= 0 0, = 1273 N 


300(9,81) N 


Sugestdes Uteis 


@® Fique atento para o fato de que a tragio T 
nao & 300(9,81) N. Se fosse, o bloco nao ace- 
leraria. 

@ Na&o negligencie a necessidade de expressar 
ko em metros quando estiver usando g em 
m/s’. 


@ 


| 
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Exemplo 6/4 


O péndulo possui uma massa de 7,5 kg com centro de massa em G e possui um raio 
de giracdo em relacdo a articulagéo em O de 295 mm. Se o péndulo é liberado a partir 
do repouso em @ = 0, determine a forca total suportada pelo mancal no instante em que 
@ = 60°. O atrito no mancal é desprezivel. 


Solug¢do. O diagrama de corpo livre do péndulo em uma posicdo genérica 6 apresenta- 
do juntamente com o diagrama cinético correspondente, onde as componentes da forca 
resultante foram tracadas em G. 

A componente normal O, é determinada a partir de uma equagdo para as forcas na 
direc&o n, que inclui a aceleragaéo normal Fw". Como a velocidade angular w do péndulo 
é determinada a partir da integral da aceleragdo angular e como O, depende da acele- 
ragdo tangencial ra, portanto « deve ser obtida em primeiro lugar. Para esse fim, com 
Ig = ko’m, a equacao do momento em relacdo a O fornece 


[2M = Iga) 7,5(9,81)(0,25) cos @ = (0,295)(7, Ba 
a = 28,2 cos @ rad/s? 
e para 6 = 60° 
o iB 
fw dw = a dé] if ode = { 28,2 cos 6 dO 
0 ) 
w? = 48,8 (rad/s)? x 
As duas equacées de movimento restantes aplicadas & posigéo 60° produzem 
(ZF, = mre") O, — 7,5(9,81) sen 60° = 7,5(0,25)(48,8) 
O,, = 155,2N 
(ZF, = mre] —0O, + 7,5(9,81) cos 60° = 7,5(0,25)(28,2) cos 60° 
O, = 10,87 N 


O = J(155,2)? + (10,87)? = 155,6 N 


O sentido apropriado para QO, pode ser observado desde o inicio pela aplicagéo da equa- 
¢do para o momento 2M, = Ia, onde o momento em relagao a G devido a O, deve ser no 
sentido hordrio para concordar com a. A forga O, também pode ser obtida inicialmente 
por uma equacao do momento em relagéo ao centro de percussao @, mostrado na figura 
inferior, o que evita a necessidade de calcular a. Inicialmente, devemos obter a distan- 
cia g, que é 


Resp. 


- (0,295)? 
ab = = m 
(g = ho/F] T260 ~ 0848 
(ZMg=0] —_0,(0,348) ~ 7,5(9,81)(cos 60°)(0,848 — 0,250) = 0 


O, = 10,87 N Resp. 


% 
% 


Sugestées Uteis 


@ As componentes da aceleragdo de G sao, na- 
turalmente, @, = Fue G@,=Fa. 


rye 
7,5(9,81) N ae 
oO 
q 
mra 
cil 
\ 
\ 
mFw? 


@ Estude a teoria novamente e se convenga de 
que 3Mo = Igw = Ia + m7a = mFaq. 

@® Observe aqui de modo especial que os so- 
matérios das forgas sio determinados no 
sentido positivo das componentes da acele- 
rao do centro de massa G. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutdrios 


6/35 Achapa de aco uniforme de 20 kg é livremente articulada em 
torno do eixo z como mostrado. Calcule a forga suportada por cada 
um dos mancais em A e B imediatamente apés a chapa ser liberada 
a partir do repouso no plano horizontal y-z. 

Resp. Fy = Fz = 24,5N 


Problema 6/35 y. 
6/36 © dinamémetro automotivo é capaz de simular as condicdes 
rodovidrias para wma aceleragéo de 0,5g para a caminhonete carre- 
gada, com uma massa total de 2,8 t. Calcule o momento de inércia 
necessdrio para o tambor do dinamémetro em relagéio ao seu centro 
O supondo que o tambor gira livremente durante a fase de acelera- 
go do teste. 


Dimensées em milfmetros 


Problema 6/36 


6/37 Determine a aceleracéo angular e a forca no mancal em O 
para (a) o anel fino de massa m, e (b) 0 disco circular plano de massa 
m imediatamente apés cada um deles ser liberado a partir do repou- 
so no plano vertical com OC horizontal. 
Resp.(a) a = gK2r), O = mg/2 
(b) a = 2gi(3r), O = mg/3 


Problema 6/37 


6/38 Cada um dos dois tambores e seus cubos associados com 
250 mm de raio possui uma massa de 100 kg e um raio de giragéo 
em relacdo a seu centro de 375 mm. Caleule a aceleragao angular de 
cada tambor. O atrito em cada mancal é desprezivel. 


20 20(9,81) N 
(a) (b) 
Problema 6/38 


6/39 A barra esbelta de 750 mm possui uma massa de 9 kg e esta 
montada em um eixo vertical que passa por O. Se um torque M = 
10 N-m é aplicado a barra por meio de seu eixo, calcule a forga hori- 
zontal R no mancal quando a barra comega a girar. 

Resp. R = 14,29 N 


Problema 6/39 
6/40 Seo momento de atrito no mancal O é de 2 N-m, determine a 


aceleragéo angular do tambor ranhurado, que possui uma massa de 
8kge um raio de giragéio ky = 225 mm. 


Tkg 


Problema 6/40 
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6/41 A metade de um anel de massa m e raio 7 esta soldada a um 
pequeno eixo horizontal montado em um mancal conforme apresen- 
tado. Despreze a massa do eixo e determine a aceleragdo angular do 
anel quando um torque M é aplicado ao eixo. 


2M 
Resp. a = —> 
Pe nr 


Problema 6/41 


6/42 Uma mesa de ar é usada para estudar 0 movimento eldstico 
de modelos flexiveis de espagonaves. O ar pressurizado que escapa 
de numerosos furos pequenos na superficie horizontal fornece um 
colchao de ar para sustentagdo que elimina grande parte do atrito. 
O modelo apresentado 6 constitufdo por um niicleo cilindrico de raio 
re quatro hastes de comprimento / e pequena espessura t. O cilindro 
e as quatro hastes, todos tém a mesma profundidade d e sao cons- 
truidos do mesmo material com massa especifica p. Suponha que a 
espagonave 6 rigida e determine 0 momento M que deve ser aplicado 
ao cilindro para girar o modelo a partir do repouso até uma veloci- 
dade angular # em um perfodo de tempo de 7 segundos. (Note que 
para uma espagonave com hastes muito flexiveis, o momento deve 
ser criteriosamente aplicado ao cilindro rigido para evitar grandes 
defiexées eldsticas indesejaveis das hastes.) 


Problema 6/42 


6/83 A barra uniforme de 5 kg 6 montada em um mancal em O 
e esta suspensa em uma posigéo vertical. O mancal esté montado 
em suportes eldsticos rigidos, instrumentados com extensémetros 
elétricos calibrados para registrar a forga horizontal aplicada ao 
mancal em O, Se os extensémetros registram um valor maximo de 
215 N durante a aplicacdo stibita da forca horizontal P aplicada na 
extremidade da barra, calcule o valor maximo de P. 

Resp. P = 430N 


2a 


450 mm 


P— >) 


Problema 6/43 


6/44 A barra uniforme esbelta de 8 kg é articulada em relacdo a 
um eixo horizontal através de O e liberada a partir do repouso na 
posigéo horizontal. Determine a distancia 6 do centro de massa até 
O que resultar4 em uma aceleracéo angular inicial de 16 rad/s”, e 
encontre a forga R na barra em O imediatamente apés a liberacao. 


G ae si 


pe 


i 300 mm 300 mm 


Problema 6/44 


6/45 O cilindro macigo homogéneo tem uma massa de 150 kg e 
esta livre para girar em torno do eixo horizontal O-O. Se o cilindro, 
inicialmente em repouso, recebe a ago da forga de 400 N mostrada, 
calcule a componente horizontal R da forga suportada por cada um 
dos dois mancais, simetricamente colocados, quando a forga de 
400 N é aplicada pela primeira vez. 

Resp. R = 72,0 N 


Problema 6/45 


6/46 A barra uniforme de 20 kg é liberada a partir do repouso na 
posi¢ao horizontal mostrada e atinge o canto fixo B no centro de per- 
cusséo da barra. Determine a componente ¢ da forca exercida pelo 
mancal O sobre a barra pouco antes do impacto, durante o impacto, 
e logo apés o impacto. 
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Problema 6/46 


6/47 A barra uniforme esbelta é liberada a partir do repouso na 
posicaio horizontal mostrada. Determine o valor de x para o qual 
a aceleragdo angular 6 maxima, e determine a aceleragéo angular 
correspondente a. 


Resp, x =—=a@ 


L398 
2/3 q 


a | 


Problema 6/47 


6/48 A placa retangular uniforme é liberada a partir do repouso 
na posigéo mostrada. Determine o valor de x para o qual a acelera- 
cdo angular é maxima, e determine a aceleracdo angular correspon- 
dente. Compare suas respostas com as listadas para 0 Prob. 6/47. 


Problema 6/48 


6/49 Um teste de vibragies é realizado para verificar a adequagao 
do projeto dos mancais A e B. O rotor desbalanceado e o eixo incor- 
porado possuem uma massa combinada de 2,8 kg. Para determinar 
a posigao do centro de massa, um torque de 0,660 N-m é aplicado ao 
eixo para manté-lo em equilibrio em uma posigio a 90° da posigéo 
mostrada, Um torque constante M = 1,5 N-m é entao aplicado ao 
eixo, que atinge uma velocidade de 1200 rpm em 18 rotagées a partir 
do repouso. (Em cada rotagao a aceleragéo angular varia, mas seu 
valor médio 6 o mesmo que para a aceleragdo constante.) Determine 
(a) 0 raio de giracgéo k do rotor e do eixo em relagéo ao eixo de rota- 
ao, (b) a forca F que cada mancal exerce sobre o eixo imediatamente 
apés M ser aplicado, e (c) a forga R exercida por cada mancal quando 
a velocidade de 1200 rpm é atingida e M é removido. Despreze qual- 
quer resisténcia relativa ao atrito e as forcas no mancal devidas ao 
equilibrio estatico. 
Resp. (a) k = 87,6 mm. 
(6) F = 2,35 N 
(c)R =531N 


Problema 6/49 


Problemas Representativos 


6/50 Para o Prob. 6/46, determine a componente na diregéo n da 
forga exercida pelo mancal em O um instante antes do impacto da 
barra com a quina B. 


6/51 Um pedestal com uma articulagao Cardan sustenta uma car- 
ga util no énibus espacial e a posiciona quando as portas do com- 
partimento de carga sao abertas em érbita. A carga titil é modelada 
como um bloco retangular homogéneo com uma massa de 6000 kg. O 
torque no eixo O-O da articulagéio Cardan 6 de 30 N-m fornecido por 
um motor de corrente continua sem escovas. Com o 6nibus espacial 
se deslocando em uma érbita numa condigéo “sem peso”, determine 
o tempo ¢ necess4rio para mover a carga de sua posicao de alojamen- 
to em @= 0 para sua posicao de instalagiio em 6 = 90°, se o torque 6 
aplicado durante os primeiros 45° do curso e ent&o invertido nos 45° 
restantes para fazer a carga parar (6 = 0). 

Resp. t = 78,6 s 
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6/52 A barra semicircular uniforme de massa m e raio r é livre- 
mente articulada em torno de um eixo horizontal através de A. Se a 
barra é liberada a partir do repouso na posicfo mostrada, onde AB 
€ horizontal, determine a aceleragado angular inicial a da barrae a 
expressdo para a forca exercida sobre a barra pelo pino em A. (Ob- 
serve atentamente que a aceleracio tangencial inicial do centro de 
massa nao é vertical.) 


} A 
/ 
r 


Problema 6/52 


6/53 O aro da roda de 50 kg tem um raio médio r de 450 mm. Os 
trés raios estdéo espagados de 90° um do outro, e cada raio é uma 
haste uniforme de 8 kg cujo comprimento pode ser considerado como 
sendo de 450 mm. Se um torque M de 40 N-m é aplicado 4 roda por 
meio de seu eixo vertical em O, calcule a componente horizontal da 
reac&o no mancal em O quando a roda inicia 0 movimento a partir 
do repouso. Despreze a massa do cubo. 

Resp. O, = 6,13 N 


Problema 6/53 


6/54 Um dispositivo para ensaio de impacto consiste em um pén- 
dulo de 34 kg com centro de massa em G e raio de giragao de 
620 mm em relagdo a O. A distancia 6 para o péndulo é selecionada 
de modo que a forga sobre o mancal em O tenha o menor valor pos- 
sfvel durante 0 impacto com o corpo de prova na parte mais baixa 
da oscilag&o. Determine 6 e calcule o médulo da forga total R sobre o 
mancal QO logo apés a liberagio a partir do repouso em 6 = 60°. 


Co 


orpo de prova 


Problema 6/54 


6/55 0 cilindro de 12 kg sustentado pelos suportes dos mancais 
em A e B tem um momento de inércia em relacao ao eixo vertical zg 
por meio de seu centro de massa G igual a 0,080 kg-m?. O disco e os 
suportes tém um momento de inércia em relacdo ao eixo vertical z 
de rotac&o igual a 0,60 kg-m?. Se um torque M = 16 N-m é aplicado 
ao disco por meio de seu eixo, com o disco inicialmente em repouso, 
calcule as componentes horizontais x das forcas suportadas pelos 
mancais em A e B. 

Resp. A = 22,1 N, B = 11,03 N 


j 
i 
| 


Problema 6/55 


6/56 A massa da engrenagem A é de 20 kg e seu raio de giragéo 
centroidal é de 150 mm. A massa da engrenagem B é de 10 kg e seu 
raio de giragao centroidal é de 100 mm. Calcule a aceleragéo angular 
da engrenagem B quando um torque de 12 N-m é aplicado ao eixo da 
engrenagem A. Despreze o atrito. 


Problema 6/56 


6/57 A chapa em Angulo reto é fabricada a partir de uma chapa 
plana com massa p por unidade de drea e esta soldada no eixo ho- 
Tizontal montado no mancal em O. Se o eixo é livre para girar, de- 
termine a aceleracéo angular inicial « da chapa quando for liberada 
a partir do repouso com a superficie superior no plano horizontal. 
Determine também as componentes y e z da forca resultante sobre 
0 eixo em O. 


= =e =37 
Resp. a = = 30 pbeg, O, 30 pheg 


3g 
top’ 
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Problema 6/57 


6/58 O disco B possui uma massa de 22 kg e um raio de giracdo 
centroidal de 200 mm. A unidade de poténcia C 6 composta por um 
motor M e um disco A, que 6 acionado a uma velocidade angular 
constante de 1600 rpm. Os coeficientes de atrito estatico e dinamico 
entre os dois discos siéo yw, = 0,80 e yz, = 0,60, respectivamente. O 
disco B esté inicialmente parado quando o contato com o disco A é 
estabelecido pela aplicagdo da forca constante P = 14 N. Determine a 
aceleracéo angular a de B e o tempo ¢ necessério para B atingir sua 
velocidade de regime permanente. 


Problema 6/58 


6/59 O anel semicircular de massa m e raio r esta soldado no eixo 
vertical, que permite que o anel gire no plano horizontal em torno do 
eixo O-O. Se um torque M é aplicado ao anel por meio de seu eixo, 
determine a expressfio para a aceleragéo angular resultante a do 
anel e para a forga F' que atua no plano horizontal sobre 0 anel em O 
quando o anel inicia o movimento a partir do repouso. 


Resp. a = {oO F = 0,5938M/r 


| 
| 
oO 


Problema 6/59 


6/60 0 dispositive robético 6 composto pela base estaciondria OA, 
o brago AB articulado em A, e o braco BC articulado em B. Os eixos 
de rotagéo séo perpendiculares ao plano da figura. Calcule (a) o mo- 
mento M, aplicado ao braco AB, necessdrio para gird-lo em torno da 
articulacao A a 4 rad/s” no sentido anti-hordrio a partir da posicao 
mostrada, com a articulagdo B travada e (6) o momento M, aplicado 
ao braco. BC necessério para gird-lo em torno da articulacéo B na 
mesma taxa, com a articulagao A travada. A massa do braco AB é de 
25 kg ea de BC é de 4 kg, com a parte estaciondria da articulacio A 
totalmente exclufda e a massa da articulagdo B dividida igualmente 
entre os dois bragos. Assuma que os centros de massa G', e Gy estéo 
nos centros geométricos dos bragos e modele os bragos como hastes 
esbeltas, 


Problema 6/60 


6/61 Cada uma das hastes esheltas uniformes de massa m estd 
soldada na sua extremidade em uma posigéo tangente & borda do 
disco circular. O disco gira em um plano horizontal em torno de um 
eixo vertical fixo por meio do seu centro O. Determine as expressées 
para o momento fletor M, a tragao T’, e o cortante V transmitido pela 
solda & haste se o disco possui (a) uma velocidade angular constante 
em torno de O e (6) uma aceleragao angular a no sentido anti-ho- 
rério em torno de O ao dar a partida. O sentido (SH ou SAH) de w 
faz alguma diferenga? Analise apenas as forgas no plano horizontal. 
Resp, (a) M = mrlw?*/2, V = mrow®, T = mla*/2 

(b) M =~ml?o/3, V = -mla/2, T = mra 


Problema 6/61 


6/62 O disco semicircular de massa m e raio r é liberado a partir 
do repouso em @= (0 e gira livremente no plano vertical em relagéio ao 
seu mancal fixo em O. Desenvolva expressées para as componentes 
net da forga F sobre o mancal como funcées de 6. 
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Problema 6/62 


6/63 O anel semicircular uniforme de massa m = 2,5 kg e raio mé- 
dio r = 200 mm esté montade sobre raios de massa desprezivel e gira 
em torno de um eixo horizontal através de O. Se o anel é liberado a 
partir do repouso na posicéo 6 = 30°, determine a forca R suportada 
pelo mancal imediatamente aps a liberagao. 

Resp. R = 17,60 N 


Problema 6/63 


6/64 O cilindro macigo homogéneo possui uma massa de 100 kg 
e esté montado em um eixo em Angulo reto que gira livremente em. 
torno do eixo horizontal O-O. Se o cilindro é liberado a partir do 
repouso com o seu eixo no plano horizontal, calcule a aceleragao an- 
gular inicial do conjunto e a forga resultante F exercida pelo mancal 
A sobre o eixo. A massa do eixo pode ser desprezada. 


Problema 6/64 


6/65 A haste B de 0,4 kg com centro de massa a 55 mm de O-O 
tem um raio de giracéo de 69 mm em relacéo a O-O. A haste esta 
soldada ao tubo de ago e é livre para girar em torno do eixo horizon- 
tal fixo em O-O. A massa do tubo é de 0,92 kg. Se o tubo é liberado 
a partir do repouso com a haste na posi¢ao horizontal, calcule a ace- 


leragdo angular inicial « do conjunto e a reag&éo correspondente O 
exercida sobre a haste pelo eixo. 
Resp. a = 63,6 rad/s*, O = 2,41 N 


Problema 6/65 


6/66 O mastro uniforme de 24 m possui uma massa de 300 kg e é 
articulade em sua extremidade inferior a um suporte fixo junto a O. 
Se o guincho C desenvolve um torque de partida de 1300 N-m, cal- 
cule a forca total suportada pelo pino em O quando o mastro comeca 
a ser erguido de seu apoio em B. Encontre também a aceleracao 
angular correspondente a do mastro, O cabo em A esta horizontal e 
as massas das polias e do cabo sAo desprezfiveis. 


Problema 6/66 


6/67 Um cabo flexivel com 60 metros de comprimento, com uma 
massa de 0,160 kg por metro de comprimento, esté enrolado em vol- 
ta do tambor. Com y = 0, o peso do cilindro de 4 kg é necessdrio 
para iniciar a rotacéo do tambor e superar o atrito em seus mancais. 
Determine a aceleragaio descendente a, em metros por segundo ao 
quadrado, do cilindro em fungao de y, em metros. O tambor vazio 
possui uma massa de 16 kg com um raio de giracéio em relagéo ao 
seu mancal de 200 mm. 

Resp. a = 0,0758y 


2 4kg 
Problema 6/67 
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6/68 Cada uma das duas barras esbeltas uniformes OA e BC pos- 
sui uma massa de 8 kg. As barras estdo soldadas em A para formar 
um elemento com formato de T e esto girando livremente em torno 
de um eixo horizontal através de O. Se as barras tém uma velocida- 
de angular w de 4 rad/s quando OA passa pela posigéo horizontal 
mostrada, calcule a forga total R suportada pelo mancal em O. 


Problema 6/68 


6/69 A vigaI de 4,8 m tem uma massa de 900 kg e 6 mantida na 
posicdo horizontal pelo pino em O e pelo cabo vertical que passa‘em 
torno da polia em A e em torno do tambor do guincho motorizado de 
200 kg em B. Se o motor do guincho produz um torque de partida 
de 800 N-m, calcule a forca vertical inicial suportada pelo pino em 
O. Considere a viga como uma barra esbelta e 0 conjunto do guincho 
como uma massa concentrada no centro da polia. (A componente 
horizontal da forca sobre o pino é nula?) 

Resp. O, = 6,36 KN 


300 mm 


t 48m sl 


Problema 6/69 


6/70 Em 1993, 0 énibus espacial capturou o telescépio Hubble em 
6rbita e fixou-o ao compartimento de carga para reparos, na confi- 
guracdo simulada na figura. Durante o perfodo de reparo era im- 
portante limitar qualquer aceleracdo angular do énibus espacial de 
modo a no induzir forgas excessivas nas travas que prendiam o 
telescépio ao énibus. Para ilustrar a dindmica envolvida, substitua 
o telescépio por uma placa plana homogénea de 8000 kg presa na 
forma simplificada indicada na vista explodida. Calcule a aceleragéo 
angular maxima a@ no sentido anti-horario que o énibus espacial 
pode ter, de modo’a no exceder uma tragao T', de 2 kN no elemento 
de ligacdo em A. Para essa condigao, caleule também a forga cor- 
respondente Fz suportada pelo pino em B. Faca seus célculos em 
relag&o a um sistema de referéncia sem rotag&o que se desloca com 
o Onibus espacial em sua 6rbita. 


Problema 6/70 


6/7t A figura mostra uma plataforma inclindvel de caminhdo para 
descarregar contéineres carregados. O contéiner carregado de 120 
pode ser considerade como um bloco retangular homogéneo maci¢o 
com centro de massa em G. Se a roda de apoio A é impedida de 
se movimentar, calcule a forga Fg exercida pela plataforma sobre 
a roda de apoio B, quando o caminh&o parte do repouso com uma 
aceleracdo para a frente de 3 m/s”, Despreze o atrito em B. 

Resp. Fg = 310 kN 


Problema 6/71 


6/72 Aviga esbelta de 3 m possui uma massa de 50 kg e é liberada 
a partir do repouso na posicéo horizontal com 6 = 0. Se o coeficiente 
de. atrito estatico entre o suporte fixo junto a O e a viga é de 0,30, 
determine o Angulo 6 no qual o deslizamento ocorre pela primeira 
vez em O. O resultado depende da massa da viga? 


Problema 6/72 


6/73 A barra curva de massa m é articulada ao disco que gira em 
O ese apéia contra um dos pinos lisos A e B que estéo fixados no 
disco. Se o disco gira em torno de seu eixo vertical C, determine a 
forca exercida na barra pela articulagdéo em O e a reagéo A ou B 
sobre a barra (a) se o disco possui uma velocidade angular constante 
w e (b) quando o disco parte do repouso com uma aceleracaio angular 
no sentido anti-horario a. 


Resp. (a) 0 = A = 2mre 


T 


() 0 =mra r+ 4, B= mro(1-2) 
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Problema 6/73 


6/74 A barra esbelta uniforme de massa m e comprimento 1 é libe- 
rada a partir do repouso na posic&o vertical e gira sobre sua extre- 
midade plana em torno da quina em O. (a) Se a barra desliza quando 
@ = 30°, determine 0 coeficiente de atrito estatico uz, entre a barra e 
a quina. (b) Se a extremidade da barra possui um entalhe de modo 
a nao poder deslizar, determine o Angulo @ no qual o contato entre a 
barra e a quina termina, 


6/5 Movimento Plano GERaAL 


A dinamica de um corpo rigido em movimento plano geral 
combina translagéo e rotacéo. Na Secéo 6/2 representamos 
um corpo em tal condigaéo na Fig. 6/4, com seu diagrama de 
corpo livre e seu diagrama cinético, que mostra as resultan- 
tes dinamicas das forgas aplicadas. A Fig. 6/4 e as Eqs. 6/1, 
que se aplicam ao movimento plano geral, sao repetidas aqui 
para facilitar a consulta. 


[6/1] 


A aplicac&o direta dessas equagées expressa a equivaléncia 
entre as forcas aplicadas externamente, como indicado pelo 


ATOS. 
(a2 Cy 
Sb % 


Movimento 
geral, inicialmeni 


Solucdo de Problemas:de Movimento Plano 


m Tenha em mente as.seguintes consideracgbes ao resolver prohlettiag de movimento plano. 


Escotha do Sistema de Coordenadas. A equacio de forcas das Eqs. 6/1 deve ser expressa no 
sistema de coordenadas que mais’ facilmente descreve a eee do centro de massa, Vocé pode 


opservamMos: se. 0-m amen! 


> 


Problema 6/74 


diagrama do corpo livre, e suas resultantes de forca e de mo- 
mento, como representado pelo diagrama cinético. 


F, 
Diagrama de Corpo Livre Diagrama Cinético 


Figura 6/4, repetida 


relacdo a um ponto qualquer P, Eq. 6/2. Essa 
cilitar a consulta. 


[6/2] 


élacdo alternativa para os momentos na 
lacéo a um ponto P cuja aceleracdo. é conhe- 
relagaoa um ponte O sem aceleracad no 
iva para os momeritos ¢ algumas vezes pode 


‘Ao resolver uim problema de movimento plano 
om réstrigéo ou sem restrigaéo, como ilustrado nos 
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exemplos da Fig. 6/6. Se o movimento é com 
restricéo, devemos levar em consideragiio.. a 
relacdo cinematica entre as aceleracdes linea-. 
res e angulares e incorpord-la nas equagées do 
movimento para forgas e momentos. Se o mo-’ 
vimento é sem restric&o, as aceleracgées podem 
ser determinadas independentemente uma da 
outra pela aplicacéo direta das trés equacées: 
do movimento, Eqs. 6/1. : 


F, 


Ndmero de Incognitas. Para que um pro-, 
blema de corpo rigido possa ser resolvido, o nu: | 
Figtira 6/5, repetida mero de incégnitas nao pode exceder o nimer 

de equacgées independentes disponiveis pa: 

descrevé-las, e uma verificagdo quanto a sufi 

éncia das relacdes deve sempre ser feita. No maximo, para movimento plano temos trés equagée: 
calares de movimento e duas componentes escalares da equacdo vetorial da aceleragéo relativa par: 
movimento com restric&éo. Assim, podemos trabalhar com até cinco incégnitas para cada corpo rigido, 


Diagrama de Corpo Livre Diagrama Cinético 


Identificacao do Corpo ou do Sistema. Destacamos a importancia de escolher com clareza 
corpo a ser isolado e de representar esse isolamento por um diagrama apropriado de corpo livre. 
depois dessa etapa fundamental ter sido concluida poderemos avaliar adequadamente a equivalén 
entre as forgas externas e suas resultantes. 


Cinematica. De igual importancia na anélise do movimento plano é um entendimento completo da 
nematica envolvida. Freqtientemente, as dificuldades encontradas nesse ponto tém a ver com a cinen: 
ca, e una revisdo profunda das relacées da aceleracéo relativa para o movimento plano ser4 muito 


Consisténcia das Hipoteses. Ao formular a solugéo para um problema, verificamos que ai 
cées de determinadas forcas ou aceleragées podem no ser conhecidas no inicio, de modo que po 
necessdrio propor hipéteses iniciais cuja validade seré provada ou refutada quando a solugao fo: 
da. E essencial, porém; que todas as hipéteses feitas sejam coerentes com o principio da'acdo é 
e com todas as exigéncias cinemdticas, que também sao chamadas de condigéés de restrigdo. 

Desse modo, por exemplo, se uma roda esté rolando sobre uma superficie horizontal, seu cent 10! 
é obrigado a se deslocar sobre uma linha horizontal. Além disso, se a aceleragao linear incégnita, qi 
do centro da roda é considerada positiva para a direita, ent&éo a aceleragdo angular incégnita @ 
positiva no sentido hordrio, a fim de que a = +ra, se assumirmos que a roda nao desliza. Além di 
verificamos que, para uma roda que rola sem deslizar, a forca de atrito estdtico entre a roda 
superficie de apoio é geralmente menor que seu valor maximo, de modo que F # y,N. Mas se a 
desliza enquanto rola, entéo a #ra, 6 uma forga de atrito dindmico é produzida, a qual é dada por: 
j,V. Pode ser necessd4rio testar a validade de cada hipétese, com deslizamento ou sem deslizament 
em um determinado problema. A diferenca entre os coeficientes de atrito estatico e dinamico, pij.¢ | 
algumas vezes é desconsiderada, nesse caso, 4 6 usado para um ou para ambos os coeficientes. 


Romilly Lockyer/The mage Bank/Getty images 


Examine antecipadamente o Prob. 6/107 para ver um proble- 
ma especifico envalvendo um boneco para teste de colisao tal 
como o mostrado aqui. 


Exemplo 6/5 


Um aro metélico com um raio r = 150 mm é liberado a partir do repouso sobre plano 
inclinado em 20°. Se os coeficientes de atrito estAtico e dindamico sao By = 0,15 @ py = 
0,12, determine a aceleragdo angular a do aro e o tempo ¢ para o aro se deslocar a uma 
distancia de 3 m para baixo no plano inclinado. 


SolugGo. O diagrama de corpo livre mostra o peso indeterminado mg, a forga normal 
N,e a forca de atrito F que atua sobre o aro no ponto de contato C com o plano inclina- 
do. O diagrama cinético mostra a forga resultante ma através de G no sentido da sua 
aceleracéo e 0 momento J. A aceleracéo angular no sentido anti-hordrio requer um 
momento no sentido anti-hordrio em relagao a G, entao F deve ser para cima no plano 
inclinado, 

Supondo que o aro rola sem deslizar, de modo que @= ra. A aplicagéo das componen- 
tes das Eqs. 6/1, com os eixos x e y especificados, fornece 


{=F = ma,] mg sen 20°- F = ma 
[2F, = ma, = 0] N ~ mg cos 20° = 
{uM = Ta] Fr = mr’qa 


A eliminagio de F entre a primeira e a terceira equacao e a substituigaéo da hipdtese 
cinematica a= ra fornece 


= sen 20° = 9,81 


9% (9 349) = 2 
3 2 (0,842) = 1,678 m/s 


De forma alternativa, com nossa hipétese de @= ra para rolamento puro, um somaté- 
rio dos momentos em relagéo a C pela Eq, 6/2 fornece a diretamente. Assim, 


(2M = Tx + mad] mgr sen 20° = mya +mar @ =§ sen, 20° 


Para verificar nossa hipétese de auséncia de deslizamento, caleulamos F'e N e com- 
paramos F com seu valor limite. A partir das equagdes acima, 


& 


F=mgsen 20°-m 3 sen 20° = 0,1710mg 


N = mg cos 20° = 0,940mg 
Mas a forga de atrito maxima possfvel é 
[Fon = Mg] Feyax = 0,15(0,940mg) = 0,1410mg 


Como o valor calculado de 0,1710mg excede 0 valor limite de 0,1410mg, concluimos que 
nossa hipétese de rolamento puro era falsa. Portanto, o aro desliza enquanto rola ea # 
ra. A forga de atrito nesse caso passa a ter o valor dinamico 


[F = jig] F = 0,12(0,940mg) = 0,1128mg 


As equagées do movimento agora fornecem 


(2k, = ma,] mg sen 20° ~ 0,1128mg = ma 
a = 0,229(9,81) = 2,25 m/s? 
{Mg = Ia} 0,1128mg(r) = mr2a 


_ 0,1128,81) 


= 2 
0,150 7,87 rad/s Resp. 


O tempo necessario para o centro G do aro se deslocar 3 m a partir do repouso com 
aceleracao constante é 


2 
fx = at?) ro fie [Fo = 1,688 s Resp. 
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Sugesties Uteis 


@® Como toda a massa de um aro esta a uma 
distancia r de seu centro G, seu momento de 
inércia em relacio a G deve ser mr”. 

@ Note que a 6 independente tanto de m quan- 
toden 


® Note que a é independente de m, mas é de- 
pendente de r. 
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Exemplo 6/6 


O tambor A recebe uma aceleracéo angular constante ag de 3 rad/s e faz com que 0 
carretel B de 70 kg role sobre a superficie horizontal por meio do cabo de conexao, que 
se enrola em torno do eixo central do carretel. O raio de giragao k do carretel em relagao 
a seu centro de massa G é de 250 mm, e 0 coeficiente de atrito estdtico entre o carretel 
e a superficie horizontal 6 de 0,25. Determine a tragao T no cabo e a forga de atrito F 
exercida pela superficie horizontal sobre o carretel. 


Sofugdo. O diagrama de corpo livre e o diagrama cinético do carretel sao desenhados 
como mostrado. O sentido correto da forca de atrito pode ser determinado nesse proble- 
ma, pela observagaio em ambos os diagramas, que com a aceleragdo angular no sentido 
anti-horério, um somatério dos momentos em relagdo ao ponto G (e também em rela- 
¢aio ao ponto D) deve ser no sentido anti-hordrio. Um ponto no cabo de conexdo possui 
uma aceleracéo a, = ra = 0,25(3) = 0,75 ni/s*, que 6 também a componente horizontal 
da aceleracao do ponto D no carretel. Serd assumido inicialmente que o carretel rola 
sem deslizar, caso em que possui uma acelerag&o angular no sentido anti-hordrio 
a = (ap),/DC = 0,75/0,30 = 2,5 rad/s®. A aceleracdo do centro de massa G 6, portanto, 
@ =ra = 0,45(2,5) = 1,125 m/s”. 

Com a cinematica determinada, aplicamos agora as trés equacées do movimento, 
Eggs. 6/1, 


(EF, = mi,] F ~T = 70(-1,125) (@) 


(aK, = may] N - 70,81) =0. N= 687N 
(2Mg = Io] F(0,450) — T(0,150) = 70(0,250)"(2,5) @) 


Resolvendo (a) e (b) simultaneamente se obtém 
F=%15,8N e T = 154,6N Resp. 


Para verificar a validade de nossa hipdtese de auséncia de deslizamento, observamos 
que as superficies sao capazes de suportar uma forga de atrito maxima Fy, = uN = 
0,25(687) = 171,7 N. Como uma forga de atrito de apenas 75,8 N 6 necesséria, conclui- 
mos que nossa hipstese de rolamento sem deslizamento 6 valida. 

Se o coeficiente de atrito estdtico fosse 0,1, por exemplo, entéo a forga de atrito seria 
limitada a 0,1(687) = 68,7 N, que 6 inferior a 75,8 N, e o carretel deslizaria. Nesse cago, a 
relagéo cinematica a = ra jd nao seria valida. Com (ap), conhecida, a aceleragéio angular 
seria a = [a —(ap),\/GD. Usando essa relagio, juntamente com F = ,,N = 68,7 N, pode- 
riamos entéo resolver as trés equacgdes do movimento para as incdégnitas T, a e a. 

De outra forma, com o ponto C como um centro para os momentos, no caso de rola- 
mento puro, podemos utilizar a Eq. 6/2 e obter T diretamente. Desse modo, 


[2M> = Ta + mar] 0,87 = 70(0,25)?(2,5) + 70(1,125)(0,45) 
T = 154,6N Resp. 
onde os resultados anteriores da cinematica para auséncia de deslizamento foram in- 


cluidos. Podemos escrever também uma equagdo para o momento em relagdo ao ponto 
D para obter F' diretamente. 


Sugestdes Uteis 


©® A relacio entre a e a é a restrigéo cinema- 
tica associada & hipdtese de que o carretel 
rola sem deslizar. 

@ Tenha cuidado para nao cometer o erro de 
usar gr? para o J do carretel, o qual néio é 
um disco circular uniforme. 


® Os princfpios da aceleracdo relativa séo ne- | 


cessdérios aqui, Conseqiientemente, a rela- 
Gao (agp), = GDa deve ser reconhecida. 


@ A flexibilidade na escolha dos centros para 
o momento fornecida pelo diagrama cinéti- 
co pode, em geral, ser empregada para sim- 
plificar a andlise. 
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Exemplo 6/7 


+ A barra esbelta AB de 30 kg se desloca no plano vertical, com suas extremidades 
4 limitadas a seguir as guias horizontal e vertical lisas. Se a forga de 150 N é aplicada em 
A com a barra inicialmente em repouso na posigéo em que 6 = 30°, caleule a aceleragao 
angular resultante da barra e as forcas sobre os pequenos roletes das extremidades A 
eB, 


Solugdo, A barra é submetida a um movimento com restricao, de modo que devemos 
| estabelecer a relagdo entre a aceleracao do centro de massa e a aceleragio angular. A 
i @ equagio da aceleragao relativa ay = ag + agp deve ser resolvida em primeiro lugar, e 
entdo a equacdo a = ag = ag + agp, é resolvida em seguida para obter as expressdes 
relacionando a e a. Com a definido no sentido hordrio pela restrigdo fisica, os poligo- 
nos das aceleragies que representam essas equacdes sio apresentados, e suas solucdes 
fornecem 


a, = @ cos 30° = 0,6a cos 30° = 0,520e m/s” 


a, = & sen 30° = 0,6a sen 30° = 0,3a m/s? 


Em seguida, tragamos 0 diagrama de corpo livre e 0 diagrama cinético como mos- 
trado. Com a, e a, conhecidas agora em termos de a, as incégnitas restantes sao a e as 
forgas A e B. Aplicamos agora as Eqs. 6/1, que fornecem 


Sugestdes Uteis 


@® Se a aplicacéio das equacées da relativa 
aceleracdo ndo esta totalmente clara a essa 
altura, ent&o revise a Sec&o 5/6, Note que 
o termo da aceleragdo normal relativa esta 
ausente, pois a barra nao possui velocidade | t 


® (2M = Ia] 


150(0,6 cos 30°) — A(0,6 sen 30°) + B(O,6 cos 30°) = a 30(1,2%)a 


(iF, = ma,] 150 ~ B = 30(0,520a) 


Fi angular, 
(=F, = ma,] A — 30(9,81) = 30(0,3a) @ Lembre-se de que 0 momento de inércia de 
id 3; uma haste esbelta em relacdo ao seu centro 
sm]? 
Resolvendo as trés equagdes simultaneamente obtemos os seguintes resultados éjgml?. 
| A=337N B= 768N a = 4,69 rad/s? Resp. 


Como uma solugdo alternativa, podemos usar a Eq. 6/2 com o ponto C como o centro 
para os momentos e evitar a necessidade de resolver trés equacdes simultaneamen- 
te. Essa escolha elimina a referéncia as forgas A e B e fornece @ diretamente, Desse 
modo, ‘ 


® [2M = Ia + Emad] 


I 
30(9,81) N 


150(4,2 cos 30°) — 30(9,81)(0,6 sen 30°) = ©. 30(1,22)a ican 
12 3 *c 


+ 30(0,520a)(0,6 cos 30°) + 30(0,3a)(0,6 sen 30°) 


67,6 = 14,40a a = 4,69 rad/s? Resp. 
@A partir do diagrama cinético, Smad = 
Com « determinada, podemos agora aplicar as equacées das forcas de forma inde- ma,dy + ma,d,. Como ambos os termos da 
pendente e obter soma sao no sentido hordrio, no mesmo sen- 
tido que Ia, eles sao positivos. 
(=F, = md@,] A ~ 80(9,81) = 30(0,3)(4,69) A=337N Resp. 


(EF, = ma,] 150 ~ B = 30(0,520)(4,69) B= 76,8N Resp. 
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Exemplo 6/8 


A porta de um carro é deixada ligeiramente aberta por descuido, quando os freios 
s4o acionados fornecendo ao carro uma aceleragdo constante orientada para trés a. De- 
senvolva expressdes para a velocidade angular da porta quando ela passa pela posigdo 
de 90° e as componentes das reagdes na dobradica para qualquer valor de 6. A massa da 
porta é m, seu centro de massa est a uma distancia r do eixo da dobradiga O, e o raio 
de giracdo em relagio a O 6 kg. 


Solucdo. Como a velocidade angular w aumenta com 6, precisamos determinar a forma 
como a aceleracdo angular « varia de acordo com @ de modo que possamos integrd-la ao 
longo do intervalo para obter w. Obtemos a a partir de uma equagéo do momento em 
relacéo a O. Inicialmente, desenhamos o diagrama de corpo livre da porta no plano ho- 
rizontal para uma posig&o genérica 0. As unicas forcas nesse plano sdo as componentes 
da reagéio da dobradiga mostradas aqui nas diregdes x e y. No diagrama cinético, além 
do momento resultante Ja mostrado no sentido de a, representamos a forca resultante 
ma em termos de suas componentes, utilizando uma equac&o da aceleracao relativa em. 
relagdo a O. Essa equacdo vem a ser a equacdo de restrigdo cinematica e é 


B= ag = ag + (agio)n + (gio) 


Os médulos das componentes de ma sao entao 


mag = ma magio), = mrw* m(agio), = mra 


onde w=6ea=0. . . 

Para um determinado angulo 6, as trés incégnitas so a, O, e O,. Podemos eliminar 
O, e O, por meio de uma equagiio de momento em relacdo a O, que fornece 
[2My =Ta + Emad) 0 = mlko? — F*)a + mFa(7) — mar sen 6) 


ar 


Resolvendo para @ se obtém a = ka sen 6 
‘0 


Agora integramos « inicialmente para uma posigéo genérica e obtemos 


[w dw = a dé] 


Para @ =7/2, Resp. 


Para determinar O, e O,, para qualquer valor de 6, as equagdes da forga fornecem 


(ZF, =ma,] 0, = ma — mrFw? cos @ — mFa sen @ 


ll 


a2 52 
m[a = oor (1 — cos 6) cos 6 ~ pa sen? | 
ho ko 


fT) 


mal - Ga (1+ 2cos@-8 aos) Resp. 
‘O 


(SF, = ma,] 0, = mra cos @ — mrw®* sen 6 
= np sen @ cos @ ~ mp 20 (4 — cos 0) sen 6 
ko ke? 
mar? 


= (3 cos 6 — 2)sen @ Resp. 
0 


Sugestdes Uteis 


@ O ponto 0 6 escolhido porque é 0 tinico ponto 
sobre a porta cuja acelerag&o é conhecida. 

@ Tenha cuidado para colocar mra no sentido 
positivo de a em relagdo 4 rotagaéo em torno 
de O. 

@® O diagrama de corpo livre mostra que 0 mo- 
mento em relacéo a O 6 nulo. Usamos 0 teo- 
rema da transferéncia de eixos aqui e subs- 
tituimos kg? = k? + F2. Se essa relacdo néo é 
totalmente familiar, reveja a Secéo B/1 no 
Apéndice B, 

@® Também podemos utilizar a Eq. 6/3 com O 
como um centro para os momentos 


IM = Ioa + p X mag 


onde os valores escalares dos termos so Iga 
= mko*a e p x mag passa a ser Fa sen 6. 

® O diagrama cinético mostra claramente os 
termos que compéem ma, e may. 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


6/75 A placa de aco quadrada uniforme tem uma massa de 6 kg ¢ 
est4 em repouso sobre uma superficie horizontal lisa no plano x-y. 
Se uma forga horizontal P = 120 N é aplicada a um vértice na dire- 
¢40 e sentido mostrado, determine o médulo da aceleragao inicial do 
vértice A. 

Resp. a, = 63,2 m/s? 


Problema 6/75 7 a 


6/76 © disco circular macigo de 30 kg esta inicialmente em re- 
pouso sobre a superficie horizontal, quando uma forga P de 12 N, 
com médulo, direcdo e sentido constante, 6 aplicada ao cabo enrolado 
firmemente em torno de sua periferia. O atrito entre o disco e a su- 
perficie é desprezivel. Calcule a velocidade angular w do disco apés 
a forca de 12 N ter sido aplicada por dois segundos e determine a 
velocidade linear v do centro do disco apés ele ter se deslocado de 1,2 
metro a partir do repouso. 


Problema 6/76 


6/77 A nave espacial esté girando com uma velocidade angular 
constante @ em torno do eixo z, ao mesmo tempo em que seu centro 
de massa O esta se deslocando com uma velocidade vg na diregao y. 
Se um jato tangencial de peréxido de hidrogénio é langado quando a 
nave se encontra na posicéo mostrada, determine a expresséo para a 
acelerag&o absoluta do ponto A na borda da nave espacial no instan- 
te em que a forca do jato é F. O raio de giracdo da nave em relagaéo 
ao eixo z 6k, e sua massa é m. 


Problema 6/77 


6/78 Acima da atmosfera da Terra a uma altitude de 400 km onde 
a aceleracio devida A gravidade é de 8,69 m/s*, um determinado fo- 
guete possui uma massa total restante de 300 kg e esta direcionado 
a 30° da direcéo vertical. Se o empuxo T do motor do foguete é de 
4 KN e se o bocal do foguete esta inclinado em um Angulo de 1° como 
mostrado, calcule a acelerac&o angular « do foguete e as componen- 
tes x e y da aceleracao do seu centro de massa G. O foguete possui 
uni raio de giragao centroidal de 1,5 m. 


\ 30 


LAT 


Problema 6/78 


6/79 O cilindro macico homogéneo é liberado a partir do repouso 
sobre a rampa. Se @ = 40°, 4, = 0,30 e py, = 0,20, determine a ace- 
leragdo do centro de massa G e a forca de atrito exercida pela rampa 
sobre o cilindro. 

Resp. a = 4,20 m/s*, F = 7,57 N 


Problema 6/79 
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6/80 Repita o Prob. 6/79, exceto que @ = 30°, », = 0,15 e jy, = 0,10. 


6/81 Qual deve ser 0 raio rg do encaixe circular para que nao haja 
forga de atrito agindo entre o carretel e a superficie horizontal in- 
dependentemente do médulo da forga P aplicada ao cabo? O raio de 
gira¢do centroidal do carretel é k. 

Resp. ry = h?/r 


Problema 6/81 


6/82 Determine a aceleracao angular de cada uma das duas rodas, 
enquanto rolam sem deslizar para baixo nos planos inclinados. Para 
aroda A, examine 0 caso em que a massa do aro e dos raios 6 despre- 
zivel e a massa da barra esta concentrada ao longo da sua linha de 
centro, Para a roda B, assuma que a espessura do aro 6 desprezivel 
em comparagao com o seu raio, de modo que toda a massa esta con- 
centrada no aro. Especifique também o coeficiente de atrito estatico 
minimo p, necessdrio para evitar que cada uma das rodas deslize. 


Problema 6/82 


6/83 O painel quadrado uniforme de 12 kg estA suspenso a partir 

do ponto C pelos dois fios presos em A e B. Se 0 fio em B de repente se 

rompe, calcule a tragéo T no fio em A logo apés a ruptura ocorrer, 
Resp. T = 20,8N 


b 
Problema 6/83 


6/84 A barra uniforme de massa m e comprimento L esta se des- 
locando horizontalmente com uma velocidade v sobre seus roletes 
leves na extremidade. Determine a forca sob o rolete B logo apés ele 
passar pelo ponte C e antes da interferéncia mecdnica com a trajet6- 
ria. Em que velocidade v a forga sob o rolete B sera nula? 


c 
[ 


ao 
ret 
{ 

| 

| 
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Problema 6/84 


6/85 O disco circular de massa m e raio r esta rolando na parte 
mais baixa da trajetéria circular de raio R. Se o disco possui uma 
velocidade angular w, determine a forca N exercida pela trajetéria 
sobre 0 disco. 


—. rw? 
Resp. N = n(e + Rr. -) 


Problema 6/85 


6/86 A viga de aco com 3,6 m possui uma massa de 125 kg e 6 
igada a partir do repouso onde a tragéo em cada um dos cabos é de 
613 N. Se os tambores de elevagiio recebem aceleragées angulares 
iniciais a, = 4 rad/s” e ay = 6 rad/s”, calcule as tragées corresponden- 
tes T, e Tz nos cabos. A viga pode ser considerada como uma barra 
esbelta. ‘ 


12m 12m | 
MS LL EE 


Problema 6/86 


: 


Problemas Representativos 


6/87 O centro de massa G da roda de 10 kg esta deslocado do cen- 
tro em 10 mm. Se G esta na posi¢éo mostrada, com a roda rolando 
sem deslizar, com uma velocidade angular w de 10 rad/s, na parte 
mais baixa da trajetéria circular com 2 m de raio, calcule a forga P 
exercida pela trajetéria sobre a roda. (Tenha cuidado para utilizar a 
aceleracdo correta do centro de massa.) 

Resp. P = 100,3 N 


Problema 6/87 


6/88 disco circular com raio de 200 mm possui uma massa de 


' 25 kg com raio de giracdo centroidal k = 175 mm e possui uma ra- 


nhura circular concéntrica, com raio de 75 mm, cortada nele. Uma 
forga constante T é aplicada, em um Angulo @, ao cabo enrolado em 
torno da ranhura como mostrado. Se T = 30 N, @ = 0, », = 0,10 € 
Hy, = 0,08, determine a acelerag&o angular « do disco, a aceleracdo a 
do seu centro de massa G, e a forga de atrito F exercida pela super- 
ficie no disco . 


Problema 6/88 


6/89 Repita o Prob. 6/88, exceto por T' = 50 N e 6 = 30°. 
Resp. a = 0,295 rad/s®, a = 1,027 m/s® 
F=17,62N 


6/90 Repita o Prob. 6/88, exceto por T = 30 Ne @= 70°. 


6/91 A roda e seu cubo possuem uma massa de 30 kg, com um 
raio de giracéo em relac&o ao centro de 450 mm. Um fio enrolado 
firmemente em torno de seu cubo esta preso no suporte fixo, e a roda 
6 liberada a partir do repouso sobre o plano inclinado. Se os coefi- 
cientes de atrito estatico e dindmico entre a roda e 0 plano inclinado 
sao 0,40 e 0,30, respectivamente, calcule a aceleracdo a do centro da 
roda. Prove inicialmente que a roda desliza. 

Resp. a = 1,256 m/s” 


Cinética Plana de 


Corpos Rigidos 337 


Problema 6/91 


6/92 O caminhao, inicialmente em repouso com um rolo de papel 
cilindrico compacto na posigaéo mostrada, se desloca para a frente 


com uma aceleracdo constante a. Encon: 


tre a distancia s que 0 ca- 


minhdo percorre antes que o papel role da borda de sua plataforma 


horizontal, O atrito 6 suficiente para evit: 


ar deslizamento. 


Problema 6/92 


6/93 A extremidade A da barra uniforme de 5 kg é livremente ar- 
ticulada no cursor, que possui uma aceleragéo a = 4 m/s? ao longo do 


eixo horizontal fixo. Se a barra tem uma vi 


elocidade angular no senti- 


do hordrio « = 2 rad/s quando passa pela posicao vertical, determine 
as componentes da forga sobre a barra em A para esse instante. 


Resp. A, = 5 N, A, = 87,1 N 


Problema 6/93 
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6/94 Pequenos roletes sobre rolamentos montados nas extremida- 
des da barra esbelta de massa m e comprimento / limitam o movi- 
mento da barra nas ranhuras horizontais x-y. Se um momento M é 
aplicado a barra, inicialmente em repouso em 6 = 45°, determine as 
forcas exercidas sobre os roletes em A e B, quando a barra comeca 
a se mover. 


Problema 6/94 


6/95 Acasca semicilindrica uniforme de massa m e raio r é libe- 
rada a partir do repouso na posic¢éo mostrada, com sua borda infe- 
rior apoiada sobre a superficie horizontal. Determine 0 coeficiente 
de atrito estatico minimo 2, que 6 necessdrio para evitar qualquer 
deslizamento inicial da casca. 

Resp. jr, = 6,399 


Problema 6/95 


6/96  dispositivo robético do Prob. 6/60 é reapresentado aqui. 0 
elemento AB esta girando em torno da articulagaéo.A com uma velo- 
cidade angular no sentido anti-hordrio de 2 rad/s, e essa velocidade 
esté aumentando a 4 rad/s”. Determine o momento Mg exercido pelo 
braco AB sobre o braco BC se a articulagao B é mantida travada. A 
massa do braco BC é de 4 kg, e 0 braco pode ser considerado como 
uma haste esbelta uniforme. 


AREY 


Problema 6/96 


6/97 Uma placa plana uniforme de massa m na forma de um qua- 
drante circular de raio r esta fixada ao aro de massa desprezivel na 
posicaio indicada. Se o aro e o quadrante siio liberados a partir do 
repouso nessa posi¢éo sobre uma superficie horizontal e rolam sem 
deslizar, determine a forca de atrito inicial F. 

Resp. F = 0,257 mg 


Problema 6/97 


6/98 Ahaste esbelta de massa m e comprimento/ é liberada a partir 
do repouso na posigdo vertical com 0 pequeno rolete na extremidade A 
apoiado sobre o plano inclinado. Determine a acelerag&o inicial de A. 


A 


Problema 6/98 


6/99 O ioié possui uma massa m e um raio de giragéo k em relagéio 
ao seu centro O. O cordéo tem um comprimento maximo y = L e se 
enrola em torno do pequeno nucleo central de raio r com sua extre- 
midade fixada a um ponto no nucleo. Se o ioié é liberado a partir da 
posic¢éo y = 0 com uma velocidade descendente vg de seu centro O, 
determine a tragao T no cordao e a aceleragdo a de seu centro du- 
rante os seus movimentos de subida e de descida. Encontre também 
a velocidade maxima de descida v do seu centro. 

Og ee 8 
OL PR pe A 


2gL 
24 ee 
0" PP + 1 


Resp. T 


v= 


Para baixo Para cima 


Problema 6/99 


6/100 Em uma investigacfo do “efeito de chicote” resultante de 
colisées traseiras, a rotacéo brusca da cabeca é modelada utilizando 
uma esfera maciga homogénea de massa m e raio r que gira em 
torno de um eixo tangente (no pescogo) para representar a cabeca. 
Se o eixo em O recebe uma aceleragao constante a com a cabeca 
inicialmente em repouso, determine expressdes para a aceleracio 
angular inicial a da cabega e sua velocidade angular w em fungdo 
do angulo 6 de rotagdo. Assuma que o pescogo esta relaxado de modo 
que nenhum momento é aplicado 4 cabeca em O. 


Vertical 
i 


Problema 6/100 


6/101 A figura mostra a vista lateral de uma laje de concrete uni- 
forme com uma massa de 12 t. A laje esta sendo icada lentamente 
pelo guincho D por meio do cabo preso ao carrinho. Na posigéo @ = 
60°, a distancia x desde a posigéo fixa no solo até o carrinho é igual 
ao comprimento da laje L = 4m. Se 0 cabo de elevacdo se rompe nes- 
ta posigao, determine a aceleragao inicial a, do carrinho, cuja massa 
é desprezivel, e a tracdo inicial T no cabo fixo. A extremidade A da 
laje nao desliza sobre o carrinho. 

Resp. a, = 8,50 m/s’, T = 29,4 kN 


B 


Problema 6/101 


6/102 Duas rodas em formato de disco, cada uma com massa m, 
est&o ligadas por uma barra leve, porém rigida de comprimento J. O 
conjunto é arremessado de uma superficie horizontal, com velocida- 
de v conforme indicado. Se v 6 suficientemente grande para que a 
barra nao toque na quina apés A ter deixado a superficie, determi- 
ne um valor aproximado para a velocidade angular w do conjunto, 
uma vez que B tenha ultrapassado a superficie. Considere as rodas 
como massas concentradas, e mencione quaisquer outras hipéteses 
simplificadoras. 


Problema 6/102 
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6/103 Determine a forga horizontal méxima P que pode ser apli- 
cada ao carrinho de massa M para que a roda nao deslize quando 
comegar a rolar sobre o carrinho. A roda tem massa m, raio r, e raio 
de giragao k. Os coeficientes de atrito estdtico e dinamico entre a 
roda e o carrinho sao p., € py, respectivamente. 


Resp, P = paslm + m(1 + 5)| 


Problema 6/103 


6/t04 O mastro uniforme de 3,6 m é articulado A plataforma do 
caminhdo e liberado a partir da posigdo vertical quando o caminhao 
parte do repouso com uma aceleracao de 0,9 m/s*. Se a aceleracdo 
permanece constante durante o movimento do mastro, calcule a ve- 
locidade angular w do mastro quando atingir a posic&o horizontal. 


Problema 6/104 


6/105  cilindro hidrdulico BC do caminhdo basculante esta que- 
brado e é desconectado. O motorista (que fez um curso de dinamica) 
decide calcular a aceleragado minima a do caminhéo necessdria para 
inclinar o depdésito em torno da sua articulagdo em A. Ele entéo pros- 
segue calculando a aceleracio angular inicial a do depésito quando 
o caminhdo recebe uma aceleragéo de 1,2a. Quais séo as suas res- 
postas corretas para a e a, e ele seria capaz de realizar essa expe- 
riéncia? O recipiente de depésito pode ser modelado como um bloco 
retangular homogéneo e macigo com centro de massa em G. 
Resp. a = 16,35 m/s* 
a= 0,721 rad/s? 


| 
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6/106 Uma bola de boliche de 6,4 kg com uma cireunferéncia de 
690 mm tem um raio de giracdo de 83 mm. Se a bola é lancada com 
uma velocidade de 6 m/s, mas sem velocidade angular quando toca 
o chao da pista, calcule a distancia percorrida pela bola antes que 
comece a rolar sem deslizar. O coeficiente de atrito entre a bola eo 
piso é de 0,20. 


Problema 6/106 


6/107. Em um estudo da lesdo na cabega contra o painel de instru- 
mentos de um carro durante paradas bruscas ou em colisées onde 
cintos de seguranca abdominais, sem alga no ombro, ov airbags sio 
utilizados, o modelo humano segmentado mostrado na figura é ana- 
lisado. Assume-se que articulacgéo do quadril O permanece fixa em 
relagéo ao carro, e o tronco acima do quadril é tratado como wm 
corpo rigido de massa m livremente articulado em O. O centro de 
massa do tronco esta em G com a posicio inicial de OG adotada como 
vertical. O raio de giragio do tronco em relagio a O 6 ko Se o carro 
6 forcado a uma parada stibita com uma desaceleracao constante a, 
determine a velocidade v em relagao ao carro com a qual a cabeca 
do modelo atinge o painel de instrumentos. Substitua os valores 
m= 50 kg, r = 450 mm, r = 800 mm, kg = 550 mm, 0 = 45° ea = 10g 
ecalcule v. 

Resp. v = 11,78 m/s 


Problema 6/107 


6/108 O caminhde transporta uma bobina com 1500 mm de dia- 
metro de um cabo com massa de 0,75 kg por metro de comprimento. 
Existem 150 voltas na bobina cheia. A bobina vazia possui uma mas- 
sa de 140 kg, com raio de giracéo de 530 mm. O caminhdo isolado 
possui uma massa de 2030 kg, com centro de massa em G. Se 0 cami- 
nhao parte do repouso com uma aceleragao inicial de 0,2g, determi- 
ne (a) a tracéo T no cabo onde ele se prende a parede e (8) a reagao 
normal sobre cada par de rodas. Despreze a inércia de rotag&o das 
rodas do caminhao. 


Dimensées em milimetros 


Problema 6/108 


6/109 A barra esbelta uniforme de massa m e comprimento L, com 
pequenos roletes nas extremidades, é liberada a partir do repouso 
na posigaéo mostrada, com o rolete inferior em contato com o plano 
horizontal. Determine a forca normal N sob o rolete inferior e a ace- 
leracéo angular « da barra imediatamente apds ser liberada. 
mgs 2g sen @ 
a= 
1+ 3sen? 9 LG +sen? 6) 


Resp. N = 


Problema 6/109 


6/110 A roda desbalanceada possui uma massa de 10 kg e rola 
sem deslizar sobre a superficie horizontal. Quando o centro de mas- 
sa G passa a linha horizontal através de O como mostrado, a veloci- 
dade angular da roda é de 2 rad/s. Calcule para esse instante a forca 
normal N e a forca de atrito F agindo sobre a roda em seu ponto de 
contato com a superficie horizontal. A roda possui wm raio de giragao 
em relacdo ao seu centro de massa de 64 mm. 


i 
I 
| 
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6/111 A biela AB de 0,6 kg de um determinado motor de combus- 
tdo interna possui centro de massa em G e um raio de giracaéo em 
relagéo a G de 28 mm. O pist&o eo pino A possuem uma massa total 
de 0,82 kg. O motor esté funcionando a uma velocidade constante 
de 3000 rpm, de modo que a velocidade angular da manivela é de 
3000(27)/60 = 1007 rad/s. Despreze os pesos dos componentes e a 
forga exercida pelos gases de combustao no cilindro em comparacdo 
com as forgas dinamicas produzidas e calcule o médulo da forca so- 
bre o pino do pistéo A para o Angulo da manivela @ = 90°. (Sugestdo: 
Utilize a relagdo alternativa para o momento, Eq. 6/3, com B como o 
centro para os momentos.) 

Resp. A = 1522. N 


Problema 6/111 


6/112 A porta de garagem suspensa é um painel retangular ho- 
mogéneo de massa m e é guiada por seus roletes nas extremidades, 
que correm nos trilhos mostrados (tracejados). Se a porta é liberada 
a partir do repouso na posigéo mostrada, determine a forca exerci- 
da na porta por cada um dos roletes em A e B. Despreze qualquer 
atrito. 


b Horizontal Sy 


Problema 6/112 


6/113 Os pequenos roletes nas extremidades da barra esbelta 
uniforme de 3,6 kg estao limitados a se deslocar nas ranhuras que se 
situam em um plano vertical. No instante em que 6 = 30°, a velocida- 
de angular da barra é de 2 rad/s no sentido anti-hordrio. Determine 
a aceleracao angular da barra, as reagdes em A e B, e as aceleragdes 
dos pontos A e B sob a ac&o da forca P de 26 N. Despreze o atritoe a 
massa dos pequenos roletes. 


Resp. a = 18,27 rad/s? SAH 
Ry =5,05N 
Rp = 1,208 N 
a, = 19,56 m/s? 
@g = 17,17 m/s” 


Problema 6/113 


&6/114 Aroda-gigante em um parque de diversées tem um nume- 
ro par n de géndolas, cada uma livremente articulada em seu ponto 
de sustentagao na periferia da roda. Cada gondola carregada possui 
uma massa m, um raio de giragdo k em relacdo ao seu ponto de sus- 
tentagdo A, e o centro de massa a uma distancia A de A. A estrutura 
da roda tem um momento de inércia Ig em relacdo ao seu mancal em 
O. Determine uma expresso para a forga tangencial F, que deve ser 
transmitida a periferia da roda em C, a fim de fornecer a roda uma 
aceleragao angular inicial a partindo do repouso. Sugestdo: Analise 
as géndolas em pares A e B. Tenha cuidado para nao assumir que 
a aceleragao angular inicial das géndolas 6 a mesma que a da roda. 
(Observagéo: Um engenheiro americano chamado George Washing- 
ton Gale Ferris, Jr, inventou a roda-gigante para a World’s Colum- 
bian Exposition em Chicago, em 1893. A roda tinha 76,2 metros (250 
pés) de diametro com 36 géndolas, cada uma delas carregava até 
60 passageiros. Totalmente carregada, a roda e as géndolas tinham 
uma massa de 1200 t. A atragdo era acionada por um motor a vapor 


de 1000 hp.) 
h? To 
Resp. F = 1-— J+ 
esp. {ra oR: ) ele 


Problema 6/114 


t 
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6/6 Retacdes TRABALHO-ENERGIA 


No estudo da cinética de particulas nas Segdes 3/6 e 
3/7, desenvolvemos os principios de trabalho e energia e os 
aplicamos ao movimento de uma particula e para casos se- 
Jecionados de particulas conectadas. Verificamos que esses 
princfpios foram especialmente titeis na descrigio de um mo- 
vimento que resulta do efeito cumulativo de forgas que atu- 
am ao longo de distancias. Além disso, quando as forgas eram 
conservativas, fomos capazes de determinar as variacgdes da 
velocidade analisando as condigées da energia no inicio e no 
fim do intervalo de movimento. Para deslocamentos finitos, 0 
método de trabalho-energia elimina a necessidade de se de- 
terminar a aceleracao e integra-la ao longo do intervalo para 
obter a variacdo da velocidade. Essas mesmas vantagens s&o 
percebidas quando estendemos os principios do trabalho- 
energia para descrever um movimento de corpo rigido. 

Antes de realizar esta extensdo, vocé deve rever as defini- 
des e conceitos de trabalho, energia cinética, energia poten- 
cial gravitacional e eldstica, forgas conservativas, e poténcia, 
discutidos nas Segées 3/6 e 3/7, uma vez que eles sero apli- 
cados aos problemas de corpos rigidos. Vocé também deve 
rever as Secées 4/3 e 4/4 sobre a cinética de sistemas de par- 
ticulas, nas quais estendemos os principios das Segies 3/6 e 
3/7 para incluir qualquer sistema genérico de particulas de 
massa, 0 que inclui os corpos rigidos. 


Trabalho Realizado por Forcas e Momentos 


O trabalho realizado por uma forea F foi tratado em deta- 
The na Seco 3/6 e é dado por 


u=[Rdr ov U=| Weosa)ds 
onde dr é o vetor deslocamento infinitesimal do ponto de 
aplicagao de F, como mostrado na Fig. 3/2a. Na forma escalar 
equivalente da integral, a é 0 Angulo entre F e a diregao do 
deslocamento, e ds 6 o médulo do vetor deslocamento dr. 
Freqiientemente precisamos determinar o trabalho rea- 
lizado por um momento M que age sobre um corpo rigido 
durante o seu movimento. A Fig. 6/11 mostra um momento 


.M = Fb agindo sobre um corpo rigido que se desloca no plano 


de aplicagaéo do momento. Durante o intervalo de tempo dt 0 
corpo gira através de um Angulo dé, e a linha AB se desloca 
para A’B’. Podemos estudar esse movimento em duas partes, 
primeiro uma translagéo para A’B” e em seguida uma rota- 
¢&o d@ em torno de A’. Vemos de modo imediato que, durante 
a translacio, o trabalho realizado por uma das forgas cancela 
o trabalho realizado pela outra forga, de modo que o trabalho 
Mquido realizado é dU = F(b d6) = M dé, devido a parcela de 
rotagéo do movimento. Se o momento age no sentido oposto 
ao da rotac&o, o trabalho realizado é negativo, Durante uma 
rotagéo finita, o trabalho realizado por um momento M cujo 
plano é paralelo ao plano do movimento 6, portanto, 


u= | mao 


dé 


Figura 6/11 


Energia Cinética 

Usamos agora a expressio conhecida para a energia ci- 
nética de uma particula para desenvolver expressées para 
a energia cinética de um corpo rigido, para cada uma das 
trés classes de movimento plano de corpo rigido ilustradas 
na Fig. 6/12. 


(a) Translagao. O corpo rigido em translacao da Fig, 6/12a 
possui uma massa m e todas as suas particulas tém uma 
velocidade v em comum. A energia cinética de uma particula 
qualquer de massa m, do corpo é T, = bmp, assim, para 0 
corpo como um todo T'= Symp? = du?Sm, ov 


(6/7) 


Essa expresso 6 valida para ambos 0s movimentos de trans- 
lag&o retilineos e curvilineos. 


(b) Rotacao em torno de um eixo fixo. O corpo rigido 
na Fig. 6/12b gira com uma velocidade angular w em torno 
do eixo fixo através de O. A energia cinética de uma particu- 
la representativa de massa m, 6 T; = dmiro?. Desse modo, 
para 0 corpo como um todo T'= de Smr?. Mas o momento de 
inércia do corpo em relagéo a O 6 Ig = Xm,r?, assim 


(6/8) 


Observe a semelhanga existente entre as formas das expres- 
sées da energia cinética para translacdo e rotagdo. Vocé pode 
verificar que as dimensdes das duas expressées sao idén- 
ticas. 


(¢) Movimento plano geral. O corpo rigido na Fig. 6/12c 
executa um movimento plano em que, no instante considera- 
do, a velocidade de seu centro de massa G 60 e sua velocidade 
angular é w. A velocidade v, de uma particula representativa 
de massa m, pode ser expressa em fungiéio da velocidade do 
centro de massa J e da velocidade p,w em relagao ao centro de 
massa, conforme mostrado. Com 0 auxilio da lei dos cossenos, 
descrevemos a energia cinética do corpo como o somatério 


(a) Translacgao 


up=r;@ 


(6) Rotagdo em torno 
de um Eixo Fixo 


(c) Movimento 
Plano Geral 


Figura 6/12 


27, das energias cinéticas de todas as suas particulas. Desse 
modo, 


T= z3 my? = rym wo? + pra + 20pm cos 6) 
Como w ei sfo comuns a todos os termos na terceira parcela 


da soma, podemos fatord-los. Dessa forma, o terceiro termo 
na expressdo para T torna-se 


wv Lm,p; cos 6 = wi Im,y; = 0 


uma vez que 3rn,y; = my = 0. A energia cinética do corpo é 


entéo T= 407Em,;+ w*Smip? ou 


(6/9) 


onde I é o momento de inércia do corpo em relagdo ao seu 
centro de massa. Essa expresso para a energia cinética 
mostra claramente as contribuigdes distintas para a ener- 
gia cinética total que resultam da velocidade de translagado 
v do centro de massa e da velocidade de rota¢&o w em torno 
do centro de massa. 

A energia cinética do movimento plano também pode ser 
expressa em fungéio da velocidade de rotacdo em relagéo ao 
centro instanténeo de velocidade nula C. Como C possui mo- 


ci 
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mentaneamente velocidade nula, a prova que conduz a 
Eq, 6/8 para o ponte fixo O é igualmente valida para o ponto 
C, assim, de forma alternativa, podemos descrever a energia 
cinética de um corpo rigido em movimento plano como 


(6/10) 


Na Segao 4/3 desenvolvemos a Eq. 4/4 para a energia ci- 
nética de um sistema de massa qualquer. Observamos agora 
que essa expressdo é equivalente a Eq. 6/9 quando o sistema 
de massas é rigido. Para um corpo rigido, a grandeza f,; na 
Eq, 4/4 é a velocidade da particula representativa em relagao 
ao centro de massa e é 0 vetor w x p,, que possui o médulo 
p;#. O termo do somatério na Eq. 4/4 torna-se Sdm(p,0)? = 
be*Smjp? = Aw", o que faz com que a Eq, 4/4 coincida com 
a Hig. 6/9. 


Energia Potencial e Equacao de Trabalho-Energia 


A energia potencial gravitacional V, e a energia potencial 
eldstica V, foram descritas em detalhe na Secdo 3/7. Lembre- 
se de que o simbolo U’ (em vez de U) é utilizado para indicar 
o trabalho realizado por todas as forgas exceto o peso e as 
forcas eldsticas, que sAo contabilizados nos termos de ener- 
gia potencial. 

A relac&o trabalho-energia, Eq. 3/15a, foi introduzida na 
Secdo 3/6 para o movimento de uma particula e foi generali- 
zada na Sec&o 4/3 para incluir o movimento de um sistema 
geral de particulas. Esta equacgéo 


[4/2] 


se aplica a qualquer sistema mecanico. Para a sua aplicacgdo 
ao movimento de um tinico corpo rigido, os termos Ty e T' 
devem incluir os efeitos de translagéo e de rotagao como de- 
terminado pelas Eqs. 6/7, 6/8, 6/9, ou 6/10, e Uy» 6 0 trabalho 
realizado por todas as forgas externas. Por outro lado, se op- 
tarmos por expressar os efeitos do peso e de molas por meio 
da energia potencial em vez do trabalho, podemos reescrever 
a equacdo anterior como 


[4/3a] 


onde a linha sobrescrita indica o trabalho realizado por to- 
das as forgas, com excegéio do peso e das forcas de molas. 

Quando aplicada a um sistema de corpos rigidos interliga- 
dos, a Eq. 4/3a inclui o efeito da energia eldstica armazenada 
nas conexées, bem como o da energia potencial gravitacional 
para os diversos elementos. O termo U’,, inclui o trabalho de 
todas as forgas externas ao sistema (exceto as forcas gravita- 
cionais), assim como o trabalho negativo das forcas de atrito 
internas, caso existam. Os termos TJ, e Ty sfo as energias 
cinéticas inicial e final de todas as partes méveis durante o 
intervalo do movimento em questao. 

Quando o princfpio do trabalho-energia é aplicado a um 
tinico corpo rigido, um diagrama de corpo livre ou um dia- 
grama de forcas ativas pode ser utilizado. No caso de um sis- 
tema de corpos rigidos interligados, um diagrama de forgas 
ativas de todo o sistema deve ser esbocado de modo a isolar 
o sistema e indicar todas as forcas que realizam trabalho so- 


| he _ 


i 
| 
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bre o sistema. Devem também ser tragados diagramas para 
mostrar as posicdes inicial e final do sistema para o intervalo 


‘de movimento dado. 


A equagao de trabalho-energia fornece uma relagéo direta 
entre as forcas que trabalham e as variagées corresponden- 
tes no movimento de um sistema mecanico. No entanto, se 
existir um atrito mec&nico interno significativo, entéo o sis- 
tema deve ser desmembrado para expor as forcgas de atrito 
dindmico e levar em consideragdéo o trabalho negativo que 
elas realizam. Quando o sistema é desmembrado, no entanto, 
uma das principais vantagens da abordagem de trabalho- 
energia 6 automaticamente perdida. O método de trabalho- 
energia 6 o mais titil para analisar sistemas conservativos 
de corpos interligados, onde a perda de energia devida ao 
trabalho negativo das forcas de atrito é desprezfvel. 


Poténcia 


O conceito de poténcia foi discutido na Secéo 3/6, que 
abordou o trabalho e a energia no movimento de uma par- 
ticula. Lembre-se de que poténcia é a taxa no tempo em que 
o trabalho é realizado. Para uma forga F que atua sobre um 
corpo rigido em movimento plano, a poténcia desenvolvida 
por essa forga em um determinado instante de tempo é dada 
pela Eq. 3/16 e 6 a taxa na qual a forga esta realizando o tra- 
balho. A poténcia 6 dada por 


aU _ ¥-dr _ 
are rare 


onde dr e v sao, respectivamente, o deslocamento infinitesi- 
mal e a velocidade do ponto de aplicagao da forga. 

Analogamente, para um momento M agindo sobre 0 corpo, 
a poténcia desenvolvida pelo momento em um dado instante 
de tempo é a taxa em que ele esta realizando trabalho, e é 
dada por 


onde dé@ e w sao, respectivamente, o deslocamento angular 
infinitesimal e a velocidade angular do corpo. Se os sentidos 


a 
a 
2 
5 
& 
= 
FA 
— 
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‘a 
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de M e ws&o iguais, a poténcia é positiva e a energia é forne- 
cida ao corpo. Inversamente, se M e w tém sentidos opostos, 
a poténcia é negativa e a energia é removida do corpo. Se a 
forca F e o momento M atuam simultaneamente, a poténcia 
instantanea total é 


P=F-v+ Mw 


Podemos também expressar a poténcia calculando a taxa em 
que a energia mecnica total de um corpo rigido ou de um 
sistema de corpos rigidos esta variando. A relagéo trabalho- 
energia, Eq. 4/3, para um deslocamento infinitesimal é 


dU' =dT'+ dv 


onde dU’ é 0 trabalho das forcas e dos momentos ativos apli- 
cados ao corpo ou ao sistema de corpos. Excluidos de dU’ 
estdo o trabalho das forcas gravitacionais e o das forcas de 
molas, que so contabilizados no termo dV. Dividindo por dé 
fornece a poténcia total das forgas e dos momentos ativos 
como 


pad! 


=f+ ved 
Gg tga 


Assim, verificamos que a poténcia desenvolvida pelas forgas 
e momentos ativos é igual & taxa de variacéo da energia me- 
canica total do corpo ou do sistema de corpos. 

Observamos a partir da Kq. 6/9 que, para um determina- 
do corpo, 0 primeiro termo pode ser escrito 


= km@-¥ +8) + Tow 


= ma-v + Ia(w) = R-¥ + Mo 


onde R é a resultante de todas as forgas que atuam sobre o 
corpo e M 6 0 momento resultante em relagiio ao centro de 
massa G de todas as forcgas. O produto escalar leva em consi- 
deragéio o caso de movimento curvilineo do centro de massa, 
onde @ e V nao estaéo na mesma diregio. 
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Exemplo 6/9 


A roda rola para cima no plano inclinado, sobre seu eixo, sem deslizar e 6 puxada 
pela forga de 100 N aplicada ao cabo enrolado em torno de sua borda externa. Se a 
roda parte do repouso, calcule sua velocidade angular w apés seu centro ter se deslo- 
cado uma distancia de 3 m para cima no plano inclinado. A roda possui uma massa 
de 40 kg com centro de massa em O e tem um raio de girag&o centroidal de 150 mm. 
Determine a poténcia fornecida pela forca de 100 N no final do intervalo de 3 m do 
movimento, 


Solugdo. Das quatro forcas mostradas no diagrama de corpo livre da roda, somente a 
@ tragdo de 100 N e o peso de 40(9,81) = 392 N realizam trabalho. A forga de atrito nao 


realiza nenhum trabalho desde que a roda ndo deslize. Usando o conceito de centro’ 


instantaneo de velocidade nula C, observamos que um ponto A no cabo ao qual a forga 
de 100 N é aplicada possui uma velocidade v4 =-{(200 + 106/100]v. Portanto, 0 ponto 
A sobre 0 cabo se desloca a uma distancia de (200 + 100)/100 = 3 vezes maior do que o 
centro O. Assim, com o efeito do peso incluide no termo U, o trabalho realizado sobre a 
roda vem a ser 


200 + 100 


® Uy = 100 8 


(3) ~ (892 sen 15°)(8) = 595 J 


A roda esté submetida a um movimento plano geral, de modo que as energias ciné- 
ticas inicial e final sao 


@ (P= pmb? + flo] T= 0 — T, = $ 40(0,100)® + 4 40(0,15)%u? 
= 0,650w? 

A equagéo de trabalho-energia fornece 

0 + 595 = 0,650? 


(T, + Uy, = To} w = 80,8 rad/s 


De forma alternativa, a energia cinética da roda pode ser escrita 
® (P= 3 Ico" T= 2 40{(0,15)" + (0,10)? = 0,6500? 


A poténcia fornecida pela forca de 100 N quando w = 30,3 rad/s é 


© [P=F-v] 


P99 = 100(0,3)(80,3) = 908 W Resp. 
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Sugestées Uteis 


@ Como a velocidade do centro instantaneo C 
na roda é nula, logo a taxa na qual a forga : 
de atrito realiza trabalho é sempre nula. 
Portanto, F n&o realiza nenhum trabalho 
desde que a roda nio deslize. Se a roda es- 
tivesse rolando sobre uma plataforma mé- 
vel, entretanto, a forca de atrito realizaria 
trabalho, mesmo que a roda néo estivesse 
deslizando, ‘ 

@® Observe que a componente do peso orien- i 
tada para baixo no plano inclinado realiza i 
trabalho negativo. 

@® Tenha cuidado para usar o raio correto na | 
expresséo v = rw para a velocidade do cen- 
tro da roda. . 

@ Lembre-se de que Ig = I + mOC?%, onde I = 
Ig =mko?. 

® A velocidade aqui é a do ponto de aplicagéo 
da forga de 100 N. 
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Exemplo 6/10 


A barra delgada de 1200 mm possui uma massa de 20 kg com centro de massa em 
B e 6 liberada a partir do repouso na posi¢&o em que 6 é praticamente nulo. O ponto B 
estd limitado a se deslocar na guia vertical lisa, enquanto a extremidade A se desloca 
na guia horizontal lisa e comprime a mola conforme a barra desce. Determine (a) a 


velocidade angular da barra quando a posic¢&o @ = 30° 6 cruzada e (b) a velocidade com 
que B atinge a superficie horizontal se a rigidez da mola é de 5 kN/m. 


Solugdo. Com o atrito e a massa dos pequenos roletes em A e B desprezados, o sistema 
pode ser tratado como conservativo. 


Parte (a). Durante o primeiro intervalo de movimento desde 6 = 0 (estado 1) até @ = 30° 
(estado 2), a mola nao esta envolvida, de modo que nao existe o termo V, na equagiio da 
energia. Se adotarmos a alternativa de considerar o trabalho do peso no termo V,, entao 
nao hé nenhuma outra forca que realiza trabalho, e U’,. = 0. 

Como temos um plano movimento com restricdo, existe uma relagao cinematica en- 
tre a velocidade vp do centro de massa e a velocidade angular w da barra. Essa relagdo 
é facilmente obtida utilizando 0 centro instantaneo de velocidade nula C e observando 
que ug = CBw, Assim, a energia cinética da barra na posigéo de 30° vem a ser 


= mp2 + Iu? ai 2412/1 2\ 42 a 2 
iva gmu + 51a") Te ig 20(0,300w) +3(d 20(1,2}? |w 2,100’ 


Com uma referéncia fixada na posicdo inicial do centro de massa B, as energias poten- 
? 
ciais gravitacional inicial e final sao 


V,=90 V_, = 20(9,81)(0,600 cos 30° — 0,600) = —15,77 J 
Substituimos agora na equacdo da energia e obtemos 
[Ty + Vy + ULg = Ty + Vg] 0+0+0= 2,100 — 15,77 
w = 2,74 rad/s Resp. 


Parte (b). Definimos 0 estado 3 como aquele no qual @ = 90°. As energias potencial 
inicial e final da mola so 


[V, =the] Vj=0 Vy= 5 (5000)(0,600 — 0,450)? = 56,3 J 


Na posicao horizontal final, 0 ponto A nfo possui velocidade, de modo que a barra 
esta, de fato, girando em torno de A. Portanto, a sua energia cinética final é 


2 

(P= 21,07) T; = 3 (3 2ot.a#)( vB ) = 18,3309? 
A energia potencial gravitacional final é 
[V, = Wh} Vz = 20(9,81)(-0,600) = -117,2 0 

Substituindo na equacéo da energia, temos 
(T, + Vy + Ulg =Ty+ Vz] 0 +040 = 13,38vg? + 56,3 — 117,2 

vp = 2,15 m/s Resp. 

De forma alternativa, se apenas a barra constitui o sistema, o diagrama de forcgas 
ativas mostra 0 peso, que realiza trabalho positivo, e a forga da mola kx, que realiza 
trabalho negativo. Podemos, entao, escrever 
(T, + U3 = Ts} 117,2 — 56,8 = 18,330,” 


que é equivalente ao resultado anterior. 


kx 


209 81) N 


| 
| 


| 


(Diagrama de Forgas 
Ativas Alternativo) 
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Exemplo 6/11 


No mecanismo mostrado, cada uma das duas rodas possui uma massa de 30 kg e 

um raio de giracdo centroidal de 100 mm. Cada barra OB possui uma massa de 10 kg 

i e pode ser tratada como uma barra esbelta. O cursor de 7 kg em B destiza sobre o eixo 

| vertical fixo com atrito desprezivel. A mola possui uma rigidez k = 30 kN/m e¢ entra 

| em contate com a base do cursor quando as barras atingem a posigéo horizontal. Se o 

cursor é liberado a partir do repouso na posigdo @ = 45° e se o atrito é suficiente para 

impedir as rodas de deslizarem, determine (a) a velocidade vg do cursor no instante em 
que atinge a mola e (b) a deformacdo maxima x da mola. 


Solugde, O mecanismo executa um movimento plano e é conservative desprezando- 
se as perdas por atrito dinamico. Definimos os estados 1, 2 e 3, em @ = 45°, 0=0,ena 
deflexiio maxima da mola, respectivamente. A referéncia para a energia potencial gra- 
vitacional nula V, 6 convenientemente escolhida através de O, conforme indicado. 


{a) Para o intervalo de 6 = 45° até @ = 0, verificamos que as energias cinéticas inicial e 
final das rodas sao nulas, uma vez que cada roda parte do repouso e momentaneamen- 
te atinge 0 repouso em 6 = 0. Além disso, na posigdo 2, cada barra esté simplesmente 
girando em torno de seu ponto O de modo que 


T, = [24 Igo? I, ct [4mv4 


cursor 


Z 
110(0,975>( °B ) + 4 tog? = 6,83up" 


0,375/ . 2 


O cursor em B cai uma distancia de 0,875//2 = 0,265 m, de forma que 


V, = 2(10)(9,81) 228° 4. 7(9,81)(0,265) = 44.27 Vp =0 
@ Além disso, U';.2 = 0. Portanto, “ 
y+ Vp + Ulg= 2, +V—) 0444, +0 = 6,88? +0 Sugestéo Util 


Up = 2,54 m/s Resp. @ Com o trabalho do peso do cursor B incluido 
nos termos da energia potencial, nao ha ne- 


: . : nhuma outra forga externa ao sistema que 
(6) Na condigao de maxima deformagao x da mola, todos os elementos estado instanta- realize trabalho. A forga de atrito agindo 


neamente em repouso, o que faz com que 7 = 0. Assim, 


sob cada roda nao realiza trabalho uma vez 


Ti+ Vi +Ulg = Th +V, 0 + 2(10)(9,81 0,265 4 7 9,81)(0,268) + 0 que a roda nao desliza, e, naturalmente, a 
Nae aa al Oe) 2 SPE IN0 260) forga normal também nao realiza trabalho. 


Portanto, U’;.. = 0. 


=0- acioxa.sn(z) ~ 19,81)x + 2(80)(10%)x? 


A solugdo para o valor positive de x fornece 
x = 60,1 mm Resp. 


Deve-se observar que os resultados das partes (a) e (b) envolvem uma variagéo da 
energia liquida bastante elementar, apesar do fato de que 0 mecanismo foi submetido 
a uma seqiiéncia de movimentos razoavelmente complexa. A solugdo desse e de pro- 
blemas semelhantes por outra abordagem que néo a de trabalho-energia nao é uma 
possibilidade convidativa. 


PROBLEMAS 


m \ : j 2m 
(Nos problemas a seguir, despreze qualquer perda de energia devida = LO Ai ax * ) 
ao atrito dinamico salvo indicacéo em contrario.} l. 1 (7) 31 | 
vi T 
4 
Problemas Introdutsrios Problema 6/115 


6/115 A haste delgada de massa m e comprimento | possui uma 
particula (raio desprezivel, massa 2m) presa a sua extremidade. Se 
o corpo é liberado a partir do repouso quando esté na posigao mos- 
trada, determine a sua velocidade angular no instante em que passa 
pela posigao vertical. 


6/116 O caixote retangular homogéneo possui uma massa de 
120 kg e est4 sustentado na posigéo horizontal pelo cabo em Ae pela 
dobradica no canto O. Se o cabo em A é liberado repentinamente, 
calcule a velocidade angular w do caixote pouco antes que atinja a 
Resp. w = 1,660 A sentido hordrio inclinagao de 30°. O peso do caixote influencia os resultados, com 


outras grandezas invaridveis? 
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6/119 A placa retangular uniforme tem uma massa de 300 kg e 
é sustentada no plano vertical pelas duas hastes paralelas de massa 
desprezivel e pelo cabo AC. Se o cabo se rompe de repente, determine 
a velocidade angular w das hastes pouco antes que a placa atinja a 
superficie horizontal EZ. Encontre também a forca no elemento DC 
no mesmo instante. 

Resp. w = 3,50 rad/s, Fp = 1472 N 


800 mm 


Problema 6/116 


6/117 A velocidade do cilindro de 8 kg é de 0,3 m/s em um determi- 
nado instante. Qual é a sua velocidade v apés uma queda adicional 
de 1,5 m? A massa do tambor com o seu encaixe é de 12 kg, seu raio 
de giragao centroidal é k = 210 mm, e o raio do seu encaixe 6 r; = 
200 mm. O momento de atrito em O 6 constante em 3 N-m. Problema 6/119 
Resp. v= 3,01 m/s 
2 6/120 As duas rodas do Prob. 6/82, mostradas aqui novamente, re- 
presentam duas condigdes extremas de distribuigao de massa. Para 
o caso A toda a massa m 6 assumida como sendo concentrada no 
centro do aro, na barra axial de diametro desprezivel. Para 0 caso B 
toda a massa m é assumida como sendo concentrada no aro. Deter- 
mine a velocidade do centro de cada aro, apés ter se deslocado uma 
distancia x para baixo na inclinagéo a partir do repouso. Os aros 
rolam sem deslizar. 


Problema 6/117 


6/118 O tronco esta suspenso por dois cabos paralelos de 5 m e 
é utilizado como um arfete. Em que Angulo @ 0 tronco deverd ser 
liberado a partir do repouso, a fim de atingir 0 objeto a ser esmagado 
com uma velocidade de 4 m/s? 


Problema 6/120 


6/121 Aroda écomposta por um aro de 10 kg enrijecido por quatro 
raios finos, cada wm com uma massa de 2 kg. Uma forga horizontal 
de 40 N 6 aplicada & roda inicialmente em repouso. Calcule a veloci- 
dade angular da roda apés 0 seu centro ter se deslocado 3 m. O atrito 
é suficiente para evitar o deslizamento. 

a Resp. w = 18,19 rad/s 


Problema 6/118 
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Problema 6/121 


6/122 A estrutura quadrada 6 composta por quatro hastes esbel- 
tas, cada uma de massa m e comprimento b. A estrutura esta giran- 
do em seu plano com uma velocidade angular w. Determine a veloci- 
dade linear v do centro C, que fard a energia cinética de translacao 
igual a energia cinética de rotacao. 


Problema 6/122 


6/123 A placa retangular uniforme é liberada a partir do repou- 
so na posicao indicada. Determine a velocidade angular mdxima w 
durante o movimento que se segue. O atrito na articulagéo é des 
prezivel. 


Resp. o = 0,861 4 


2b 


Problema 6/123 


6/124 Cada uma das barras articuladas possui uma massa p por 
unidade de comprimento, e o conjunto esta suspenso em O, no plano 
vertical. Se as barras sdo liberadas a partir do repouso com 0 prati- 
camente nulo, determine a velocidade angular # comum a todas as 
barras quando A, B, Ce D se juntam. 


Problema 6/124 


Problemas Representativos 


6/125 Uma forca constante F é aplicada na direcao vertical ao 
mecanismo simétrico a partir da posigéo de repouso apresentada. 
Determine a velocidade angular w que as barras adquirem quando 
atingem a posicao @ = 0. Cada barra possui uma massa my. A roda é 
um disco circular macigo de massa m e rola sobre a superficie hori- 
zontal sem deslizar. 

3(F + mog) sen 0 


Resp. w = 
esp. w mb 


Problema 6/125 


6/126 Um volante de 1200 kg com um raio de giracdo de 400 mm 
tem sua velocidade reduzida de 5000 para 3000 rpm durante um 
intervalo de 2 min. Calcule a poténcia média fornecida pelo volan- 
te. Expresse a sua resposta tanto em quilowatts quanto em horse- 
power. 


6/127 O tambor de 375 mm de raio e seu eixo possuem uma massa 
de 41 kg e um raio de giracdo de 300 mm em relagiio ao eixo de rota- 
cdo. Um total de 18 m de cabo de aco flexivel com uma massa de 
3,08 kg por metro de comprimento esta enrolado em volta do tambor 
com uma extremidade fixada & superficie do tambor. A extremidade 
livre do cabo tem uma parte inicial pendurada x = 0,6 m quando o 
tambor é liberado a partir do repouso. Determine a velocidade an- 
gular w do tambor para o instante em que x = 6 m. Suponha que o 
centro de massa da por¢do do cabo restante no tambor se encontra 
na linha central do eixo quando x = 6 m. Despreze 0 atrito. 

2 Resp. w = 9,68 rad/s 


i 
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375 mm 


Problema 6/127 


6/128 A alavanca OA de 5,5 kg com 250 mm de raio de giragao em 
relacio a O esta inicialmente em repouso na posicdo vertical (@ = 
90°), onde a mola anexa de rigidez & = 525 N/m esté sem deformacao. 
Calcule o momento constante M aplicado a alavanca através de seu 
eixo em O que daré A alavanca uma velocidade angular w = 4 rad/s 
quando a alavanca atingir a posicéo horizontal @ = 0. 


Problema 6/128 


6/129 A roda 6 constituida por um aro de 4 kg com 250 mm de 
raio, com cubo e raios de massa desprezivel. A roda esta montada 
no garfo OA de 3 kg com centro de massa em G e com um raio de 
giragdio em relagdo a O de 350 mm. Se o conjunto é liberado a partir 
do repouso na posigdo horizontal mostrada e se a roda rola sobre 
a superficie circular sem deslizar, calcule a velocidade do ponto A 
quando atinge A’. 

Resp. vg = 2,45 m/s 


Problema 6/129 


6/130 O disco B rola sem deslizar para baixo na inclinagio A, que 
se desloca com velocidade v. Descreva o trabalho realizado pelas for- 
cas normal e de atrito que atuam sobre o disco para os casos (a)v=0 
e(b)v #0. 


Problema 6/130 


6/131 A respeito do conjunto apresentado, o brago OA possui uma 
massa de 0,8 kg e um raio de giracdéo em relagao a O de 140 mm. A 
engrenagem B tem uma massa de 0,9 kg e pode ser tratada como um 
disco circular macigo. A engrenagem C esta fixa no plano vertical e 
nao pode girar. Se um momento constante M = 4 N-m é aplicado ao 
brago OA, inicialmente em repouso na posigéo horizontal mostrada, 
calcule a velocidade vu do ponto A quando atinge o topo em A’. 

Resp. v = 1,976 m/s 


pee 


Problema 6/131 


6/132 O volante de 50 kg tem um raio de giragéo k= 0,4 mem re- 
lagdo a linha central de seu eixo e est4 submetido ao torque M = 24 
— ¢-%1*) N-m, onde 9 est4 em radianos. Se o volante esté em repouso 
quando 6 = 0, determine a sua velocidade angular apés cinco voltas. 


Problema 6/132 


6/133 O disco uniforme de 6 kg gira livremente em relacdo a um 
eixo horizontal através de O. Uma barra esbelta de 2 kg é fixada 
ao disco conforme indicado. Se o sistema é levemente deslocado do 
repouso enquanto esta na posicéo mostrada, determine a sua veloci- 
dade angular w apés ter girado de 180°. 

Resp. w = 7,00 rad/s 


Problema 6/133 


6/134 Sob intenso desenvolvimento est4é o armazenamento de 
energia em discos que giram em alta velocidade onde 0 atrito é efe- 
tivamente eliminado pelo encapsulamento do rotor em um compar- 
timento sob vécuo e utilizando mancais magnéticos. Para um rotor 
de 10 kg com um raio de giracdo de 90 mm, girando inicialmente a 
80 000 rpm, calcule a poténcia P que pode ser retirada do rotor pela 
aplicacaio de um torque constante de desaceleragio de 2,10 N-m (a) 
no instante em que o torque é aplicado e (b) no instante de tempo em 
que o torque tiver sido aplicado por 120 segundos. 


6/135 Para a haste delgada articulada de comprimento J, deter- 
mine a distancia x para a qual a velocidade angular sera maxima 
quando a barra passar pela posigéo vertical, apés ter sido liberada 
na posigéo horizontal mostrada. Determine a velocidade angular 
correspondente, 


Resp. x = 0,211, ome. = eer 


Sea | 


Problema 6/135 


6/136 O centro da roda de 100 kg com raio de giragiio centroidal de 
100 mm tem uma velocidade de 0,6 m/s para baixo na inclinacdo na 
posi¢ao indicada. Calcule a reagdo normal N sob a roda quando ela 
passa pela posic¢aéo A. Assuma que nao ha deslizamento. 
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Problema 6/136 


6/137 O disco semicircular de massa m = 2 kg esta montado no aro 
leve de raio r = 150 mm e é liberado a partir do repouso na posigéo 
(a). Determine a velocidade angular w do aro e a forca normal N sob 
© aro quando passa na posi¢ao (b) apés girar por 180°. O aro rola 
sem deslizar. 


Resp. (a) w = rad/s 


- 128 
()N mal + ie = 1p) a) 


Problema 6/137 


6/138 O motor elétrico apresentado esté fornecendo 4 kW a 
1725 rpm para uma bomba a qual aciona. Calcule o Angulo 8 por 
meio do qual o motor se inclina sob a ago da carga, se a rigidez de 
cada uma de suas quatro molas de suporte 6 de 15 kN/m. Em que 
direcao o eixo do motor gira? 


Problema 6/138 


6/139 © pequeno veiculo é projetado para andar em alta veloci- 
dade sobre a neve. As lagartas em cada lado do veiculo tem uma 
massa p por unidade de comprimento e so acionadas pelas rodas 
dianteiras. Determine a parcela M do torque constante do eixo 
dianteiro, necessdria para dar a ambas as lagartas um movimento 
correspondente a uma velocidade v do veiculo, aleangada com acele- 
ragao constante, em uma distancia s a partir do repouso sobre um 
terreno horizontal. : 

Resp. M = 4p c v*(ar + b) 


| 
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m——— b 


Problema 6/139 


6/140 A polia com raio de 400 mm tem uma massa de 50 kg e um 
raio de giragdo de 300 mm. A polia e sua carga de 100 kg estado sus- 
pensas pelo cabo e pela mola, que possui uma rigidez de 1,5 kN/m. 
Se o sistema é liberado a partir do repouso com a mola inicialmente 
esticada de 100 mm, determine a velocidade de O apés ter caido 
50 mm. 


Problema 6/140 


6/141 Cada uma das duas dobradigas em A e B, da tampa unifor- 
me de massa mm. da caixa de brinquedos de uma crianga, contém uma 
mola de torg&o que exerce um momento resistente M = K6 sobre 
a tampa enquanto esta sendo fechada. (a) Especifique a rigidez a 
torg¢éo K de cada mola que resultaré em velocidade angular nula 
da tampa, no instante em que atinge a posigéo horizontal fechada 
(9 = 7/2), quando é liberada a partir do repouso em 6 = 0. (6) Qual 
seria a aceleraciio angular a da tampa, quando liberada a partir do 
repouso na posigao fechada? Essas dobradigas seriam uma solucdo 
funcional? 

21 
=) 


g 


Resp. (a) K = 7 


mg, (b) a = 0,410 


Problema 6/141 


6/142 0 semicilindro macico homogéneo é liberado a partir do re- 
pouso na posigéo indicada. Se 0 atrito 6 suficiente para evitar o des- 
lizamento, determine a velocidade angular mdxima w atingida pelo 
cilindro quando rola sobre a superficie horizontal. 


Problema 6/142 


6/143 O disco circular uniforme de 30 kg est4 em repouso na po- 
sicéo A quando um momento constante no sentido anti-hor4rio M = 
40 N-m é aplicado para rolar o disco para cima na superficie circular. 
Se o disco rola sem deslizar, calcule a velocidade v de seu centro O 
quando a posig&o mais alta B é atingida. (Atencdo: Tenha cuidado 
para estabelecer o Angulo correto por meio do qual o disco gira.) 
Resp. v = 2,10 m/s 


Problema 6/143 


6/144 - O corpo apresentado é construido de uma haste esbelta uni- 
forme e consiste em um anel de raio r fixado a uma segéio reta de 
comprimento 2r. O corpo se articula livremente em relagéio a uma 
junta esférica em O. Se 0 corpo esté em repouso na posicéo vertical 
mostrada e recebe um leve empurrao, calcule a sua velocidade an- 
gular  apés uma rotacio de 90° em torno (a) do eixo A-A e (b) do 
eixo B-B. . 


6/145 Um pequeno veiculo experimental possui uma massa total 
m de 500 kg, incluindo as rodas eo piloto. Cada uma das quatro rodas 
tem uma massa de 40 kg e um raio de giracdo centroidal de 400 mm. 
A resisténcia por atrito total R para o movimento é de 400 N e é 
medida rebocando 0 veiculo a uma velocidade constante em uma 
estrada horizontal com o motor desengrenado. Determine a potén- 
cia fornecida pelo motor para uma velocidade de 72 km/h subindo a 
inclinag&o de 10% (a) com aceleracao nula e (6) com uma aceleracdo 
de 3 m/s”. (Sugestdo: A poténcia é igual A taxa de aumento no tempo 
da energia total do vefculo somada A taxa em que o trabalho devido 
ao atrito é superado.) 

Resp. (a) P = 17,76 kW, (b) P = 52,0 kW 


Problema 6/145 


6/146 A poténcia motriz para o énibus experimental de 10 t vem 
da energia armazenada em um volante giratério que ele transporta. 
O volante possui uma massa de 1500 kg e um raio de giracéo 
de 500 mm e 6 colocado para girar a uma velocidade maxima de 
4000 rpm. Se o énibus parte do repouso e adquire uma velocidade 
de 72 km/h no alto de uma colina, 20 metros acima da posigéo ini- 
cial, calcule a velocidade N reduzida do volante. Suponha que 10% 
da energia retirada do volante so perdidos. Despreze a energia de 
rotacdo das rodas do énibus. A massa de 10 t inclui a massa do vo- 
lante. : 


Problema 6/146 


6/147 _O disco semicircular uniforme de 15 kg é sustentado, na po- 
sigao de equilfbrio mostrada, pelos dois cabos que estado enrolados 
em volta de seus cubos anexos e sdo guiados até as molas idénticas. 
Cada mola possui uma rigidez k = 2,6 kN/m. Se o disco é girado em 
90° de modo que o seu centro de massa fique na posigdo mais baixa 
possivel e em seguida é liberado a partir do repouso, calcule a velo- 
cidade angular w do disco quando passa pela posigéo de equilibrio. 
Despreze a massa dos cubos e do eixo. 

Resp. w = 7,11 rad/s 


Problema 6/147 


6/148 A figura mostra a seco transversal de uma porta de garagem 
de 100 kg, que é um painel retangular uniforme de 2,4 m por 2,4 m. 
A porta movimenta dois conjuntos de molas, um em cada lado da por- 
ta, tal como 0 apresentado. Cada mola possui uma rigidez de 700 N/m 
e esta sem deformagdo quando a porta esta na posigdo aberta indica- 
da. Se a porta é liberada a partir do repouso nessa posicao, calcule a 
velocidade da extremidade em A, quando atinge o piso da garagem. 


Problema 6/148 


6/149 Uma haste esbelta de comprimento / e massa m esta sol- 
dada na borda de um aro de raio l. Se 0 aro é liberado a partir do 
repouso na posigaéo mostrada, determine a velocidade v do centro do 
aro, apés ter dado uma volta e meia. Assuma que nao hd deslizamen- 
to e que existe um contato continuo entre o aro e a sua superficie de 
apoio. Despreze também a massa do aro. 


Resp. v = /6gl{cos 6 + 87 sen6) 


Problema 6/149 


| 
{ 
1 
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6/150 Um rolo compacto de papel de embrulho com um raio inicial 
ro 6 liberado a partir do repouso em um declive e é deixado se desen- 
rolar com a extremidade livre presa no ponto mais alto. Determine a 
velocidade do rolo em funcdo da distancia x por meio da qual ele se 
deslocou para baixo no declive. O comprimento total do papel no rolo 
éL. Vocé pode conciliar a diferenca entre a energia inicial do roloe a 
energia final do papel apés todo movimento ter cessado? 


Problema 6/150 


6/151 Aroda dupla de 10 kg, com raio de giragéo de 125 mm em 
relagao a O, esta ligada 4 mola de rigidez k = 600 N/m por um fio 
que estd enrolado firmemente em torno do eixo central. Se a toda 6 
liberada a partir do repouso no plano inclinado com a mola esticada 
em 225 mm, caleule a velocidade maxima v do seu centro O durante 
0 movimento que se segue. A roda rola sem deslizar. 

Resp. Umax = 1,325 m/s 


Problema 6/151 


6/152 As duas barras esbeltas cada uma de massa m e compri- 
mento 6 estdo unidas por um pino e se deslocam no plano vertical. 
Se as barras sdo liberadas a partir do repouso na posigéo mostrada 
e se deslocam juntas sob a ag&o do momento M de médulo constante 
aplicado a AB, determine a velocidade de A quando atinge O. 


Problema 6/152 


6/153 O disco circular uniforme de 45 kg com sua barra esbelta 
de 9 kg presa é liberado a partir do repouso na posig&éo mostrada e 
rola sem deslizar sobre a superficie horizontal. Calcule a velocidade 
vg do centro O quando o centro de massa da barra esta diretamente 
abaixo do centro O do disco. 

Resp. vg = 0,954 m/s 


Problema 6/153 


6/154 A estrutura quadrada vazada é construfda com quatro has- 
tes esbeltas idénticas, cada uma de comprimento 6. Se a estrutura é 
liberada a partir do repouso na posicaéo mostrada, determine a velo- 
cidade do canto A, (a) apés A ter caido uma distAncia b e (6) apés A 
ter caido uma distancia 2b. As pequenas rodas rolam sem atrito nas 
ranhuras da superficie vertical. 


Problema 6/154 


6/7 AcELERAGAO A PARTIR DA RELACAO 
Trapatno-Enercia; TRABALHO VIRTUAL 
eh TSS 

Além de utilizar a equacdo de trabalho-energia para de- 
terminar as velocidades devidas & acdo das forgas que agem 
ao longo de deslocamentos finitos, também podemos utilizar 
a equacéo para determinar as aceleracées instantaneas dos 
elementos de um sistema de corpos interligados como resul- 
tado das forgas ativas aplicadas. Podemos também modificar 
a equagdo para determinar a configuracdo de um sistema 
desse tipo quando ele sofre uma aceleracéo constante. 


Equacao de Trabalho-Energia para Movimentos 
Infinitesimais 


Para um intervalo infinitesimal de movimento, a Eq. 4/3 
torna-se 


dU'=dT+dv 


O termo dU’ representa o trabalho total realizado por todas 
as forgas ativas nao potenciais que atuam sobre o sistema 
em consideracao durante o deslocamento infinitesimal do 
sistema. O trabalho das forgas potenciais esta inclufdo no 
termo dV. Se utilizarmos o indice i para indicar um corpo 
representativo do sistema interligado, a variagéio diferencial 
na energia cinética T para todo o sistema vem a ser 


AT = d(zmb2 + EET?) = Imp, dd, + Wyo; de, 


onde do; ¢ dw; séo as respectivas variacdes nos médulos das 
velocidades e onde o somatério é determinado sobre todos os 
corpos do sistema. Mas para cada corpo, m,,du, = ma; - d3, 
eT,wde; = T,a,d6,, onde ds; representa o deslocamento linear 
infinitesimal do centro de massa e onde dé, representa o des- 
locamento angular infinitesimal do corpo no plano do movi- 
mento. Observamos que a; - ds; é idéntico a @,), d3,, onde @,), 
é a componente de @, ao longo da tangente A curva descrita 
pelo centro de massa do corpo em questao. Além disso, a; 
representa 6, a aceleracio angular do corpo representativo. 
Conseqiientemente, para todo o sistema 


aT = Ima,-d8, + Xa; do; 
Essa variagdo também pode ser escrita como 
aT = =R,-ds; + IMg,-d0; 


onde R; e M,, sao a forga resultante e o momento resultante 
que agem sobre o corpo i e onde d6, = dé,k. Essas duas ulti- 
mas equacdes nos mostram apenas que a variacio diferencial 
na energia cinética é igual ao trabalho diferencial realizado 
sobre 0 sistema pelas forcas resultantes e pelos momentos 
resultantes que agem sobre todos os corpos do sistema. 

O termo dV representa a variagéo diferencial na energia 
potencial gravitacional total V, e na energia potencial elasti- 
ca total V,e tem a forma 


dV = dO&mgh, + E4hjx;2) = mg dh, + Lk;x, de, 
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onde h; representa a distancia vertical do centro de massa do 
corpo representative de massa m, acima de qualquer plano 
de referéncia conveniente e onde x; representa a deformagao, 
de trag&o ou de compress4o, de um elemento eldstico repre- 
sentativo do sistema (mola), cuja rigidez é hj. 

A expresso completa para dU’ pode agora ser escrita 
como 


(au = linia; ds + Ue) de, 4 Sinjg dhy 4 hj x; dt; | (6/11) 


Quando a Eq. 6/11 é aplicada a um sistema de um grau de 
liberdade, os termos m,a,d5, e T,0,d 0, serdo positivos se as 
aceleragées estao no mesmo sentidé que os respectivos des- 
locamentos e negativos se estéo em sentidos opostos. A Eq. 
6/11 tem a vantagem de relacionar as aceleragées As forcas 
ativas diretamente, o que elimina a necessidade de desmem- 
brar o sistema e em seguida eliminar as forcas internas e 
as forcas reativas pela solugdo simultdnea das equagdes de 
forga-massa-aceleragado para cada membro. 


Trabalho Virtual 


Na Eq. 6/11 os movimentos diferenciais sio variacgdes 
diferenciais nos deslocamentos reais ou verdadeiros que 
ocorrem. Para um sistema mecAnico, que assume uma con- 
figuragéo de regime permanente durante uma aceleracdo 
constante, freqiientemente observamos que é conveniente 
introduzir o conceito de trabalho virtual. Os conceitos de tra- 
balho virtual e deslocamento virtual foram introduzidos e 
utilizados para estabelecer configuragées de equilibrio para 
sistemas estaticos de corpos interligados (veja o Capitulo 7 
do Vol. 1. Estética). 

Um deslocamento virtual é qualquer deslocamento assu- 
mido e arbitrario, linear ou angular, para fora da posigéo na- 
tural ou posigio real. Para um sistema de corpos conectados, 
os deslocamentos virtuais devem ser consistentes com as 
restrigdes do sistema. Por exemplo, quando uma extremida- 
de de um elemento de ligagdo é articulada em relacdo a um 
ponto fixo, o deslocamento virtual da outra extremidade deve 
ser normal & linha que une as duas extremidades. Tais exi- 
géncias para deslocamentos consistentes com as restrigdes 
sao puramente cinematicas e fornecem as chamadas equa- 
ges de restrigao. 

Se um conjunto de deslocamentos virtuais que satisfaz as 
equagées de restrigao e, portanto, coerente com as restrigdes, 
é assumido para um sistema mecdnico, a relacdo apropria- 
da entre as coordenadas que descrevem a configuragéo do 
sistema serd determinada pela aplicacdo da relacdo traba- 
Tho-energia da Eq. 6/11, expressa em termos de variacdes 
virtuais. Deste modo, 


8U' = Em ,Ai,-88; + La; 80; + Lmyg dh; + Zhjx; 6x; (6/110) 


E comum se utilizar o simbolo diferencial d para se referir 
a variagées diferenciais nos deslocamentos reais, enquanto 
o simbolo 6 é utilizado para representar variacées virtuais, 
isto 6, variacdes diferenciais que sao assumidas em vez de 
reais. 


i 
i 
i 
{ 
i 
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Exemplo 6/12 


Acremalheira mével A possui uma massa de 3 kg, e a cremalheira B é fixa. A engre- 
nagem possui uma massa de 2 kg e um raio de giracéio de 60 mm. Na posicéo mostrada, 
a mola, que possui uma rigidez de 1,2 kN/m, esté alongada em uma distancia de 40 mm. 
Para o instante representado, determine a aceleragao a da cremalheira A sob a aco da 
forea de 80 N. O plano da figura é vertical. 


Solugdo. A figura fornecida representa o diagrama de forcas ativas para todo o siste- 
ma, o qual é conservativo. 

Durante um deslocamento infinitesimal ascendente dx da cremalheira A, o trabalho 
dU’ realizado sobre o sistema é de 80 dx, onde x esté em metros, e esse trabalho é igual 
A soma das variacées correspondentes na energia total do sistema. Essas variagées, que 
aparecem na Eq. 6/11, so como se segue: 


{dT = Smaa,-d8, + Ela; d0;) 


@Terernatheira = 8 EX 
dx af2 dx/2 
AT ngcanagem “2 ae + 2(0,06)? 0.08 05 7 7812 de 


As variagées nas energias potenciais do sistema, a partir da Eq. 6/11, se tornam 
{dV = Img dh; + Xkjx; dx;) 


WVeeematheira = 88 At = 39,81) dx = 29,4 dx 
FV engromagem = 28(x/2) = g dx = 9,81 dx 


AV isola = Bj; dx; ~ 1200(0,04) dx/2 = 24 dix 
Substituindo na Eq. 6/11 obtemos 
80 dx = 3a dx + 0,781a dx + 29,4 dx + 9,81 dx + 24 dx 
Cancelando dx e resolvendo para a temos 
@ = 16,76/3,78 = 4,43 m/s? 
Verificamos que utilizando o método de trabalho-energia para um deslocamento in- 
finitesimal nos forneceu a relacdo direta entre a forca aplicada e a aceleragao resultan- 
te. Nao foi necessdério desmembrar o sistema, desenhar dois diagramas de corpo livre, 


aplicar =F = ma duas vezes, aplicar Mg = Ia e F = kx, eliminar os termos indesejados 
e, finalmente, resolver para a. 


Resp. 


Exemplo 6/13 


Uma forca constante P 6 aplicada 4 extremidade A das duas barras idénticas e uni- 
formes e as obriga a se deslocar para a direita no seu plano vertical com uma aceleragdo 
horizontal a. Determine o Angulo de regime permanente @ feito pelas barras uma em 
relagéio a outra. 


Solucdo. A figura apresenta o diagrama de forgas ativas para o sistema. Para encon- 
trar a configuragéo de regime permanente, considere um deslocamento virtual de cada 
barra a partir da posi¢io natural assumida durante a aceleragéo. A medida do deslo- 
camento em relacdo & extremidade A elimina qualquer trabalho realizado pela forga' P 
durante o deslocamento virtual. Deste modo, 


6U' = 0 
Os termos envolvendo aceleragdo na Eq, 6/11a se reduzem a 


ImB-d8 = ma(-Ss,) + ma(—8s,) 


eet © on 9\ 4 8( 2! sen 9 
= mal a(} sen A (3 sen ‘| 


ae 8 
= mali Coss 20) 


80N 


Sugestées Uteis 


@ Observe que nenhuma das forcas remanes- 
centes externas ao sistema realiza qualquer 
trabalho. O trabalho realizado pelo peso e 
pela mola 6 contabilizado nos termos de 
energia potencial. 

@® Observe que @; para a engrenagem 6 a ace- 
leracéo do seu centro de massa, que 6 a me- 
tade, daquela para a cremalheira A. Além 
disso, o seu deslocamento é dx/2, Para a 
engrenagem girando,.a aceleracéo angular 
a partir de a = re se torna a; = (a/2)/0,08, eo 
deslocamento angular a partir de ds = r d0 
se torna d6; = (dx/2)/0,08. 

® Observe aqui que o deslocamento da mola é 
a metade daquele da cremalheira. Portanto, 
x, = x/2. 


Sugestées Uteis 


@ Observe que usamos o simbolo 6 para nos 
referirmos a uma variacdo diferencial vir- 
tual ou assumida em vez do simbolo d, que 
se refere a uma variacéo infinitesimal no 
deslocamento real. 

@ Aqui estamos avaliando o trabalho realiza- 
do pelas forcas e momentos resultantes no 
deslocamento virtual. Observe que a = 0 
para ambas as barras. 

@® Optamos por utilizar o angulo @ para des- 
crever a configuracao das barras, apesar de 
que poderiamos ter usado a distancia entre 
as duas extremidades das barras de forma 
equivalente. 
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@ Escolhemos a linha horizontal através de A como a referéncia para a energia poten- 
cial nula. Assim, a energia potencial das barras é 


® Os dois tltimos termos na Eq. 6/11a expres- 
sam as variagoes virtuais nas energias po- 
16 tenciais gravitacional e eldstica. 
V,= ame(-4 cos 8) 


2 


é a variacdo virtual na energia potencial se torna 


= 8{~2mg! cos 2) = 8! sen 8 
ov, =3( amg Leos) » 2 sen 590 


Substituindo na equagio de trabalho-energia para variagées virtuais, Eq. 6/Lla, obte- 


mos 
3 9 59 4 mE con O 
0= mal cos 5 80 + 57 sen 5 50 
a partir da qual 
| 6=2tan! a Resp. 


Novamente, nesse problema vemos que a abordagem do trabalho-energia elimina a 
necessidade de se desmembrar 0 sistema, desenhar diagramas de corpo livre separados, 
aplicar as equagées de movimento, eliminar os termos indesejados, e resolver para 6. 


PROBLEMAS 
Problemas introdutérios 


6/155 A carga de massa m 6 suportada pelas hastes leves para- 
lelas e pelo batente fixo A. Determine a aceleragéo angular inicial 
a das barras devido & aplicagéo do momento M a uma extremidade 
como mostrado. 


~M_& 
Resp. a= “5 g sene 


M 
Up aie 
Zt 


Problema 6/156 


6/157 As duas barras esbeltas uniformes sdo articuladas em O 
e estao apoiadas sobre a superficie horizontal por seus roletes nas 
extremidades de massa desprezivel. Se as barras sdo liberadas a 
partir do repouso na posigdo mostrada, determine a sua aceleragéo 
angular inicial « para que se fechem no plano vertical. (Sugestéo: 
Utilize o centro instantaneo de velocidade nula escrevendo a expres- 
s&o para dT.) 


ir off 


A 
3g cos 6 
Resp. a = % 


Problema 6/155 


6/156 A barra esbelta uniforme de massa m 6 mostrada na sua 
configuracdo de equilfbrio antes da forca P ser aplicada. Calcule a 
aceleragao angular inicial da barra apés a aplicacao de P. 
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6/158 Cada uma das barras A e B tem uma massa de 4 kg, e a 
barra C tem uma massa de 6 kg. Calcule o Angulo § assumido pelas 
barras se 0 corpo a que esto fixadas recebe uma aceleracao horizon- 
tal constante a de 1,2 m/s”. 


Problema 6/158 


6/159 O mecanismo mostrado se move no plano vertical. A barra 
vertical AB tem uma massa de 4,5 kg, e cada uma das duas hastes 
tem uma massa de 2,7 kg com centro de massa em G e com um raio 
de giracéio de 250 mm em relag&o ao seu mancal (O ou C), A mola 
tem uma rigidez de 220 N/m e um comprimento sem deformagio de 
450 mm. Se 0 apoio em D é subitamente retirado, determine a acele- 
racdo angular inicial « das hastes. 

Resp. « = 34,2 rad/s? 


(a 
OG = CG = 200 mm 


Problema 6/159 


Problemas Representativos 


6/160 A carga de massa m recebe uma aceleracgéo ascendente a 
pela aplicacao das forcas P, a partir de sua posigio de repouso apoia- 
da nos suportes. Despreze a massa das hastes em comparagiio com 
me determine a aceleragao inicial a. 


Problema 6/160 


6/161 O contéiner do caminhdo de entrega de alimentos para 0 su- 
primento de aeronaves tem uma massa m quando esta carregado e é 
elevado por meio da aplicagéio de um momento M na extremidade infe- 
rior da barra que é articulada ao chassi do caminhao. As ranhuras ho- 
rizontais permitem que o mecanismo se estenda enquanto o contéiner 
€ elevado. Determine a aceleracdo ascendente do contéiner em termos 
de h, para um determinado valor de M. Despreze a massa das barras. 


Resp. a = —————___— — 
Qmb/1 — (h/2b)* 


Problema 6/161 


6/162 O bloco deslizante recebe uma aceleragio horizontal para 
a direita que 6 aumentada lentamente até um valor constante a. 
O péndulo anexado de massa m e centro de massa G assume um 
deslocamento angular constante 6. A mola de torgio em O exerce 
um momento M = K@ sobre o péndulo, que se opie ao deslocamento 
angular. Determine a rigidez a torc¢o K que permitird um desloca- 
mento angular constante 6. 


6/163 Cada uma das barras uniformes OA e OB possui uma mas- 
sa de 2 kg e é articulada livremente em O ao eixo vertical, que recebe 
uma aceleragdo ascendente a = g/2. As hastes que conectam o cursor 
leve C as barras possuem massas despreziveis, e o cursor desliza li- 
vremente sobre o eixo. A mola possui uma rigidez & = 130 N/me esta 
sem compressdo para a posi¢éo equivalente a 6 = 0. Calcule o Angulo 
@ assumido pelas barras na condic&o de aceleragao constante. 

Resp. @ = 64,3° 


Dimensies em milimetros 


Problema 6/163 


6/164 © mecanismo é constitufdo por duas barras esbeltas e se 
move no plano horizontal sob a influéncia da forga P. A barra OC 
tem uma massa m e a barra AC tem massa 2m. O bloco deslizante 
em B tem massa desprezivel. Sem desmembrar o sistema, determine 
a aceleragdo angular inicial a das barras quando P é aplicada em A, 
com as barras inicialmente em repouso. (Sugestdo: Substitua P pelo 
seu sistema forga-momento equivalente.} 


Problema 6/164 


6/165 A plataforma mével de trabalho é elevada por meio dos dois 
cilindros hidraulicos articulados nos pontos C. A press&o em cada 
cilindro produz uma forca F. A plataforma, o homem, e a carga tém 
uma massa combinada m, e a massa do mecanismo é pequena e pode 
ser desprezada. Determine a acelerag&o ascendente a da plataforma 
e mostre que ela é independente tanto de b quanto de @. 


=e 
Resp. a= 5 & 
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Problema 6/165 


6/166 Cada um dos trés painéis idénticos uniformes de uma porta 
industrial segmentada tem massa m e é conduzido nos trilhos (um 
mostrado em linha tracejada). Determine a aceleragio horizontal a 
do painel superior sob a agdo da forca P. Despreze qualquer atrito 
nos roletes de guia. 


Problema 6/166 


6/167 © tacémetro mecdnico mede a velocidade de rotagao N do 
eixo pelo movimento horizontal do cursor B ao longo do eixo que 
gira. Esse movimento é causado pela ac&o centrifuga das duas mas- 
sas A de 350 g, que giram com 0 eixo. O cursor C estd preso ao eixo, 
Determine a velocidade de rotagao N do eixo para uma leitura 8 = 
15°. A rigidez da mola é de 900 N/m, e esté sem compressao quando 
0=0e B = 0. Despreze os pesos das hastes. 

Resp. N = 132,8 rpm 


ip 
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16 mm 
T 
76 mm 


Problema 6/167 


6/168 Um sistema de engrenagens planetarias é apresentado, onde 
os dentes das engrenagens so omitidos da figura. Cada uma das trés 
engrenagens planetdrias idénticas A, Be C tem uma massa de 0,8 kg, 
um raio r = 50 mm, e um raio de giragéo de 30 mm em relagéio ao seu 
centro. O suporte EZ tem uma massa de 1,2 kg e um raio de giracéo em 
relacéo a O de 60 mm. A engrenagem anular D tem um raio R = 
150 mm e é fixa. Se um torque M = 5 N-m é aplicado ao eixo do supor- 
te das planetarias em O, determine a aceleragéo angular inicial « do 
suporte, 


Problema 6/168 


6/169 O setor e as rodas vinculadas sao liberados a partir do re- 
pouso na posi¢aéo mostrada no plano vertical. Cada roda 6 um disco 
circular macigo com uma massa de 5 kg e rola sobre a trajetéria 
circular fixa sem deslizar. O setor tem uma massa de 8 kg e 6 bem 
aproximado por um quadrante de um disco circular macigo de 400 
mm de raio. Determine a aceleracdo angular inicial a do setor. 
Resp. a = 10,84 rad/s” 


Problema 6/169 


6/170 A torre aérea mostrada é projetada para elevar um operdrio 
em uma diregdo vertical. Um mecanismo interno em B mantém o 
Angulo entre AB e BC igual a duas vezes o Angulo @ entre BC eosolo. 
Se a massa combinada do homem e do cesto é de 200 kg e se todas as 


outras massas so desprezadas, determine o torque M aplicado a BC 
em Ceo torque Mz na articulagao em B necessdrio para fornecer ao 
cesto uma aceleracdo vertical inicial de 1,2 m/s? quando é colocado 
em movimento a partir do repouso na posigdo 6 = 30°. 


Problema 6/170 


6/171 O bracgo uniforme OA tem uma massa de 4 kg, e a engrena- 
gem D tem uma massa de 5 kg com um raio de giragéo em relagéo ao 
seu centro de 64 mm. A engrenagem maior B é fixa e nao pode girar. 
Se o braco e a engrenagem menor sao liberados a partir do repouso 
na posicéo mostrada no plano vertical, calcule a aceleragéo angular 
inicial « de OA. 

Resp, a = 27,3 rad/s® 


Problema 6/171 


6/172 O veiculo é utilizado para transportar suprimentos subindo | 


e descendo a inclinagdéo de 25%. Cada par de rodas, um em A e outro 
em B, tem uma massa de 140 kg com um raio de giragao de 150 mm. 
O tambor C tem uma massa de 40 kg e um raio de giracéo de 100 
mm. A massa total do vefculo é de 520 kg. O veiculo é liberado a par- 
tir do repouso com uma forga de sustentagiio T de 500 N no cabo de 
controle que passa ao redor do tambor e esta preso em D. Determine 
a aceleragio inicial a do veiculo. As rodas rolam sem deslizar. 


100 


Problema 6/172 


i 
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SECAO C. 


IMPULSO E QUANTIDADE DE MOVIMENTO 


6/8 Equacdes pe Imputso-QuanTIDADE DE 
Movimento 


Os principios do impulso e da quantidade de movimento 
foram desenvolvidos e utilizados nas Segdes 3/9 e 3/10 para 
a descricéo do movimento de particulas. Naquela discussao, 
observamos que os principios eram de especial importancia 
quando as forcas aplicadas fossem expressas como funcées 
do tempo e quando as interacées entre particulas ocorressem 
durante periodos curtos de tempo, tal como no impacto. Van- 
tagens semelhantes resultam quando os prinefpios do impul- 
so-quantidade de movimento s&o aplicados ao movimento de 
corpos rigidos. 

Na Segéo 4/2, os principios do impulso-quantidade de 
movimento foram expandidos para cobrir qualquer sistema 
definido de particulas de massa, sem restricdes quanto as co- 
nexdes entre as particulas do sistema. Todas essas relacdes 
expandidas se aplicam ao movimento de um corpo rigido, 
que é simplesmente um caso especial de um sistema geral de 
massa. Vamos agora aplicar essas equacées diretamente ao 
movimento de corpo rigido em duas dimensées. 


Quantidade de Movimento Linear. 


Na Sec&o 4/4 definimos a quantidade de movimento line- 
ar de um sistema de massas como a soma vetorial das quan- 
tidades de movimento linear de todas as suas particulas e 
escrevemos G = 3m,v;. Com r; representando o vetor posi- 
géo para m;, temos v; = ft; e G = mk; que, para um siste- 
ma cuja massa total é constante, pode ser escrito como G = 
d(Zmx,/dt. Quando substituimos o princfpio dos momentos 
mE = Em; r; para localizar o centro de massa, a quantidade de 
movimento se torna G = d(nr)/dt = m¥, onde F é a velocidade 
v do centro de massa. Portanto, tal como antes, constatamos 
que a quantidade de movimento linear de qualquer sistema 
de massas, rigido ou nao rigido, é 


[4/5] 


No desenvolvimento da Eq. 4/5, observamos que no era 
necessdrio empregar a condigéo cinemadtica para um corpo 
rigido, Fig. 6/13, que 6 v; = ¥V + @ x p;. Nesse caso, obtemos 0 
mesmo resultado escrevendo G = Xmm,¥ + w x p;). O primeiro 
termo 6 Vim; = m¥ e o segundo termo se torna w x Xm,p; = 
@ x mp = 0 uma vez que p; é medido a partir do centro de 
massa, resultando em p nulo. 

iim seguida, na Secdo 4/4 reescrevemos a segunda lei de 
Newton generalizada na forma da Eq. 4/6. Essa equagao e 
sua forma integrada sao 


(6/12) 


A Eq. 6/12 pode ser escrita na sua forma em componentes es- 
calares, que, para o movimento plano no plano x-y, fornece 


Figura 6/13 


(G1 + 


ty 
=F, dt = (Gy), 
ty a 


(6/12a) 
G), + |, BF, dt = Gy 


Colocando em palavras, a primeira das Eqs. 6/12 e 6/12a afir- 
ma que a forcga resultante é igual & taxa de variacéio no tem- 
po da quantidade de movimento. A forma integrada das Eqs. 
6/12 e 6/12a afirma que a quantidade de movimento linear 
inicial adicionada ao impulso linear que age sobre o corpo é 
igual 4 quantidade de movimento linear final. 

Tal como na formulagdo de forga-massa-aceleracdo, 0 so- 
matério das forgas nas Eqs. 6/12 e 6/12a deve incluir todas 
as forgas externas que agem sobre o corpo em questao. Enfa- 
tizamos mais uma vez, por essa razéo, que no uso das equa- 
gées de impulso-quantidade de movimento, é essencial tracar 
o diagrama de impulso-quantidade de movimento completo, 
de modo a indicar todos os impulsos externos. Em contraste 
com o método de trabalho e energia, todas as forgas exercem 
impulsos, quer realizem trabalho ou nao. 


Quantidade de Movimento Angular 


A quantidade de movimento angular é definida como o 
momento da quantidade de movimento linear. Na Secéo 4/4 
expressamos a quantidade de movimento angular em relagao 
ao centro de massa de qualquer sistema prescrito de massas 
como Hg = Xp; x m,;v;, que é simplesmente a soma vetorial 
dos momentos em relagéo a G das quantidades de movimen- 
to linear de todas as particulas. Mostramos na Secao 4/4 que 
essa soma vetorial também poderia ser escrita como Hg = 
2p; x mp, onde p; 6 a velocidade de m; com respeito a G. 

Apesar de termos simplificado essa expressfio na Segéo 
6/2 ao longo do desenvolvimento da equacéo do movimento 
para os momentos, vamos seguir utilizando essa mesma ex- 
presséo novamente para darmos énfase, utilizando 0 corpo 
rigido em movimento plano representado na Fig. 6/18. A ve- 
locidade relativa torna-se p; = w x p;, onde a velocidade an- 
gular do corpo 6 w = wk. O vetor unitdrio k é orientado para 
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DUOMO/CORBIS 


Esta patinadora no gelo pode produzir um 

grande aumento na velocidade angular em 

telacgéo a um eixo vertical puxando seus : 
bracos para mais préximo do centro de 

seu corpo. 


dentro do papel para o sentido de w indicado. Como p;, p; € 
w so perpendiculares um ao outro, o médulo de f; é p;w, e 0 
médulo de p; x mp; é p;2wm,;. Desse modo, podemos escrever 
Hg = &p2m,ok = ok, onde I = 2m,p;? 6 0 momento de inércia 
de massa do corpo em relagdo ao seu centro de massa. 

Como o vetor quantidade de movimento angular 6 sempre 
perpendicular ao plano de movimento, a notacao vetorial em 
geral nao é necesséria, e podemos escrever a quantidade de 
movimento angular em relacéio ao centro de massa na forma 
escalar 


(6/13) 


Essa quantidade de movimento angular aparece na relacdo 
momento-quantidade de movimento angular, Eq. 4/9, que em 
notacio escalar para movimento plano, juntamente com a 
sua forma integrada, é 


Literalmente, a primeira das Eqs. 6/14 estabelece que a 
soma dos momentos em relacdo ao centro de massa de todas 
as forgas que atuam sobre o corpo é igual a taxa de variacgéo 
no tempo da quantidade de movimento angular em relacdo 
ao centro de massa. A forma integrada da Eq. 6/14 estabelece 
que a quantidade de movimento angular inicial em relagéo 
ao centro de massa G adicionada ao impulso angular externo 
em relacdo a G é igual a quantidade de movimento angular 
final em relagdo a G. 


ait 


{a} (b) 


Figura 6/14 


O sentido positivo para a rotacéo deve ser claramente 
estabelecido, e os sinais algébricos de Mg, (Hg);, e (Age 
devem ser consistentes com essa escolha. O diagrama de im- 
pulso-quantidade de movimento (veja Segdo 3/9) 6 mais uma 
vez fundamental. Veja os Exemplos que acompanham essa 
secdo para modelos desses diagramas. 

Com os momentos, em relac&o a G, das quantidades de 
movimento linear de todas as particulas levados em conside- 
racao por Hg = Iw, podemos entao representar a quantidade 
de movimento linear G = m¥ como um vetor através do cen- 
tro de massa G, como mostrado na Fig. 6/14a. Desse modo, 
Ge Hg tém propriedades vetoriais andlogas as da forga e do 
momento resultante. 

Com a introducéo das resultantes da quantidade de mo- 
vimento linear e angular na Fig. 6/14a, que representa o 
diagrama da quantidade de movimento, a quantidade de 
movimento angular Hy em relagéo a um ponto qualquer O é 
facilmente escrita como 


(6/15) 


Essa expressdo 6 valida para qualquer instante de tempo 
especificado em relaciio a O, que pode ser um ponto fixo ou 
mével, sobre ou fora do corpo. 

Quando um corpo gira em relag&o a um ponto fixo O so- 
bre 0 corpo ou sobre o corpo estendido, como mostrado na 
Fig. 6/140, as relagdes 0 = Fw e d = F podem ser substitufdas 
na expressao para Ho, fornecendo Hg = (Iw + m7*w). Mas I + 
mr* = Ig de modo que 


(6/16) 


Na Secao 4/2 desenvolvemos a Eq. 4/7, que 6 a equacdo da 
quantidade de movimento angular em relacgéo a um ponto 
fixo O. Essa equacdo, escrita em notacdo escalar para o plano 
movimento, juntamente com a sua forma integrada, é 


(6/17) 


Observe que vocé ndo deve adicionar quantidade de movi- 
mento linear e quantidade de movimento angular pela mes- 
ma razéo que forca e momento néo podem ser adicionados 
diretamente. 


: b 
tf. 

ae Tc 2 

2 Yo ‘ 8 

Boy we 
gy, = Ly K (Hg), = T,e, t 

F; 
aes 
oO 
Figura 6/15 


Corpos Rigidos Interligados 


As equacées de impulso e quantidade de movimento tam- 
bém podem ser utilizadas para um sistema de corpos rigidos 
interligados uma vez que os princfpios da quantidade de mo- 
vimento so aplicaveis a qualquer sistema genérico de mas- 
sa constante. A Fig. 6/15 mostra o diagrama de corpo livre e 
o diagrama da quantidade de movimento combinados para 
dois corpos interligados a e b. As Eqs. 4/6 e 4/7, que sio SF = 
Ge Mo = HO onde O é um ponto de referéncia fixo, podem 
ser escritas para cada elemento do sistema e adicionadas. Os 
somatérios sao 


IF =G,+G,+-- 


: z (6/18) 
EMp = (Hg), + (Hg), + + 


Na forma integrada para um intervalo finite de tempo, essas 
expressées tornam-se 


ty 
=F dt = (AG), 


4 


(6/19) 


‘sistema sistema 


ty 
[2M de = (aH) 
ty 


Observamos que as agées e as reacées, iguais e opostas, nas 
conexées so internas ao sistema e cancelam umas as ou- 
tras, por essa razdo nao estao envolvidas nos somatérios das 
forgas e dos momentos. Além disso, 0 ponto O é um ponto de 
referéncia fixo para todo 0 sistema. 


Conservacao da Quantidade de Movimento 


Na Seco 4/5, expressamos os principios da conservagao 
da quantidade de movimento para um sistema de massas 
genérico por meio das Eq. 4/15 e 4/16. Esses princfpios sao 
aplicdveis tanto a um corpo rigido isolado como a um sistema 
de corpos rigidos interligados. Desse modo, se 0 £F = 0 para 
um determinado intervalo de tempo, entao 


[4/15] 


que afirma que o vetor quantidade de movimento linear nao 
sofre nenhuma variagdo na auséncia de um impulso linear 
resultante. Para o sistema de corpos rigidos interligados, 
pode haver variacées da quantidade de movimento linear de 
partes individuais do sistema durante o intervalo, mas ndo 
haveré variacéo da quantidade de movimento resultante 
para o sistema como um todo, caso ndo exista um impulso 
linear resultante. 
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Do mesmo modo, se 0 momento resultante em relagdo a 
um determinado ponto fixo O, ou em relacdo ao centro de 
massa, é nulo durante um intervalo especifico de tempo, 
para um tnico corpo rigido ou para um sistema de corpos 
rigidos interligados, entéo 


[4/16] 


que afirma que a quantidade de movimento angular, tanto 
em relacdo ao ponto fixo quanto em relacdo ao centro de mas- 
sa, nado sofre nenhuma variacdo na auséncia de um impul- 
so angular resultante correspondente. Novamente, no caso 
do sistema interligado, pode haver variacdes na quantidade 
de movimento angular de elementos individuais durante o 
intervalo, mas néo havera variacéio da quantidade de mo- 
vimento angular resultante para o sistema como um todo, 
caso nao haja impulso angular resultante em relacéo ao pon- 
to fixo ou ao centro de massa. Qualquer uma das Eqs. 4/16 6 
valida sem a outra. 

No caso de um sistema interligado, o centro de massa do 
sistema em geral nao é conveniente de se utilizar. 

Como foi ilustrado anteriormente nas Segées 3/9 e 3/10 no 
capitulo a respeito do movimento de particulas, a utilizagao 
dos princfpios da quantidade de movimento facilita enorme- 
mente a andlise de situagdes em que forcas e momentos atu- 
am por periodos muito curtos de tempo. 


impacto de Corpos Rigidos 


Os fenédmenos de impacto envolvem uma inter-relagao 
razoavelmente complexa de transferéncia de energia e de 
quantidade de movimento, dissipag&o de energia, deformagaio 
eldstica e plastica, velocidade relativa de impacto, e geome- 
tria do corpo. Na Segdo 3/12 discutimos o impacto de corpos 
modelados como particulas e consideramos apenas 0 caso de 
impacto central, no qual as forgas de contato no impacto pas- 
sam através dos centros de massa dos corpos, tal como ocorre 
sempre com a colisao de esferas lisas, por exemplo. Relacionar 
as condigées apés o impacto com as condicgdes antes do impac- 
to exigiu a introdugao do chamado coeficiente de restituicéo 
e ou coeficiente de impacto, que compara a velocidade relati- 
va de separacio com a velocidade relativa de aproximacao, 
medidas ao longo da direg&o das forcas de contato. Embora 
na teoria classica de impacto, e seja considerado uma cons- 
tante para materiais especificos, investigacdes mais recentes 
demonstram que ¢ é altamente dependente da geometria e da 
velocidade de impacto, bem como dos tipos de materiais. Na 
melhor das hipéteses, mesmo para esferas e barras sob im- 
pacto central direto e longitudinal, o coeficiente de restituicdo 
é um fator complexo e varidvel, de utilizacdo limitada. 

Qualquer tentativa de expandir essa teoria de impacto 
simplificada utilizando um coeficiente de restituicdo para o 
impacto, nao central, de corpos rigidos com formas variadas 
é uma simplificagao excessivamente grosseira que possui 
pouco valor pratico. Por essa razdo, ndo incluimos esse tipo 
de exercfcio nesse livro, apesar de que tal teoria é facilmente 
desenvolvida e aparece em algumas referéncias. Podemos e 
fazemos, no entanto, pleno uso dos prinefpios da conservacao 
da quantidade de movimento linear e angular, quando sao 
aplicaveis na discusso do impacto e de outras interagées de 
corpos rigidos. 
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Exister pequenos volantes de reagao no interior do Telescépio Espacial Hubble que tor- 
| nam o controle preciso da orientacado angular possivel. Os principios da quantidade de 
movimento angular sdo fundamentais para 0 projeto e operacao desse tipo de sistema 
de controle. “ 


Exemplo 6/14 


A forga P, que 6 aplicada ao cabo enrolado em torno do eixo central da roda simé- 
trica, 6 aumentada lentamente de acordo com P = 6,5t, onde P esta em newtons et 60 
tempo em segundos apés P ser aplicada. Determine a velocidade angular w, da roda 10 
segundos apés P ter'sido aplicada se a roda esta rolando para a esquerda com uma velo- 
cidade de seu centro de 0,9 m/s no instante de tempo ¢ = 0. A roda, que tem uma massa 
de.60:kg e um raio.de giragto em relagao ao seu centro de 250 mm, rola sem deslizar. 


| Solugdo. :O: diagrama. de impulso-quantidade de movimento da roda apresenta as 
quantidades de movimento linear e angular iniciais no instante de tempo ¢, = 0, todos 
: os impulsos externos, e as quantidades de movimento linear e angular finais no instan- 
1 te de tempo é, = 10 8. O'sentido correto da forga de atrito Fé oposto ao do deslizamento 
@® que ocorreria sem atrito. 


Jing dt 


I rs 
SS Sugestdes Uteis 
@ Além disso, observamos o desequilibrio dos 


momentos no sentido hordrio em relag&o a 
C, 0 que provoca uma aceleragaéo angular 
no sentido hordrio quando a roda rola sem 
deslizar. Como a soma dos momentos em 
relacdo a G também deve ser no sentido ho- 
rério de a, a forca de atrito deve atuar para 
a esquerda para fornecé-la. 
@ Observe com atengiio os sinais dos termos 
da quantidade de movimento. A velocidade 
ta 10 linear final 6 assumida ‘no sentido positivo 
@® [eo + J =F, dt = @2,| 60(-0,9) + f (6,5t ~ F) dt = 60[0,450c,] da direcdo x, de modo que (G,), 6 positivo. 
i A velocidade linear inicial é negativa, logo 
(G,), é negativo. Py 
® Como 2a roda rola.sem  deslizar, uma veloci- 
‘ 09 10 dade no sentido positive x requer uma ve- 
aoca.20r( ~,%85) + i i [0,450F — 0,225(6,52)] dt = 60(0,250)"[w9] locidade angular no sentido hordrio, e vice- 
versa. 


Acaplicagéio da equagio de impulso-quantidade de movimento linear e da equacao de 
| impulso-quantidade de movimento angular para fodo o intervalo fornece 


ate 
® [cra £ f 2Mg dt = Gor| 
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Como a forca F é variavel, ela deve permanecer sob o sinal da integral. Eliminamos 
F entre as duas equagGes multiplicando a segunda por alse e adicionando & primeira. 
Integrando e resolvendo para w, temos 7 


Wo = 2,60 rad/s no sentido hordrio Resp. 


Soluce alternativa. Podemos evitar a necessidade de uma solugdo simultanea pela 
aplicagéo da segunda das Eqs. 6/17 em relagdo a um ponto fixo O sobre a superficie ho- 
rizontal. Os momentos do peso 60(9,81) N e da forca igual e oposta N cancelam um ao 
outro, e F é eliminada, uma vez que o seu momento em relacdo a O € nulo. Desse modo, 
a quantidade de movimento angular em relacao a O torna-se Hg = Iw + mur = mk?w+ 
mr?w = m(k? + r?)w, onde k € 0 raio de giragdo centroidal e r 6 o raio de rolamento de 
0,450 m. Assim, vemos que Ho = Hy uma vez que k? +r? =k? e Ho =Igw = mkc’w. A 
Eq. 6/17 agora fornece 


ty 
[on + ["3Mo dt = os} 
4 


10 
60((0,250) + (0,450)2] | 29] + [6,510,450 — 0,295) de 
0,450] * J 


= 60[(0,250)? + (0,450)"][we] 


A solugdo dessa equagao é equivalente  solugdo simultanea das duas equacées ante- 
riores. 


Exemplo 6/15 


A polia E do equipamento de elevagdo mostrado possui uma massa de 30 kg e um 
raio de giragéo centroidal de 250 mm. A carga D de 40 kg que é sustentada pela polia 
possui uma velocidade inicial descendente v, = 1,2 m/s no instante em que um torque 
no sentido hordrio é aplicado ao do tambor de elevagdo A para manter uma forga basi- 
camente constante F = 380 N no cabo em B. Calcule a velocidade angular w, da polia 
cinco segundos apés o torque ser aplicado ao tambor e determine a tracao T no cabo em 
O durante o intervalo. Despreze qualquer atrito. 


Solugdo. A carga e a polia consideradas em conjunto constituem o sistema, e seu dia- 
grama de impulso-quantidade de movimento é apresentado. A tracao T no cabo em Oe 
a velocidade angular final , da polia sao as duas incdgnitas. Inicialmente, eliminamos 
T por meio da aplicagao da equacdo de momento-quantidade de movimento angular em 
relagéo ao ponto fixo O, adotando o sentido anti-horario como positivo. = 1,2 m/s 


ty 
[aon za iF YMo dt = Ho 


, 7 { [Fat Meola 
7 = S 
= , — (80 + 40)(9, Lon, La; 
: =Mo dt ih [380(0,750) — (80 + 40)(9,81)(0,375)] de al { 2 mk, 
= 137,4N-m:s 375 mm| 
(Ho), = — (ng + mpd ~ Toy é 
as = 2 a] 
(30 + 40)(1,2)(0,375) — 30(0,250); (2; + = 
= ~375 N-m-s 
(Hole = (mg +mpod + Tay 
= +(80 + 40)(0,375.,)(0,375) + 30(0,250)2e, Meg lt Sri at 
= 11,720, 
oa % ‘ i Sugestao Util 
Substituindo na equagao da quantidade de movimento fornece 
@ As unidades da quantidade de movimen- 
—87,5 + 1874 = 11,720, to angular, que so as do impulso angular, 
8, 
wy = 8,53 rad/s no sentido anti-horario Resp. também podem ser escritas como kg-m”/s. 
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A equaco de impulso-quantidade de movimento linear é agora aplicada ao sistema 
para determinar T. Com o sentido positive para cima, temos 


ty 
[asf uae = 6,| 


6 
70(-1,2) + J {7 + 380 — 70(9,81)} dt = 70[0,375(8,53)} 
° 


5T = 1841 T = 368N Resp. 


Se tivéssemos determinado a equacdo de momentos em torno do centro C da polia 
em. vez do ponto O, ela conteria ambas as incégnitas T e w, e seriamos obrigados. a 
resolver simultaneamente com a equacdo de forca anterior, que também incluiria as 
mesmas duas incdgnitas. 


Exemplo 6/16 


O bloco retangular uniforme com as dimensdes mostradas esté deslizando para a 
esquerda sobre a superficie horizontal com uma velocidade v, quando atinge o pequeno 
degrau em O. Assuma um recuo desprezivel no degrau e caleule o valor minimo de v, 
que permitira ao bloco girar livremente em relagio a O e por pouco chegar a posigdo 
elevada A sem velocidade. Calcule 0 percentual de perda de energia n para b =¢. 


Solugao. Separamos o processo global em dois subeventos: a coliséo (I) e a rotagéo 
subseqitente (ID). 


[img dt 


Mug 
my | Ina, ne 
ne GF b + G = sali G 
(6) a 
oO c oO” 


fO,dt 
[O,dt 


L. Colisao. Com a hipdtese de que o peso mg nao é impulsivo, a quantidade de mo- 
vimento angular em torno de O é conservada. A quantidade de movimento angular 
inicial do bloco em relacéo a O pouco antes do impacto é o momento em relag&o a O da 
sua quantidade de movimento linear e é (Hy), = mu,(b/2). A quantidade de movimento 
angular em relacéo a O logo apés o impacto, quando o bloco esta iniciando sua rotagao 
em torno de O é 


[Ho=Towl p= 1 me? + 02) + mi (2) + (2) 
0 ~ to O2* Vig ™ ae aN) 3) |[%2 


= 3 (0? + c?)ag 
A conservacao da quantidade de movimento angular fornece 


80,5 


(Ho); = Hodes] mv, = Wee +e 


pio 


2 ry @+ cog wy 


Sugestdes Uteis 


@ Se a quina do bloco atingisse uma mola em 
vez do degrau rigido, entao o tempo de inte- 
racéo durante a compressao da mola poderia 
se tornar consider4vel, e o impulso angular 
em relagdo ao ponto fixo na extremidade da 
mola, devido ao momento do peso, teria que 
ser levado em consideragio. 

@ Observe a mudanga abrupta na diregao e no 
médulo da velocidade de G durante o im- 
pacto. 

@® Certifique-se de utilizar o teorema da trans- 
feréncia Ig =I + mr* corretamente aqui. 
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Hl. Rotagao em torna de O. Com as hipdteses de que a rotagdo 6 semelhante Aquela 
em torno de um ponto fixo sem atrito e que a localizagdo do ponto efetivo O é no nivel do 
solo,-a energia mecdnica é conservada durante a rotagao de acordo com 


2 
® [Tz + V.= 73 + Ve) plots? +0=04 msl (3) E () = 3] @ A referéncia é escolhida na altura inicial do 
2. centro de massa G. O estado 3 é selecionado 
2 * ag 
lm es 3u,b _ mg como sendo a posicdo elevada A, em que a 
23 Gre i +e] 2 (16? + c —B) diagonal do bloco é vertical. 


f 2 
| vy = 2 E(1 + B Vb? + 62 — by Resp. 
1 


1 
n= ABI gmvi? — Boa? a1 tote (= + cay 3b if 
E dmv? v? 3 2(0? + ¢*) 
4 : 
=1- pees em n = 62,5% para b=c Resp. 
¢ 
4 + s| 
‘ 
PROBLEMAS 


Problemas Introdutérios 


6/173 Uma pessoa que passa através da porta giratéria exerce 
uma forga horizontal de 90 N em um dos quatro painéis da porta 
e mantém o Angulo de 15° constante em relagdo a uma linha que é 
normal ao painel. Se cada painel 6 modelado por uma placa retan- 
gular uniforme de 60 kg que possui 1,2 m de comprimento quando 
visto de cima, determine a velocidade angular final w da porta se a 
pessoa exerce a forga por trés segundos. A porta esta inicialmente 
em repouso e 0 atrito pode ser desprezado. 


Resp. w = 1,811 rad/s - o 


fi ” 
a sae m——| 


Problema 6/174 


6/175 O centro O da roda tem uma velocidade uv, = 2 m/s para cima 

na inclinagdo de 10% no instante de tempo t = 0. Encontre a veloci- 

besa dade v, da roda quando ¢t = 6 s. A roda tem um raio de giragdo de 
04m 90 mm e rola sem escorregar. 


Resp. vg = 2,31 m/s 


Problema 6/173 


6/174 O centro de massa G da barra esbelta de massa 0,8 kg e 
comprimento 0,4 m esta caindo verticalmente com uma velocidade 
v = 2 m/s no instante representado. Calcule a quantidade de movi- 
mento angular Hp da barra em relagéo ao ponto O se a velocidade 
angular da barra é (a) w, = 10 rad/s no sentido hordrio e (b) w, = 
10 rad/s no sentido anti-horario. 


Problema 6/175 


368 Capitulo 6 


Se erreerememncnememensnenesneseensetr= rsvp Ene Neer tp Tarannsensestisatthtitte 


6/176 Uma forca horizontal constante P é aplicada ao centro O 
do disco circular uniforme de massa m por meio do garfo leve como 
mostrado. O disco parte do repouso e rola por ¢ segundos sem desli- 
zar sobre a superficie horizontal. Determine a velocidade uv do centro 
O em termos de t. 


Problema 6/176 


6/177 O volante de 75 kg tem um raio de girag&o em relagio & 
linha de centro do seu eixo de k = 0,50 m e é submetido ao torque 
M = 10(1-e~) N-m, onde ¢ é expresso em segundos. Se o volante esta 
em repouso no instante de tempo ¢ = 0, determine a sua velocidade 
angular wemt=3s. 
Resp. w = 1,093 rad/s 
. 7 


Problema 6/177 


6/178 A roda de 10 kg tem um didmetro de 400 mm e um raio de 
giragaéo em relacéo ao seu eixo de 180 mm. A roda carrega um eixo 
com 4 kg, de pequeno didmetro, através do seu centro como mostra- 
do. Se a roda tem uma velocidade angular w = 4 rad/s enquanto rola 
sem deslizar sobre a superficie horizontal, calcule a distancia h até 
o eixo A-A, paralela a linha de centro do eixo, em relagiio a qual a 
quantidade de movimento angular do corpo combinado é nula. 


Problema 6/178 


6/179 Determine a quantidade de movimento angular da Terra em 
relagao ao centro do Sol. Suponha a Terra homogénea e uma érbita 
circular da Terra com raio 149,6(10°) km; consulte a Tabela D/2 para 
outras informagées necessdrias. Comentario sobre as contribuicdes 
relativas dos termos Iw e mud. ea 

Resp, H = 2,66(10*) kg-m/s 


Luz do Sol 


Problema 6/179 


6/180 O tambor de cabo tem uma massa de 800 kg com raio de 
giragéo de 480 mm em relacéo ao seu centro O e esté montado nos 
mancais sobre o carro de 1200 kg. O carro estd inicialmente se des- 
locando para a esquerda com uma velocidade de 1,5 m/s, e o tambor 
esta girando no sentido anti-horario com uma velocidade angular de 
3 rad/s quando uma tra¢éo constante horizontal J’ = 400 N 6 aplica- 
da ao cabo no instante de tempo t = 0. Determine a velocidade u do 
carro e a velocidade angular w do tambor quando ¢ = 10 s. Despreze 
a massa das rodas do carro. 


Problema 6/180 


6/181 O momento de atrito M; que atua sobre o disco de uma tur- 
bina que gira e sobre seu eixo é dado por Mp = ko? onde w 6 a veloci- 
dade angular da turbina. Se a fonte de energia é cortada enquanto 
a turbina esta girando com uma velocidade angular w), determine o 
tempo ¢ para a velocidade da turbina diminuir para a metade do seu 
valor inicial. O momento de inércia do disco de turbina e do eixo é I. 


I 
f= 
Resp. oR 


6/182 O centro O da roda de 2 kg, com raio de giracaéo de 60 mm. 
em relagéo a O, tem uma velocidade vg = 0,3 m/s para baixo na 
inclinagéo de 15° quando uma forca P = 10 N 6 aplicada ao cabo 
enrolado em torno do seu eixo central. Se a roda rola sem deslizar, 
calcule a velocidade v do centro O quando P tiver sido aplicada por 
cinco segundos. 


i 
| 


a 
i 
| 
| 
| 
i 
| 


Problema 6/182 


6/183 A bala de 30 g tem uma velocidade horizontal de 500 m/s 
quando atinge a barra esbelta OA de 10 kg, que esté suspensa a par- 
tir do ponto O e esta inicialmente em repouso. Calcule a velocidade 
angular « que a barra, com sua bala alojada, adquire imediatamente 
apés o impacto. 

Resp. w = 2,81 rad/s 


Problema 6/183 


6/184 Se a bala do Prob. 6/183 leva 0,001 s para se inserir na bar- 
ra, calcule a média no tempo da forga horizontal O, exercida pelo 
pino sobre a barra em O durante a interagdo entre a bala e a barra. 
Utilize os resultados citados para o Prob. 6/183. 


6/185 A bala 28 g tem uma velocidade horizontal de 500 m/s quan- 
do atinge o péndulo composto de 25 kg, que tem um raio de giracdio 
ko = 925 mm. Se a distancia h = 1075 mm, calcule a velocidade an- 
gular w do péndulo, com sua bala alojada, imediatamente apés o 
impacto. 

Resp. w = 0,708 rad/s 


Problema 6/185 


Cinética Plana de Corpos Rigidos 369 


Problemas Representativos 


6/186 O rotor maior tem uma massa de 60 kg e um raio de giragdo 
em relacdo ao seu eixo vertical de 200 mm. O rotor menor é um disco 


circular macigo com uma massa de 8 kg e est inicialmente girando 


com uma velocidade angular w, = 80 rad/s com o rotor maior em 
repouso. Um pino acionado por mola P que gira com o rotor maior 6 
liberado e se comprime contra a periferia do disco menor, fazendo-o 
parar em relag&o ao rotor maior. Despreze qualquer atrito no man- 
cal e calcule a velocidade angular final do conjunto. 


Problema 6/186 


6/187 disco circular uniforme com 200 mm de raio tem uma 
massa de 25 kg e esta montado sobre a barra giratéria OA em trés 
formas diferentes. Em cada caso a barra gira em torno de seu eixo 
vertical em O com uma velocidade angular no sentido hordrio wy = 
4 rad/s. No caso (a) o disco esté soldado a barra. No caso (6) o disco, 
que é articulado livremente em A, se desloca com translagao curvi- 
linea e, portanto, nao tem nenhuma rotagdo de corpo rigido. No caso 
(c) 0 Angulo relativo entre o disco e a barra est4 aumentando na taxa 
6 = 8 rad/s. Caleule a quantidade de movimento angular do disco em 
relacdo ao ponto O para cada caso. 

Resp. (a) Hg = 18 kg-m*/s, (b) Ho = 16 kg-m%/s 

(c) Ho = 14 kg-m4/s 


(©) 


t 


370 = Capitulo 6 


6/188 Uma barra esbelta uniforme de massa M e comprimento L 
esta em translagao sobre o plano horizontal liso x-y com uma velocida- 
de v4, quando uma particula de massa m, que se desloca com uma ve- 
locidade v,, como mostrado, atinge e se insere na barra. Determine as 
velocidades linear e angular final da barra com a particula inserida. 


Problema 6/188 


6/189 <A barra esbelta de massa m e comprimento 6 é articulada 
na sua extremidade inferior em O, na forma mostrada no detalhe 
separado do suporte O. A barra é liberada a partir do repouso na po- 
sig&o vertical 1. Quando o ponto médio da barra atinge a articulacdo 
em A na posicéo 2, torna-se preso a articulacéo, e simultaneamente 
a articulacao em O se desacopla. Determine a velocidade angular wy 
da barra logo apés se acoplar na articulagao em A na posigao 3. 


Resp. w3 = /3g/b 


¢ 


Detalhe do 
Suporte O 


Problema 6/189 


6/190 Logo apés deixar a plataforma, o corpo do atleta de 80 kg de 
saltos ornamentais, completamente estendido, possui uma velocida- 
de de rotagaéo de 0,3 rot/s em relagao a um eixo normal ao plano da 
trajetéria. Estime a velocidade angular N durante o salto, quando o 
atleta tiver assumido a posigéo grupada. Proponha hipéteses razo- 
aveis em relagéo ao momento de inércia de massa do corpo em cada 
configuragio. 


Problema 6/190 


6/191 0 projeto preliminar de uma unidade para reduzir automa- 
ticamente a velocidade de um conjunto que gira livremente é apre- 
sentado. Inicialmente a unidade esta girando livremente em torno 
de um eixo vertical através de O a uma velocidade de 600 rpm com 
os bragos fixos nas posicées indicadas por AB. Quando os bragos sfo 
liberados, eles giram para fora e ficam presos nas posigdes traceja- 
das mostradas. O disco tem uma massa de 30 kg, com um raio de gi- 
racao de 90 mm em relagiio a O. Cada braco tem um comprimento de 
160 mm e uma massa de 0,84 kg e pode ser considerado como uma 
haste esbelta uniforme. Determine a nova velocidade N de rotacao 
ecaleule a perda | AZ| de energia do sistema. Os resultados seriam 
afetados pelo sentido da rotagdo ou pela seqtiéncia de liberacdo das 
hastes? 

Resp. N = 504 rpm, |AE| = 98,13 


| 
{ 
4 


l 
I 
I 
( 
t. 
Problema 6/191 


6/192 Dois pequenos jatos de empuxo varidvel sao acionados para 
manter a velocidade angular da nave espacial em relagio ao eixo z 
constante em w, = 1,25 rad/s, enquanto as duas hastes telesc6picas 
sao prolongadas de r, = 1,2 m até r, = 4,5 m a uma taxa constante 
durante um perfodo de 2 min, Determine 0 empuxo necessario T 
para cada jato como uma fungdo do tempo, onde ¢ = 0 € o instante 
de tempo em que a acdo de prolongamento é iniciada. Os pequenos 
médulos de experimentos com 10 kg nas extremidades das hastes 
podem ser tratados como particulas, e a massa das hastes rigidas 
é desprezivel. 


Ab 


6/193 O disco circular ranhurado de 3,6 kg tem um raio de giracdo 
em relagdo ao seu centro O de 150 mm e inicialmente esta girando 
livremente em torno de um eixo vertical fixo através de O com uma 
velocidade N, = 600 rpm. A barra esbelta uniforme A de 0,9 kg est 
inicialmente em repouso em relagdo ao disco, na posig&o central da 
ranhura conforme mostrado. Uma leve perturbaciio faz com que a 
barra deslize para a extremidade da ranhura onde atinge o repouso 
em relagao ao disco. Calcule a nova velocidade angular Ny do disco, 
suponde a auséncia de atrito no mancal do eixo em O. A presenga de 
atrito na ranhura afeta o resultado final? 

Resp. No = 569 rpm 


Dimensées em milimetros 
Problema 6/193 


6/194 O fendmeno de “tropego” de um veiculo é investigado aqui. O 
veiculo utilitario esportivo esta deslizando para o lado com velocida- 
de v; e sem velocidade angular quando atinge um pequeno meio-fio. 
Assuma que ndo ocorre retorno na colisaéo dos pneus no lado direito 
e estime a velocidade minima v, que faré com que 0 vefculo capote 
completamente para o seu lado direito. A massa do carro é de 2300 kg 
e seu momento de inércia de massa em relagdo ao eixo longitudinal 
através do centro de massa G é de 900 kg-m?. 


880 mm 


880 mm 


Problema 6/194 


6/195 No conjunto giratério mostrade, o brago OA e a carcaca vin- 
culada do motor B tém uma massa combinada de 4,5 kg e um raio 
de giragao em relagao ao eixo z de 175 mm. A armadura do motor e 
0 disco conectado de 125 mm de raio tém uma massa combinada de 
7 kg e um raio de giracdo de 100 mm em relagio ao seu préprio eixo. 
O conjunto todo é livre para girar em relagdo ao eixo z. Se o motor 
é ligado com OA inicialmente em repouso, determine a velocidade 
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angular N de OA, quando o motor tiver atingido uma velocidade de 
300 rpm relativa ao braco OA. 
Resp. N = 37,4 rpm 


Problema 6/195 


6/196 A esfera homogénea de massa me raio r 6 projetada ao lon- 
go da inclinagado de 4ngulo @ com uma velocidade inicial Vp @ sem 
velocidade angular (w = 0). Se o coeficiente de atrito dindmico é Pps 
determine o tempo de duragio t do periodo de deslizamento, Além 
disso, determine a velocidade v do centro de massa Ge a velocidade 
angular w no final do perfodo de deslizamento. 


Problema 6/196 


6/197 A esfera homogénea do Prob. 6/196 é colocada sobre a incli- 
nagao com uma velocidade angular no sentido hordrio w), mas sem 
velocidade linear em seu centro (vg = 0). Determine o tempo de dura- 
gao t do periodo de deslizamento. Além disso, determine a velocidade 
v e a velocidade angular w no final do periodo de deslizamento. 
2rag 


Respict= g(2 sen 6 + 74 cos 6) 


_ 2reo(sen 6 + 42, cos 8) 
°* “@sen 0+ 7 phy, COS 8) 


_ 2wo(Sen 6 + 2, cos 0) 
aa (2sen 6 + 7, cos 6) 


6/198 Uma professora de dinamica com 55 kg estA demonstrando 
os prineipios da quantidade de movimento angular para sua classe. 
Ela fica de pé sobre uma plataforma que gira livremente com seu 
corpo alinhado com o eixo vertical da plataforma. Com a platafor- 
ma sem estar girando, ela segura uma roda de bicicleta modificada 
de modo que o seu eixo seja vertical. Ela entdo gira o eixo da roda 
para uma orientacao horizontal, sem variar a distancia de 600 mm 
da linha de centro de seu corpo até o centro da roda, e seus alunos 


observam uma velocidade de rotagdo da plataforma de 30 rpm. Sea . 


roda que possui um aro pesado tem uma massa de 10 kg e um raio 
de giragdo centroidal & = 300 mm, e estd girando a uma velocidade 
aproximadamente constante de 250 rpm, estime o momento de inér- 
cia de massa 7 da professora (na posicdio mostrada) em relagido ao 
eixo vertical da plataforma. 


i 


| 
| 
| 
| 
} 
| 


Problema 6/198 


6/199 Se a professora de dinamica do Prob. 6/198 reorienta 0 eixo 
da roda para 180° com relag¢éo a sua posi¢éo vertical inicial, qual 
velocidade de rotagiio N seus alunos observariio? Toda a informa- 
cao fornecida e o resultado I = 3,45 kg-m? do Prob. 6/198 podem ser 
utilizados. 

_ Resp. N = 63,8 rpm 


6/200 As trés barras estao livres para girar em torno do eixo hori- 
zontal fixo x em O. Cada uma das barras A tem uma massa de 20 kg, 
um raio de giragdo em relagao ao eixo x de 300 mm, e um centro de 
massa em G,, A barra B de 8 kg com um raio de giragéo, em relagéo 
ao mesmo eixo, de 220 mm e um centro de massa em G) é liberada a 
partir do repouso na posi¢gao horizontal (eixo y) ese torna vinculada 
As barras A por uma trava em C na parte inferior de sua oscilagao. 
Calcule o Angulo 6 através do qual as trés barras giram como uma 
unidade e encontre a perda |AE| de energia devida ao impacto. 


Problema 6/200 


6/201 Cada uma das duas barras uniformes A de 300 mm possui 
uma massa de 1,5 kg e é articulada em sua extremidade & base B 
que esté girando. A base com 4 kg tem um raio de giracéo de 40 mm 
e estd inicialmente girando livremente em torno de seu eixo verti- 
cal com uma velocidade de 300 rpm e com as barras travadas nas 
posigdes verticais. Se as travas sao liberadas e as barras assumem 
as posigdes horizontais, calcule a nova velocidade de rotagéo N do 
conjunto. 

Resp. N = 32,0 rpm 


Problema 6/201 


6/202 A barra esbelta uniforme de massa m e comprimento / tem 
velocidade angular nula quando a extremidade A bate no chao sem 
nenhum movimento de retorno. Para um determinado valor da velo- 
cidade v, pouco antes do impacto, determine o Angulo minimo a para 
o qual a barra ird girar para a posigdo vertical apés o impacto. 


Problema 6/202 


6/203 - O patinador no gelo de 74 kg com bragos esticados horizon- 
talmente gira em torno de um eixo vertical com uma velocidade de 
rotagao de 1 rot/s. Estime a sua velocidade de rotagao N se ele retrai 
totalmente os seus bragos, trazendo as suas méos para muito perto 
da linha de centro de seu corpo. Como uma aproximagao aceitdvel, 
modele os bracos esticados como barras esbeltas uniformes, cada 
uma com 680 mm de comprimento, com uma massa de 7 kg. Modele 
0 tronco como um cilindrico macico de 60 kg com 330 mm de diame- 
tro. Considere o homem com os bragos retrafdos como um cilindrico 
macico de 74 kg com 330 mm de diametro. Despreze o atrito na in- 
terface entre o gelo e os patins. 

Resp. N = 4,89 rot/s 


els 1 rot/s 
i 


Problema 6/203 


6/204 O médulo de pouso tunar de 17,5 t com centro de massa em 
G tem um raio de giragao de 1,8 m em relagdo a G. O médulo é proje- 
tado para pousar na superficie lunar com uma velocidade vertical de 
queda livre de 8 km/h. Se uma das quatro pernas atinge a superficie 
lunar em cima de uma pequena inclinacdo sem que sofra um ressal- 
to, calcule a velocidade angular w do médulo imediatamente apés 0 
impacto enquanto ele gira em torno do ponto de contato. A dimensao 
de 9 m é a distancia através da diagonal do quadrado formado pelos 


quatro pés nas extremidades. - 


Problema 6/204 


6/205 A barra esbelta de massa m e comprimento / é liberada a 
partir do repouso na posigdéo horizontal mostrada. Se o ponto A da 
barra se prende na articulagdéio em B apds o impacto, determine a 
velocidade angular w da barra imediatamente apés o impacto em 
termos da distancia x. Calcule o valor da sua expressio para x = 0, 
u2el. 


Resp. o = ( = «ghd Ge — lx + x?) 


Problema 6/205 
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6/206 Determine a velocidade minima v que a roda deve possuir 
para conseguir rolar por cima da obstrugdo. O raio de giragéo cen- 
troidal da roda é , e se supée que a roda nao deslize. 


Problema 6/206 


6/207 Uma lata de suco congelado estd apoiada sobre a prateleira 
horizontal de uma porta de congelador conforme mostrado, Com que 
velocidade angular maxima 1) a porta pode ser “batida” contra sua 
vedacao e nao desalojar a lata? Suponha que a lata rola sem deslizar 
sobre a extremidade da prateleira, e despreze a dimensao d compa- 
rada com a distancia de 500 mm. 

Resp. 1 = 1,185 rad/s 


7mm 
Problema 6/207 


»6/208 A roda de 30 kg tem um raio de giragdo em relagéio a seu 
centro de 75 mm e esta girando no sentido hordrio na taxa de 
300 rpm, quando é liberada no plano inclinado sem velocidade em 
seu centro O. Enquanto a roda esta deslizando, observa-se que o 
centro O permanece em uma posicio fixa. Determine 0 coeficiente de 
atrito dindmico j, e o tempo ¢ durante o qual ocorre o deslizamento. 
Determine também a velocidade v do centro quatro segundos apés a 
roda ter parado de deslizar. 

Resp. jy, = 0,1763, t = 1,087 s, v = 4,36 m/s 


Problema 6/208 


i 
i 


PROBLEMAS DE REVISAO 


6/209 Uma pessoa que passa através da porta giratéria exerce 
uma forca horizontal de 90 N em um dos quatro painéis da porta. 
Se cada painel 6 modelado por uma placa retangular uniforme de 
60 kg com 1,2 m de comprimento quando visto de cima, determine a 
aceleragéo angular da porta. Despreze o atrito. 

Resp. a = 0,604 rad/s” 


Problema 6/209 


6/210 Uma barra esbelta de massa my e comprimento / esta solda- 
da em seu ponto médio A na borda do disco circular macigo de massa 
me de raio r. O centro do disco, que rola sem deslizar, tem uma ve- 


‘istema de coordenadas. Escolha um sistema de coor- 
denadas ‘apropriado. A geometria do movimento especifico 
enivolvido é normalmente o fator decisive. Escolha 6:sen- 
tido'positivo para os somatérios de-forga e de momento e 
seja coerente com essa escolha. 


J (pio. e método. Se a rélacac instantanea entre as 
forcas aplicadas e a aceleracéo 6 desejada, entaéo a‘ equi- 
4-entre as forcas e suas resultantes mae Ta, con- 
strada pelos diagramas de corpo livre-e cinético, 
ra a abordagem mais direta para uma solugdo. 
Quando o movimento ocorre ao:longo- de um intervalo 
de-deslocamento, a abordagem de trabalho-energia é a 
mais, indicada, e relacionamos as velocidadés ‘iniciais as 
‘finais’ seni calcular a aceleraciio; Verificamnos a'vantagem 
dessa abérdagem para os sistemas 1 miecnicos Ainterliga- 
a oe interno desprezivél”’ 


r de im- 
dade de movimento: é a 4 inditada Quando fa) 
angular de um corpo: rigido:é subitamente va- 
incipio da conservagao da quantidade de-movi- 


SOS e aproximacé 
como uma barra’ 


locidade v no instante em que A esta na parte superior do disco com 
a barra paralela ao solo. Para esse instante determine a quantidade 
de movimento angular do corpo formado, em relagéio a O. 


Problema 6/210 


6/211 A barra esbelta uniforme de massa m e comprimento / é li- 
vremente articulada em torno de um eixo horizontal por meio de sua 
extremidade O e recebe uma velocidade angular inicial w) quando 
cruza a posicéo vertical onde @ = 0. Se a barra oscila através de um 
Angulo maximo f < 90°, desenvolva uma expressdo na forma inte- 
gral para o tempo ¢ desde a liberac&o em 9 = 0 até @ = B ser atingido. 
(Expresse w) em termos de 8.) 


I B 
Resp. § = zf ————— 
: 3g 40 Jeos 6 — cos B 


es 


Problema 6/211 


6/212 O caminhao basculante transporta 5 m? de terra com uma 
massa especffica de 1600 kg/m3, e 0 mecanismo de elevacao gira a 
cagamba em torno da articulagdo A a uma velocidade angular cons- 
tante de 4 graus/s. O centro de massa da cagamba e da carga esta em 
G. Determine a poténcia maxima P necessdria durante a inclinagdo 
da carga. 


Problema 6/212 


6/213 Que velocidade angular inicial no sentido hordrio w a barra 
esbelta e uniforme de 75 kg deve ter quando passa sobre a posicéo 
vertical (@ = 0) para que consiga atingir a posig&o horizontal (6 = 
90°)? A mola tem uma rigidez de 45 N/m e estd sem deformagio 
quando @= 0. 

Resp. w = 2,45 rad/s 


Problema 6/213 
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6/214 Obloco retangular uniforme com as dimensées fornecidas é 
deixado cair do repouso a partir da posicdo mostrada. A extremida- 
de A atinge a borda em B e se prende a ela. Determine a velocida- 
de angular w do bloco imediatamente apés se fixar em B. Encontre 
também a porcentagem n da perda de energia durante a fixagdo da 
extremidade para 0 caso em que b =c. 


b 


Problema 6/214 


6/215 Quatro hastes esbeltas idénticas, cada uma de massa m, sao 
soldadas em suas extremidades para formar um quadrado, e os vér- 
tices sio em seguida soldados a um aro leve de metal com raio r. Se 
© conjunto rigido das hastes e do aro rola para baixo na inclinacao, 
determine 0 valor minimo do coeficiente de atrito estatico que impe- 
dird o deslizamento. 


Resp. pty = 2 tan 6 


Problema 6/215 


6/216 Ahaste OA € 0 disco circular articulado sao liberados a par- 
tir do repouso na posig&o mostrada e oscilam no plano vertical em 
torno do mancal fixo em O. A haste OA de 6 kg tem um raio de 
giragdo em relagéo a O de 375 mm. O disco tem uma massa de 8 kg. 
Supje-se que os dois mancais estao sem atrito. Encontre a forca Fo 
exercida em O sobre a haste (a) imediatamente apés a liberacio e (b) 
quando OA oscila através da posigdo vertical OA’. 


i 
| 
~ 
: 
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6/217 A empilhadeira com centro de massa em G, possui uma 
massa de 1600 kg, incluindo o mastro vertical. O garfo e a carga 
tém uma massa combinada de 900 kg, com centro de massa em Gp. 
A guia rolante em B é capaz de suportar apenas forca horizontal, en- 
quanto a conexdo em C, além de suportar a forga horizontal, também 
transmite a forga de elevagao vertical. Se o garfo recebe uma acele- 
ragéo ascendente que é suficiente para reduzir a forga sob as rodas 
traseiras em A para zero, calcule a reagdo correspondente em B. 
Resp. B = 10,46 kN 


* Problema 6/217 


6/218 © aro circular leve de raio r carrega uma tira uniforme 
pesada de massa m em torno da metade de sua circunferéncia e 6 
liberado a partir do repouso sobre a inclinagao na posigaéo superior 
mostrada. Apés o aro rolar meia volta, (a) determine a sua velocida- 
de angular w (b) encontre a forga normal N sob o aro se 6 = 10°. 


Problema 6/218 


6/219 Um telescépio espacial é apresentado na figura. Um dos vo- 
lantes de reagéio de seu sistema de controle de orientagao angular 
esta girando a 10 rad/s conforme indicado, e nessa velocidade o atri- 
to no mancal do volante produz um momento interno de 10° N-m. 
Tanto a velocidade do volante quanto o momento de atrito podem ser 
considerados constantes ao longo de um periodo de varias horas. Se 
o momento de inércia de massa da nave espacial inteira em relagdo 
ao eixo x é 150(10*) ke-m’, determine quanto tempo se passa antes 
que a linha de visdo da nave espacial, inicialmente estaciondria, se 
desvie de um segundo de arco, que é igual a 1/3600 graus. Todos os 
outros elementos estio fixos em relagdo 4 nave espacial, e nenhum 
torque do volante de reacZio mostrado é executado para corrigir o 
desvio de posigao. Despreze os torques externos. 

Resp. t = 1206s 


Problema 6/219 


6/220 A barra esbelta uniforme tem uma massa de 30 kg e é libe- 
rada a partir do repouso na posigéo préxima da vertical mostrada, 
onde a mola com rigidez de 150 N/m esta sem deformagéo. Calcule a 
yelocidade comi que a extremidade A atinge a superficie horizontal. 


0,3 m 


Problema 6/220 


6/221 Aroda A tem uma massa de 50 kg com um raio de giragao 
de 250 mm em relag&o ao seu centro O e é mantida inicialmente em 
repouso sobre o bloco inclinado B de 25 kg. A roda é liberada quando 
uma forga P = 180 N é aplicada ao bloco. Calcule a aceleragao ag do 
bloco, a aceleragéio ag do centro da roda, e o valor minimo (}1,)min do 
coeficiente de atrito estAtico para o qual nao ocorreré nenhum desli- 

zamento entre a roda e 0 bloco. 7 
Resp. ap = 1,758 m/s? (sentido +x) 
Go = 1,087 m/s? (sentido -x) 

(H4s)min = 0.1532 


ae 


6/222 Cada um dos blocos quadrados macicos pode tombar giran- 
do no sentido horario a partir das posigdes de repouso mostradas. O 
suporte em O no caso (a) 6 uma rétula e no caso (b) 6 um pequeno ro- 
Jete. Determine a velocidade angular w de cada bloco quando 0 lado 
OC se torna horizontal pouco antes de atingir a superficie de apoio. 


Problema 6/222 


6/223 O regulador mecanico de esferas opera com um eixo vertical 
O-O. Quando a velocidade do eixo N 6 aumentada, o raio de rotacao 
das duas esferas de 1,5 kg tende a aumentay, e a massa A de 9 kg 6 
elevada pelo anel B. Determine o valor de 8 em regime permanente 
para uma velocidade de rotagiio de 150 rpm. Despreze a massa dos 
bracos e do anel. 

Resp. B = 22,5° 


Dimensées em milimetros 


Problema 6/223 


6/224 Em uma atracao acrobatica, um homem A de massa m, pula 
de uma plataforma elevada sobre a extremidade da viga leve, porém 
resistente, com uma velocidade vp. O menino de massa mz é lancado 
para cima com uma velocidade vz. Para uma determinada razdon = 
m,/m,, determine b em termos de L para maximizar a velocidade do 
menino para cima. Assuma que tanto o homem quanto o menino se 
comportam como corpos rigidos. 
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Problema 6/224 


6/225 O carro com trag&o nas rodas traseiras possui uma massa 
de 1600 kg com centro de massa em G. O coeficiente de atrito efetivo 
entre os pneus e a estrada é de 0,80. Considere 0 carro e as rodas 
como um tnice corpo rigido, desprezando a inércia rotacional das 
rodas e calcule a aceleragéo mdxima a que o carro é capaz de atingir. 
Em seguida, calcule o torque M aplicado em cada roda por seu eixo. 
Cada roda traseira tem uma massa de 32 kg, um didmetro de 
620 mm, e um raio de giracéo de 210 mm. 

Resp. a = 4,62 m/s*, M = 1166 N-m 


Problema 6/225 


6/226 O pequeno bloco de massa m desliza na ranhura radial lisa 
do disco, que gira livremente em seu mancal. Se o bloco é ligeira- 
mente deslocado da posigéo central quando a velocidade angular do 
disco é w, determine a sua velocidade radial v, como uma funcdo 
da distancia radial r.O momento de inércia de massa do disco em 
relagio ao seu eixo de rotagio é Ip. 


Problema 6/226 
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6/227 O anel de raio r com uma abertura esta girando em torno 
de um eixo vertical através do seu centro O com uma velocidade 
angular constante «. Utilize um elemento diferencial do anel e de- 
senvolva expressées para o esforco cortante N e a tragdo T no anel 
em termos do Angulo @. Determine o momento fletor Mc no ponto C 
usando a metade do anel-como um corpo livre. A massa do anel por 
unidade de comprimento de aro é p. 
Resp. N = pr*w* sen 0 
T = pr*w%(1 + cos 6) 
Mo = 2pr'w* 


Problema 6/227 


6/228 As duas barras esbeltas, cada uma com uma massa de 
4kg, siio articuladas em B e C. Se um impulso horizontal JFdt =14.N's 
é aplicado & extremidade A da barra inferior, por um intervalo de 
0,1 s, durante o qual as barras ainda estao praticamente nas suas 
posigées verticais de repouso, calcule a velocidade angular w, da bar- 
ra superior imediatamente apés 0 impulso. i 
Resp. wa = 2,50 rad/s 


1,2m 


12m 


F—>O)A 
Problema 6/228 


6/229 O centro de massa G da pessoa de 70 kg mostrada tem 
uma velocidade m4xima de 4 m/s na posigéio mais baixa do balango. 
Para as dimensdes dadas, calcule o momento fletor M suportado pe- 
las vértebras lombares da coluna para essa posigd&o. A vértebra lom- 
bar do meio e o centro de massa G do corpo s&o praticamente coin- 
cidentes. O centro de massa da parte inferior do corpo esta em G, 


para a posi¢do mostrada. Assuma que as massas das partes superior 
e inferior do corpo sao iguais. Despreze quaisquer forgas suportadas 
pelo tecido mole do corpo na segao do tronco em G. Despreze também 
a massa do balanco e a massa dos bragos da pessoa. 

Resp. M=58,4N-m 


OG = 0G, = 2300 mm 
1-2 =2-3 =575 mm 


Problema 6/229 


*problemas para Resolucado com Auxilio do 
Computador 


*6/230 O péndulo de 8 kg com centro de massa em Ge um raio de 
giragiio de 235 mm em relagdo a O 6 liberado a partir do repouso na 
posi¢do horizontal 6 = 0. Represente graficamente a componente n 
da forga suportada pelo mancal em O desde 0 = 0 até @= 90°. Indique 
o médulo maximo da componente ¢ da forga no mancal O. 


OG = 220 mm 


Problema 6/230 


5/231 O bloco quadrado homogéneo de massa m é liberado a par- 
-ir do repouso com @ quase nulo e gira no ponte médio de sua base 
em torno da quina fixa em O. Determine e represente graficamente 
as forgas normal e tangencial, expressas nas formas adimensionais 
Nimg e Fimg, exercidas sobre o bloco pela quina como fungées de 6. 
(a) Se um pequeno entalhe em O impede 0 bloco de deslizar, determi- 
ne 0 Angulo @ em que o contato com a quina cessa. (b) Na auséncia de 
um entalhe e com um coeficiente de atrito estatico de 0,8, determine 
o Angulo @ em que o deslizamento inicia. 

Resp. (a) 6 = 56,9°, (6) 0 = 45,1° 


Problema 6/231 


*6/232 O émbolo de 5 kg acionado por molas é projetado para ‘os- 
cilar na diregdo vertical sob a agéo das duas molas, cada uma das 
quais possui uma rigidez k = 1050 N/me esta sem deformag&o quan- 
do x = 0, Se o émbolo é liberado a partir do repouso na posigao x = 
225 mm, represente graficamente a sua velocidade v em termos de 
xe determine v,,4, € 0 valor correspondente de x. Assuma atrito des- 
prezivel no suporte de guia. 


Problema 6/232 


*6/233 A barra esbelta uniforme de 1,2 m com roletes leves na 
extremidade 6 liberada a partir do repouso no plano vertical com @ 
praticamente nulo. Determine e represente graficamente a velocida- 
de de A como uma fungiio de @ e encontre a velocidade maxima de A 


eo Angulo correspondente @. 
Resp. U4)max = 2,29 m/s, 0 = 48,2° 
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Problema 6/233 


*6/234 Osistema do Prob. 6/23 é reapresentado aqui. O carrinho B 
se desloca para a direita com aceleragéo a = 2g. Se m = 0,5 kg, 2 = 
0,6 m e K = 75 N-m/rad, determine o deslocamento angular em regi- 
me permanente @ da haste esbelta uniforme de massa 3m. Considere 
a pequena esfera de massa m na extremidade como uma particula.A 
mola, que exerce um momento de médulo M = K6 sobre a haste, esta 
sem deformagdo quando a haste esta vertical, 


Problema 6/234 


*6/235 Para um trem que viaja a 160 km/h por uma curva hori- 
zontal com raio de 1,9 km, caleule 0 Angulo de elevacdo A do trilho de 
modo que os passageiros sintam apenas uma forga normal nos seus 
assentos e os trilhos nao exergam nenhum esforgo lateral contra as 
rodas, conforme indicado na parte (a) da figura. Um trem experi- 
mental contorna éssa mesma curva a uma velocidade de 260 km/h 
tom vagoes que sao inclinados automaticamente em um Angulo 9em 
relagao aos trilhos, como mostrado na parte (6) da figura. Esse an- 
gulo reduz o esforco lateral F sentido pelos passageiros. Determine 
o Angulo de inclinagdo @ necessdrio.para Kmitar F a 30% do esforco 
lateral que os passageiros sentiriam se ambos 6 e B fossem nulos. 
Resp. B = 6,05°, @= 4,95° 
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Problema 6/235 


*6/236 Aviga I de aco deve ser transportada pelo carrinho suspen- 
so ao qual esta articulada em O. Se o carrinho parte do repouso com 
6 = 6=0e recebe uma aceleracdo horizontal constante a = 2 m/s?, 
encontre os valores mdximos de 6 e 0. O médulo da oscilagio inicial 
poderia constituir um fator para seguranga em uma oficina. 


Problema 6/236 


*6/237 A viga uniforme AB de 100 kg est4 pendurada inicialmente 
em repouso com @ = 0 quando’a forca constante P = 300 N é aplicada 
ao cabo. Determine (a) a velocidade angular m4xima atingida pela 
viga com o angulo @ correspondente e (6) o Angulo maximo @,,,, al- 
cangado pela viga. 
Resp. on. = 0,680 rad/s em @ = 22,4° 
Oméx = 45,9° 


Problema 6/237 


*6/238 A barra esbelta de 30 kg tem uma velocidade angular ini- 
cial w) = 4 rad/s na posicio vertical, onde a mola esta sem deforma- 
cao. Determine a velocidade angular minima «,,, alcangada pela 
barra e o Angulo @ correspondente. Encontre também a velocidade 
angular da barra quando atinge a superficie horizontal. 


Problema 6/238 


*6/239 O péndulo composto é constituido de uma haste esbelta 
uniforme de comprimento / e massa 2m 4 qual esté fixado um disco 
uniforme de didmetro //2 e massa m. O corpo gira livremente em 
torno de um eixo horizontal através de O. Se o péndulo tem uma 
velocidade angular no sentido horario de 3 rad/s quando @ = 0 no 
instante de tempo ¢ = 0, determine o tempo f no qual o péndulo passa 
pela posicdo @ = 90°. O comprimento do péndulo / = 0,8 m. 

Resp, t = 0,302 s 
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Problema 6/239 


*6/240 O poste telefénico de 18 m com diametro praticamente uni- 
forme esta sendo erguido para a posicdo vertical por dois cabos fixa- 
dos em B, conforme mostrado. A extremidade O repousa sobre um 
suporte fixo e ndo pode deslizar. Quando o poste esta quase vertical, a 
montagem em B inesperadamente se rompe, liberando os dois cabos. 
Quando o angulo @ atinge 10°, a velocidade da extremidade superior 
A do poste é de 1,35 m/s. A partir desse ponto, calcule o tempo ¢ que 
0 operario teria para sair do caminho antes que o poste atingisse o 
solo. Com qual velocidade vu, a extremidade A atinge 0 solo? 


Problema 6/240 


ae 


N 
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Roger Ressmeyer/CORBIS 


Por um manejo adequado dos cilindros hidraulicos que suportam e movimentam esse simulador de véo, diversos tipos de aceleracdes de 
translacao e de rotacdo tridimensionais podem ser produzidos. 


,rCis~s—=Ci‘is a 


INTRODUCAO A DiINAMICA 


DO CAPITULO 


7/1 Introducdo 


SECAO A CINEMATICA 

7/2 Translacao 

7/3 Rotacdo em Torno de um Eixo Fixo 
7/4 Movimento em Planos Paralelos 

7/5 Rotacado em Relacdo a um Ponto Fixo 
7/6 Movimento Geral 


7/1 IntrRopucAo 
ost UES Yi snc RP 
Embora uma grande parte dos problemas de dindmica 
em engenharia possa ser resolvida pelos principios do mo- 
vimento plano, os desenvolvimentos recentes concentram 
uma atengao cada vez maior sobre problemas que exigem 
a andlise do movimento em trés dimensées, A inclusdo da 
terceira dimensdo acrescenta uma complexidade considerd- 
vel as relacdes cinematicas e cinéticas. A dimensao adicional 
ndo apenas introduz uma terceira componente aos vetores 
que representam forga, velocidade linear, aceleracio linear, 
e quantidade de movimento linear, mas, a introdugaio da ter- 
ceira dimensao também acrescenta a possibilidade de duas 
componentes adicionais para os vetores que representam 
grandezas angulares, incluindo momentos de forgas, velo- 
cidade angular, aceleragdo angular, e quantidade de movi- 
mento angular. E no movimento tridimensional que toda a 
poténcia da andlise vetorial é utilizada. 


TRIDIMENSIONAL DE 
Corpos Ricipos 


SECAO B_ CINETICA 

7/7 Quantidade de Movimento Angular 

7/8 Energia Cinética 

7/9 Equacdes de Movimento em Termos de 
Quantidade de Movimento e Energia 

7/10 Movimento em Planos Paralelos 

7/11 Movimento Giroscépico: Precessado Estacionaria 

7/12 Revisdo do Capitulo 


Uma boa formagio na dindmica do movimento plano 6 
extremamente util no estudo da dindmica tridimensional, 
onde a abordagem aos problemas e muitos dos termos sao og 
mesmos ou andlogos aqueles em duas dimensées. Se 0 estudo 
da dinamica tridimensional é realizado sem o beneficio de 
um estudo anterior da dindmica do movimento plano, mais 
tempo sera necessdrio para dominar os princfpios e se tornar 
familiarizado com a abordagem aos problemas. 

O tratamento apresentado no Capitulo 7 nao é planejado 
como um desenvolvimento completo do movimento tridimen- 
sional de corpos rigidos, mas apenas como uma introducdo 
bdsica ao assunto. Essa introducdo deve ser, contudo, sufi- 
ciente para resolver diversos dos problemas mais comuns em 
movimento tridimensional e também para lancar as bases 
para estudos mais avancados. Vamos prosseguir como fize- 
mos para o movimento de particulas.e para o movimento pla- 
no de corpos rigidos, analisando inicialmente a cinemdtica 
necessdria e, em seguida, passando & cinética. 


AAT A ET TIS SEE SEA 


SECAO A. CINEMATICA 


‘es TEES SE SISSIES th OFAC 


7/2 Transtacdo 
2 eset SS SCO ETT 
A Fig. 7/1 apresenta um corpo rigido em translagéio no 
espago tridimensional. Quaisquer dois pontos no corpo, tais 
como A e B, se deslocarao ao longo de linhas retas paralelas 
se 0 movimento é uma translacdo retilinea ou se desloca- 
rao ao longo de curvas congruentes se 0 movimento 6 uma 
translagdo curvilinea. Km ambos os casos, todas as linhas 
no corpo, tal como AB, permanecem paralelas A sua posigio 
original. 
Os vetores posigéo e sua primeira e sua segunda deriva- 
das em relagéo ao tempo sdo 


Ta=Upt arp Va = VB a4 = ag 
onde rag permanece constante e, portanto, a sua derivada 


no tempo é nula. Desse modo, todos os pontos no corpo tém 


a mesma velocidade e a mesma aceleracao. A cinematica da 
translacdéo nao apresenta qualquer dificuldade especial, e 
um detalhamento adicional é desnecessério. 


Figura 7/1 


384 = Capitulo7 


Eixo y 
fixo a, =@x(@xr)e~ 
: 


ah a,=Oxr 


See es 


oe, 
v=axr 


Figura 7/2 


7/3 RotacAo em Torno DE um E1xo Fixo 
aoe 

Considere agora a rotacdo de um corpo rigido em torno 
de um eixo fixo n-n no espago com uma velocidade angular 
@, como mostrado na Fig. 7/2. A velocidade angular é um 
vetor na direcio do eixo de rotacéo com um sentido definido 
pela regra usual da mao direita. Para rotacéio em torno de 
um eixo fixo, w nao varia a sua direcio, uma vez que se si- 
tua ao longo do eixo, Escolhemos a origem O do sistema de 
coordenadas fixo sobre o eixo de rotacgao por conveniéncia. 
Qualquer ponto, tal como A, que nao esteja sobre o eixo se 
desloca em um arco circular em um plano normal ao eixo e 
possui velocidade 


(e/23) 


que pode ser verificado substituindor por h + b e observando 
que wx h=0. 

A aceleracéo de A é dada pela derivada no tempo da Eq. 
7/1. Desse modo, 


(7/2) 


onde r foi substituido por sua expresso equivalente, v = w x 
r. As componentes normal e tangencial de a para o movimen- 
to circular tém os médulos usuais a, = [wx (wx x)| = bu e 
a,= |@xr| = ba, onde a = o Na medida em que ambos v e 
asdo perpendiculares a w e @, segue-se que v'w = 0, v-@ = 0, 
a-w=0,e a = 0 para rotagéo em torno de um eixo fixo. 


7/4 Movimento em Pianos ParALetos 


Quando todos os pontos em um corpo rigido se deslocam 
em planos que sao paralelos a um determinado plano P, Fig. 
7/3, temos uma forma geral de movimento plano. O plano de 
referéncia é usualmente escolhido através do centro de mas- 
sa G e 6 chamado de plano de movimento. Como cada ponto 
no corpo, tal como A’, tem um movimento idéntico ao movi- 
mento do ponto correspondente (A) no plano P, segue-se que 
a cinematica do movimento plano apresentada no Capitulo 5 
fornece uma descric¢&o completa do movimento, quando apli- 
cada ao plano de referéncia. 


Figura 7/3 


7/5 RotacdAo em RELAcAo A um Ponto Fixo 
ssn 

Quando um corpo gira em relagao a um ponto fixo, o vetor 
velocidade angular j4 néo permanece fixo em direcdo, e essa 
variagdo exige um conceito mais geral de rotagdo. 


Rotac#o e Vetores Apropriados 


Devemos inicialmente examinar as condicées sob as quais 
os vetores rotacéo obedecem a regra do paralelogramo para 
a adigdo e podem, por essa razao, ser tratados como vetores 
propriamente ditos. Considere uma esfera macica, Fig. 7/4, 
que 6 cortada a partir de um corpo rigido limitado a girar em. 
relacdo ao ponto fixo O. 

Os eixos x-y-z, aqui, sio considerados como fixos no espago 
e nao giram com 0 corpo. Na parte a da figura, duas rotagées 
sucessivas de 90° da esfera em torno, primeiro, do eixo x, e, 
em seguida, do eixo y resultam no movimento de um ponto, 
que estd inicialmente sobre o eixo y na posiga&o 1, para as po- 
sigdes 2 e'3, sucessivamente. Por outro lado, se a ordem das 
rotagées é invertida, o ponto nao sofre nenhum movimento 
durante a rotaciio y, mas se desloca para o ponto 3 duran- 
te a rotagao de 90° em torno do eixo x. Desse modo, os dois 
casos n&o produzem a mesma posigiio final, e é evidente a 
partir desse tinico exemplo especial, que rotagées finitas, em 
geral, no obedecem a regra do paralelogramo para a adigéo 
de vetores e nfo sao comutativas. Assim, rotagées finitas ndo 
podem ser tratadas como vetores propriamente ditos. 

Rotacées infinitesimais, entretanto, obedecem a regra do 
paralelogramo para a adigéo de vetores. Esse fato 6 mostra- 
do na Fig. 7/5, que representa o efeito combinado de duas 
rotagdes infinitesimais d0, e d@, de um corpo rigido em torno 
dos respectivos eixos através do ponto fixo O. Como resul- 


@, em seguida 8, 


@, em seguida 6,, 


(a) : () 
Figura 7/4 
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do, “Ss 


2: 


Figura 7/5 


tado de d6,, 0 ponto A tem um deslocamento dé, x r, e da 
mesma forma d@, provoca um deslocamento d@, x r do ponto 
A. Qualquer ordem de adicao desses deslocamentos infinite- 
simais evidentemente produz 0 mesmo deslocamento resul- 
tante, que 6d6, x r + d0, x r = (d0, + d@,) x r. Desse modo, as 
duas rotagées sfo equivalentes a uma Unica rotagao d@ = 
d6, + d6,. Logo as velocidades angulares w, = 6; € w») = by po- 
dem ser adicionadas vetorialmente para dar w = 6 = @, + wy, 
Conclufmos, portanto, que em qualquer instante de tempo 
um corpo com um ponto fixo esté girando instantaneamente 
em torno de um eixo especffico que passa através do ponto 
fixo. 


Eixo Instantaneo de Retacao 


Para auxiliar na visualizacao do conceito do eixo instan- 
taneo de rotagéo, vamos nos referir a um exemplo especf- 
fico. A Fig. 7/6 representa um rotor cilindrico macico feito 
de plastico transparente contendo varias particulas negras 
incorporadas no plastico. O rotor esta girando em torno da 
linha de centro de seu eixo na taxa constante w,, e seu eixo, 
por sua vez, esta girando em torno do eixo vertical fixo na 
taxa constante we, com as rotagdes nos sentidos indicados. Se 
o rotor é fotografado em um determinado instante durante o 
seu movimento, a imagem resultante mostrard uma linha de 
pontos pretos nitidamente definidos, indicando que, instan- 
taneamente, a sua velocidade é nula. Essa linha de pontos 
sem qualquer velocidade determina a posicdo instaritanea 
do eixo de rotagaéo O-n. Qualquer ponto sobre essa linha, tal 
como o ponto A, teria componentes de velocidade iguais e 
opostas, v, devido 4 w, € vg devido A w . Todos os outros pon- 


Figura 7/6 


tos, como por exemplo, 0 que esta em P, pareceriam borrados, 
e seus movimentos apareceriam como riscos curtos na forma 
de pequenos arcos circulares em planos perpendiculares ao 
eixo O-n. Assim, todas as particulas do corpo, exceto aquelas 
sobre a linha O-n, est&o instantaneamente girando em arcos 
circulares em torno do eixo instantaneo de rotaciio. 

Se uma sucessdo de fotografias fosse tirada, observaria- 
mos em cada fotografia que o eixo de rotacdo seria definido 
por uma nova série de pontos precisamente definidos e que 0 
eixo mudaria de posigdo, tanto no espaco quanto em relacdio 
ao corpo. Para a rotagéo de um corpo rigido em relacdo a um 
ponto fixo, conseqtientemente, se observa que o eixo de rota- 
¢ao nao é, em geral, uma linha fixa no corpo. 


Cone do Corpo e Cone Espacial 


Com relag&o ao cilindro de plastico da Fig. 7/6, 0 eixo ins- 
tantaneo de rotagio O-A-n gera um cone circular reto em 
torno do eixo do cilindro chamado cone do corpo. Como as 
duas rotagdes continuam e o cilindro gira em torno do eixo 
vertical, o eixo instantaneo de rotacdo gera também um cone 
circular reto em torno do eixo vertical chamado cone espa- 
cial. Esses cones sio mostrados na Fig. 7/7 para esse exem- 
plo em particular. 

Verificamos que o cone do corpo rola sobre 0 cone espacial 
e que a velocidade angular w do corpo é um vetor que esta 
posicionado ao longo do elemento comum aos dois cones. Para 
um caso mais geral onde as rotagées no sao constantes, os 
cones do corpo e espacial nao so cones circulares retos, Fig. 
7/8, mas 0 cone do corpo ainda rola sobre o cone espacial. 


Aceleracao Angular 


A aceleragéo angular a de um corpo rigido em movimen- 
to tridimensional é a derivada no tempo da sua velocidade 
angular, a = ®. Em contraste com o caso de rotagéo em um 
unico plano onde o escalar a mede apenas a variagéo no mé- 
dulo da velocidade angular, em movimento tridimensional o 


n ) 
ae | Cone espacial 


Cone do corpo 


Figura 7/7 


Cone 
espacial 


Figura 7/8 


ao 
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vetor @ reflete a variacio na diregéo de «, bem como a sua 
variacdo no médulo. Portanto, na Fig. 7/8 onde a extremidade 
final do vetor velocidade angular # segue a curva espacial p 
e varia tanto em médulo quanto em dire¢ao, a aceleragéo an- 
gular a vem a ser um vetor tangente a essa curva no sentido 
da variacao de w. 

Quando o médulo de w se mantém constante, a acelera- 
cao angular w é normal a @, Para esse caso, se utilizarmos 
0. para representar a velocidade angular com que o proprio 
vetor w gira (precessdo) enquanto forma o cone espacial, a 
aceleracéo angular pode ser escrita 


Essa relagio é facilmente verificada a partir da Fig. 7/9. A 
parte superior da figura relaciona a velocidade de um ponto 
A, sobre um corpo rigido, ao seu vetor posig&o a partir de Oe 
a velocidade angular do corpo. Os vetores a, w e Ona figura 
inferior exibem exatamente a mesma relagéo entre si que os 
vetores v, re w na figura superior. 

Se utilizarmos a Fig. 7/2 para representar um corpo rigido 
girando em relago a um ponto fixo O com o eixo instantaneo 
de rotagao n-n, observamos que a velocidade v ea aceleracéo 
a =v de um ponto qualquer A no corpo sao determinadas 
pelas mesmas expresses que se aplicam ao caso em que 0 
eixo é fixo, isto é, 


(Wi) 
[7/2] 


A tinica diferenga entre o caso de rotacao em torno de um 
eixo fixo e de rotagaio em relagéo a um ponto fixo reside no 
fato que para rotagéo em relagao a um ponto fixo, a acelera- 
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As unidades motor/h 


Cone 
espacial 


se =constante 
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Figura 7/9 


cdo angular @ = # teré uma componente normal a w, devide 
& variagdo na direcdo de w, bem como uma componente na 
diregaio de & para refletir qualquer variagaéo no médulo de 
w. Embora qualquer ponto sobre o eixo de rotagéo n-n tenha 
instantaneamente velocidade nula, sua aceleracéo néo sera 
nula uma vez que w esta variando a sua diregao. Por outro 
lado, para a rotacéo em torno de um éixo fixo, a = @ possui 
apenas a componente ao longo do eixo fixo para refletir a va- 
riacdo no médulo de w. Além disso, os pontos que estéo sobre 
0 eixo fixo de rotagéo evidentemente nado possuem velocidade 
ou aceleragao. 


¢ nas extremidades das asas dessa aeronave podem ser in- 
clinadas desde a posi¢do vertical de decolagem apresentada até uma posicao hori- 
zontal de véo para a frente. 
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Embora o desenvolvimento nessa seg&o seja para 0 caso a rotac&o pode ocorrer independentemente do movimento 
de rotago em relagéo a um ponto fixo, observamos que a__ linear do ponto de rotacao. Essa conclusdo é 0 equivalente 
rotagdo é uma fungdo exclusiva da variagdo angular, de modo _ tridimensional do conceito de rota¢do de um corpo rigido em 
que as expressées para  e a nao dependem da imobilida- movimento plano descrito na Segdo 5/2 e utilizado ao longo 
de do ponto ao redor do qual a rotacdo ocorre. Desse modo, de todos os Capitulos 5 e 6. 


Exemplo 7/1 


O brago OA de 0,8 m para um mecanismo de controle remoto é articulado em torno 
do eixo horizontal « do suporte em forma de U, e 0 conjunto inteiro gira em torno do 
eixo z com uma velocidade constante N = 60 rpm. Simultaneamente, o braco esta sendo 
elevado na taxa constante f = 4 rad/s. Para a posigéo onde B = 30°, determine (a) a 
velocidade angular de OA, (b) a aceleragdo angular de OA, (c) a velocidade do ponto A, 
e (d) a aceleragdo do ponto A. Se, além do movimento descrito, 0 eixe vertical e o ponto 
O tivessem um movimento linear, por exemplo, na diregao z, esse movimento alteraria 
a velocidade angular ou a aceleracdo angular de OA? 


Solugdo. (a) Uma vez que o brago OA esti girando em torno de ambos os eixos x e 
2, ele possui as componentes w, = 6 = rad/s e w, = 2nN/60 = 27(60Y/60 = 6,28 rad/s. A 
velocidade angular 6 


= w, + w, = 4i + 6,28k rad/s ‘ Resp. 
(b) A aceleracdo angular de OA é 
a=b= a, +o, 


Como w, nao esté variando em médulo ou diregéo, , = 0. Mas w, esté variando sua 
direcdo e nesse caso possui uma derivada que, a partir da Eq. 7/3, é 


@, = w, X @, = 6,28K X 4i = 25,1) rad/s? 
@® Portanto, 


@ = 25,1) + 0 = 25,1j rad/s? Resp. 


(c) Com o vetor posigéo de A dado por r = 0,693j + 0,4k m, a velocidade de A a partir 
da Eq. 7/1 vem a ser 


Sugestdes Uteis 


@ De forma alternativa, considere os eixos 


iv ij k x-y-2 como vinculados ao eixo vertical e ao 

v=o@Xr=|4 0 6,28] = —4,35i — 1,60j + 2,77k m/s Resp. |+ suporte.em U, de modo que eles girem. A de- 

0 0,693 0,4 Tivada dew, vem a ser @, = 4i. Mas a partir 

da Eq. 5/11, temos i = w, x i = 6,28k x i= 

{d) A aceleragdo de A a partir da Eq. 7/2 6 6,28]. Logo, a = &, = 4(6,28)j = 25,17 rad/s” 


" como anteriormente. 
a=aXxrt+oxX (xr) > 


-=axr+oxv 


ij sk i j k 
={0 251 O}+| 4 0 6,28 
0 0,693 0,4] |-4,85 ~1,60 2,77 


= (10,054) + (10,051 — 38,4j — 6,40k) 
: me a @ Para’ comparar os métodos, sugere-se que 


@ = 20,1i ~ 38,4j — 6,40k m/s* Resp. esses resultados para v e a séjam obtidos 
por meio da aplicagao das Eqs. 2/18 e 2/19 
para 0.movimento de uma particula em co- 
ordenadas esféricas, alterando os simbolos 
conforme o necessdrio. a 


O movimento angular de OA depende apenas das variagées angulares N e 8, de forma 
que qualquer movimento linear de O nao afeta we a. 
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Exemplo 7/2 


O motor elétrico com um disco anexado esta girando a uma velocidade baixa cons- 
tante de 120 rpm no sentido mostrado. Sua careaga e base de montagem estao inicial- 
mente em repouso. O conjunto inteiro é colecade para girar em seguida em torno do 
eixo vertical Z na taxa constante N = 60 rpm com um angulo fixo y de 30°. Determine 
(a) a velocidade angular e a aceleracdo angular do disco, (6) 0 cone espacial e o cone do 
corpo, e (c) a velocidade e a aceleracdo do ponto A na parte mais alta do disco para o 
instante apresentado. 


Solugde. Os eixos x-y-z com vetores unitarios i, j, k sfo associados 4 carcaga do motor, 
com 0 eixo z coincidindo com 0 eixo do rotor e com o eixo x coincidindo com o eixo hori- 
zontal através de O em torno do qual o motor oscila. O eixo Z € vertical e apdia o vetor 
unitario K = j cos y+ k sen y. 


(a) O rotor e o disco tém duas componentes de velocidade angular: wy = 120(27/60 = 
Am rad/s em torno do eixo z e 0 = 60(27)/60 = 27 rad/s em torno do eixo Z. Desse modo, 
a velocidade angular resulta 


@ = @ +0 = wk + OK 
= wok + NG cos y + k sen y) = (QO cos y)j + (wy + A sen Hk 
= (2a cos 30°} + (der + Qar sen 30k = a(,/3j + 5,0k) rad/s Resp. 
A aceleragao angular do disco a partir da Eq..7/3 6 » 
a@=a=2%o 
= OG cos y + k sen y) x [((0. cos y)j + (wg + O sen y)k] 
= Uw cos y + A seny cos y)i — (0? sen y cos y)i 
= (Quo cos yi = i27)(47) cos 30° = 68,4 rad/s? Resp. 


(6) O vetor velocidade angular « é o elemento comum dos cones espacial e do corpo, que 
podem agora ser tracados conforme apresentado. 


(c) O vetor posigao do ponto.A para o instante considerado é 
vy = 0,125j + 0,250k m 
A partir da Eq. 7/1 a velocidade de A é 
i j k 
veoxr=(0 Jan bar 
0 0,125 0,250 


= —0,1920ai m/s Resp. 
A partir da Eq. 7/2 a aceleragaéo do ponto A é 
a=oxr+wx@Xr)=axr+axv 
= 68,41 x (0,125) + 0,250k) + a /3i + 5k) x (-0,19207i) 


= —26,6j + 11,83k m/s* Resp. 


PROBLEMAS 


Y 
\ 

\ 
a 
OC = 250 mm 
CA = 125 mm 


Cone 
espacial 


oO ~~ Cone do corpo 


Sugestées Uteis 


@): Note‘que Gy + Q.= @= a, + @,; como mostra- 
‘dono‘diagrama vetorial. 

@®, Lembre-se de que a Eq, 7/3 fornece a expres- 
sdo,completa para @ apenas para precessao 
estaciondria onde || 6 constante, o que se 
aplica a esse problema. 

@.Coms:o médulo de w é constante, a deve ser 
tangente ao circulo da base do cone espacial, 
0 que a coloca'no sentido positivo da diregaio 


x em acordo com o resultado calculado. 


necessdria. O lado de frente para o sentido positivo de x na posigao 


A deve estar voltado para o sentido positivo de z na ‘posigao B. (Su- 


Problemas Introdutérios 


7/1 Omecanismo para controlar a implantagdo de um painel solar 
de uma nave espacial a partir da posigéo A para a posigéio B esta 
sendo projetado. Determine a expressdo vetorial para o unico 4ngu- 
to @ de rotacdo do painel, que pode realizar a mudanga de posigio 


gestdo: Determine a intersecdo de dois planos, um contendo todos os 
possiveis eixos de rotagdo para realizar 0 movimento para a aresta 
O-1 e 0 outro contends todos os eixos para a aresta O-2.) 


‘ Resp. = -7-G +0) 


4 
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Problema 7/1 


7/2 Coloque o seu livro sobre sua mesa, com eixos fixos orientados 
como indicado, Gire o livro em torno do eixo x através de um Angulo 
90° e, em seguida, a partir dessa nova posicdo gire-o 90° em torno 
do eixo y. Faca um esbogo da posigao final do livro. Repita o proces- 
so, mas inverta a ordem das rotagdes. A partir de seus resultados, 
apresente a sua conclusdo a respeito da adicdo vetorial de rotagées 
finitas. Compare suas observagiées com a Fig. 7/4. 


Problema 7/2 


7/3 Repita o experimento do Prob. 7/2, mas use um Angulo de rota- 
gao pequeno, por exemplo, 5°. Observe as posigées finais aproxima- 
damente iguais para as duas seqiiéncias distintas de rotagao. O que 
essa observagdo leva vocé a concluir a respeito da combinagao de ro- 
tag6es infinitesimais e a respeito da derivada no tempo de grandezas 
angulares? Compare suas observagdes com a Fig. 7/5. 


7/4 Um mecanismo de sincronizagao consiste no braco distribuidor 
AB que gira e no contato fixo C. Se o brago gira em torno do eixo 
fixo OA com uma velocidade angular constante w = 30(3i + 2j + 6k) 
rad/s, e se as coordenadas do contato C expressas em milimetros siio 
(20, 30, 80), determine o médulo da aceleracao da extremidade B do 
brago distribuidor quando passa pelo ponto C. 


Problema 7/4 


7/5 Oeixoe o rotor estéo montados em um suporte em U que pode 
girar em torno do eixo z com uma velocidade angular 2, Com 2 = 0 
e 8 constante, o rotor possui uma velocidade angular Wy = —4j — 8k 
rad/s. Encontre a velocidade v4 do ponto A sobre a borda, se o seu 
vetor posi¢éo nesse instante é r = 0,51 + 1,2j + 1,1k m. Qual é a ve- 
locidade vy de um ponto qualquer B na borda? 

Resp. Vv, = —0,8i ~ 1,5j + 2k m/s 

vp = 2,62 m/s 


Problema 7/5 


7/6 O disco gira com uma velocidade angular de 15 rad/s em torno 
de seu eixo horizontal z, inicialmente na diregao (a) e em seguida 
na diregdo (6). O conjunto gira com a velocidade N = 10 rad/s em 
torno do eixo vertical. Trace 0 cone espacial e o cone do corpo para 
cada caso. 


| 
| 
' 
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Problema 7/6 


1/7 0 ventilador de quatro pds gira em torno do eixo fixo OB com 
uma velocidade angular constante N = 1200 rpm. Escreva as expres- 
sdes vetoriais para a velocidade v e a aceleragao a da extremidade A 
da pa do ventilador para o instante em que suas coordenadas x-y-z 
sao 0,260; 0,240 e 0,473 m, respectivamente. 
Resp. v = 27,31 - 3,87j ~ 18,07k m/s 
a =~949i + 2520j — 2730k m/s? 


Problema 7/7 


7/8 A barra é articulada‘em torno do eixo O-O do garfo, que esté 
preso & extremidade do eixo vertical. O eixo gira com uma velocidade 
angular constante ) como mostrado. Se 6 esté diminuindo na taxa 
constante -6 = p, escreva expressdes para a velocidade angular w e 
para a aceleracéo angular a da barra. 
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Problema 7/8 


7/9 Um disco circular gira em torno de um eixo fixo com uma velo- 

cidade angular constante w = 10(i + 2j + 2k) rad/s. Em um determi- 

nado instante, um ponto P sobre sua borda possui uma velocidade 

cujas componentes x e y sio 3 m/s e -2 m/s, respectivamente. Deter- 

mine 0 médulo v da velocidade de P e a distancia radial R de P atéo 

eixo de rotacdo. Encontre também o médulo a da aceleragao de P. 
Resp. v = 3,64 m/s, R = 121,3 mm 

a = 109,2 m/s” 


7/10 O conjunto de painéis e os eixos vinculados x-y-z giram com 
uma velocidade angular constante 2 = 0,6 rad/s em torno do eixo 
vertical z. Simultaneamente, 0s painéis giram em torno do eixo y 
como mostrado, com uma taxa constante wy = 2 rad/s. Determine a 
aceleragdo angular « do painel A e encontre a aceleragao do ponto P 
para o instante em que B = 90°. 


Problema 7/10 


7/11 O disco circular esta girando em torno do eixo fixo OC com 
uma velocidade angular constante w = 20 rad/s. Em um determi- 
nado instante, o ponto A sobre a borda passa por um ponto cujas 
coordenadas x-y-z so 40, 118 e 51 mm, respectivamente. Calcule 
os médulos da velocidade v e da aceleragao a do ponto A. Encontre 
também o raio R do disco. 

Resp. v = 1 m/s, a = 20 m/s” 

R=50mm 
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Problemas Representativos 


7/12, O motor do Exemplo 7/2 é apresentado novamente aqui. Se 
o motor gira em torno do eixo x na taxa constante 7} = 37 rad/s, sem 
rotacdo em torno do eixo Z (N = 0), determine a aceleragdo angular 
a do rotor e do disco no instante em que a posic&o y = 30° é cruzada. 
A velocidade constante do motor é de 120 rpm. Encontre também a 
velocidade e a aceleragdo do ponto A, que esta na parte mais alta do 
disco para essa posi¢ao. 
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Problema 7/12 


1/13 Seo motor do Exemplo 7/2, reapresentado no Prob. 7/12, atin- 
ge uma velocidade de 3000 rpm em dois segundos a partir do repouso 
com aceleracéo constante, determine a aceleragao angular total do 
rotor e do disco } de segundo apés ser ligado, se a base estd girando a 
uma taxa constante N = 30 rpm. O angulo y= 30° é constante. 


Resp. a = son 4 + x) rad/s? 
7/14 A bobina A gira em torno de seu eixo com uma velocidade 
angular de 20 rad/s, inicialmente no sentido de w, e em seguida no 
sentido de «,. Simultaneamente, o conjunto gira em torno do eixo 
vertical com uma velocidade angular «, = 10 rad/s. Determine o mé- 
dulo w da velocidade angular total da bobina e desenhe o cone do 
corpo e o cone espacial para a bobina em cada caso. 


Problema 7/14 


7/15 Enquanto manipula o haltere, as garras do dispositivo ro- 
bético possuem uma velocidade angular w, = 2 rad/s em torno do 
eixo OG com y fixo em 60°. O conjunto inteiro gira em torno do eixo 
vertical Z na taxa constante 2 = 0,8 rad/s. Determine a velocidade 
angular w e a aceleracio angular a do haltere. Expresse os resulta- 


dos em termos da orientacdo fornecida dos eixos x-y-z, quando 0 eixo 
y esta paralelo ao eixo Y. 

Resp. w = —0,4i + 2,69k rad/s 
8] rad/s” 


Problema 7/15 


1/16 Determine a aceleracéo angular « do haltere do Prob. 7/15 
para as condigées apresentadas, exceto que 2 estd aumentando na 
taxa de 3 rad/s” para o instante em consideragéo. 


1/11 O robé apresentado possui cinco graus de liberdade de rotagao. 
Os eixos x-y-z esto presos ao anel da base, que gira em torno do eixoz 
com a velocidade angular «,.O brago 0,0, gira em torno do eixo x com 
a velocidade angular a. = 6. O braco de controle O,A gira em torno do 
eixo O,-O, com a velocidade angular «, e em torno de um eixo perpen- 
dicular através de Op, que estd instantaneamente paralelo ao eixo x, 
com a velocidade angular «, = B. Finalmente, as garras giram em tor- 
no do eixo O,-A com a velocidade angular w;. Os médulos de todas as 
velocidades angulares s4o constantes. Para a configurag&o mostrada, 
determine o médulo w da velocidade angular total das garras para 6 = 
60° e B = 45° se w, = 2 rad/s, 6=1,5 rad/se 3 = w4 = ws = 0. Expresse 
também a aceleragao angular a do braco 0,0, como um vetor. 

Resp. w = 2,5 rad/s, a = 3j rad/s? 
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7/18 Para o robé do Prob. 7/17, determine a velocidade angular w 
ea aceleracio angular a das garras A se @ = 60°-e 8 = 30°, ambos 
constantes, e se w, = 2 rad/s, wy = ws = wy = 0 e w, = 0,8 rad/s, todos 
constantes. 


7/19 A-roda rola sem deslizar em um arco circular de raio FR e faz 
uma volta completa em torno do eixo vertical y com velocidade cons- 
tante em um tempo 7. Determine a expresso vetorial para a acele- 
ragdo angular @ da roda e trace os cones espacial e do corpo. 
Qn R. 
Resp. @ = -(2) a 


7 


Problema 7/19 


7/20 Determine expressées para a velocidade v e a aceleragao a do 
ponto A sobre a roda do Prob. 7/19 para a posigéo mostrada, quando 
A atravessa a linha horizontal através do centro da roda. 


7/21 © disco circular de 120 mm de raio gira em torno do eixo z na 
taxa constante w, = 20 rad/s, e o conjunto inteiro gira em torno do 
eixo fixo x na taxa constante w, = 10 rad/s. Calcule os médulos da 
velocidade v e da aceleragéo a do ponto B para o instante em que 
6 = 30°. 

Resp, v = 8,95 m/s, a = 72,2 m/s” 


Problema 7/21 


7/22 A arvore OA da engrenagem cénica B gira em torno do eixo 
fixo O-x com uma velocidade constante N = 60 rpm na diregéo indi- 
cada. A engrenagem B se engrena com a engrenagem cénica C ao 
longo de seu cone primitivo com semi-Angulo de vértice y = tan713 
como mostrado. Determine a velocidade angular w e a aceleragéo 
angular aw da engrenagem B, se a engrenagem C é fixa e nao gira. O 
eixo y gira com a drvore OA. 


Problema 7/22 


1/23, Se a engrenagem C do Prob. 7/22 possui uma velocidade de 
rotacdo constante de 20 rpm em torno do eixo O-x no mesmo sentido 
que N, enquanto OA mantém a sua velocidade de rotagao constante 
N = 60 rpm, calcule a velocidade angular w e a aceleracdo angular 
a da engrenagem B. 

Resp, w = 27(-i + j) rad/s, a = —47k rad/s” 


1/24 © guindaste possui uma langa de comprimento OP = 24 me 
esta girando em torno do eixo vertical na taxa constante de 2 rpm no 
sentido indicado. Simultaneamente, a lanca esté sendo abaixada na 
taxa constante 8 = 0,10 rad/s. Calcule os médulos da velocidade e da 
aceleragdo da extremidade P da lanca para o instante em que passa 
pela posigéo B = 30°. 


Problema 7/24 


7/25 A haste vertical e o seu garfo vinculado giram em torno do 
eixo z na taxa constante 0 = 4 rad/s. Simultaneamente, a haste B 
gira em torno de seu eixo OA na taxa constante w9 = 3 rad/s e o an- 
gulo y esta diminuindo & taxa constante de 1/4 rad/s. Determine a 
velocidade angular w e o médulo da aceleragdo angular « da haste 
B quando y = 30°. Os eixos x-y-z esto presos ao garfo e giram com 
ele. 

Resp. w = —0,785i ~2,60j + 2,5k rad/s 

a= 11,44 rad/s? 
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Problema 7/25 


&7/26 O cone circular reto A rola sobre o cone circular reto fixo B 
a uma taxa constante e executa uma volta completa em torno de B a 
cada quatro segundos. Calcule 0 médulo da aceleracgdo angular a do 
cone A durante o seu movimento. 

Resp. « = 6,32 rad/s* 


Problema 7/26 


7/27 O péndulo oscila em torno do eixo x de acordo com @ = 
§ Sen 3at radianos, onde ¢ é o tempo em segundos. Simultaneamente, 
0 eixo OA gira em torno do eixo vertical z na taxa constante w, = 
2m rad/s. Determine a velocidade v e a aceleracdo a do centro B do 
péndulo, bem como a sua aceleragdo angular @ para o instante em 
que ¢ = 0. 
Resp. v = -0,359j m/s 
a = 8,453 + 4,87k m/s* 
a@ = ~31,0j rad/s? 


7/6 Movimento Gera 
SL 

A analise cinematica de um corpo rigido que possui mo- 
vimento tridimensional geral 6 mais bem realizada com o 
auxflio dos prinefpios do movimento relativo. Aplicamos es- 
ses principios a problemas em movimento plano e agora os 
estendemos para 0 movimento espacial. Faremos uso tanto 
de eixos de referéncia com translacdo quanto de eixos de re- 
feréncia com rotagdo. 


Eixos de Referéncia em Translaco 


A Fig. 7/10 mostra um corpo rigido que possui uma ve- 
locidade angular w. Podemos escolher qualquer ponto con- 


Problema 7/27 


>7/28 A extremidade do elemento de ligagdo A estd soldada ao 
garfo que é articulado em relagdo ao eixo z ao cursor C. O cursor 
pode girar em torno do eixo x da barra fixa. O elemento de ligacdo A 
e seu garfo podem girar em torno de ambos os eixos x e z, mas ndo 
em torno do eixo y. Sem levar em conta o movimento da outra ex- 
tremidade do elemento de ligagao A, mostre que a velocidade angu- 
lar » do elemento de ligagao A e de seu garfo deve obedecer & relacdio 
w+h x (r x h) = 0. Os vetores r e h sao quaisquer vetores orienta- 
dos, respectivamente, ao longo do elemento de ligagéo e ao longo da 
barra fixa. O eixo do elemento de ligagéo A é normal ao eixo do garfo 
(diregao z) e, portanto, se situa no plano x-y. 


Problema 7/28 


veniente B como a origem de um sistema de referéncia com 
translacao x-y-z. A velocidade v e a aceleragéo a de qualquer 
outro ponto A no corpo sao dadas pelas expressdes da veloci- 
dade relativa e da aceleragao relativa 


V4 = Vp t+ Van [5/4] 
a, = ag + agp 15/7] 


que foram desenvolvidas nas Secoes 5/4 e 5/6 para o movi- 
mento plano de corpos rigidos. Essas expressdes também sdo 
validas em trés dimensdes, onde os trés vetores para cada 
uma das equagées sdo também coplanares. 

Na aplicagdo dessas relacdes ao movimento de corpo rigi- 
do no espago, observamos a partir da Fig. 7/10 que a distan- 


| 
| 


| 
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xX 


Zz 


x 
Figura 7/10 


cia AB permanece constante. Nesse caso, a partir da posigao 
de um observador em x-y-z, 0 corpo parece girar em torno do 
ponto B e o ponto A parece estar situado sobre uma superfi- 
cie esférica com B como o centro. Conseqtientemente, pode- 
mos visualizar 0 movimento geral como uma translacao do 
corpo com o movimento de B mais uma rotag&o do corpo em 
relacdo a B. . ’ 

Os termos de movimento relativo representam o efeito da 
rotagéo em torno de B e s&o idénticos as expressdes da ve- 
locidade e da aceleracdo discutidas na secdo anterior para 
a rotacdo de um corpo rigido em relagéo a um ponto fixo. 
Portanto, as equagées da velocidade relativa e da aceleracao 
relativa podem ser escritas 


onde w e @ sao a velocidade angular e a aceleracao angular 
instantaneas do corpo, respectivamente. 


Jim Sugar/CORBIS 


Essa fotografia de longa exposi¢ao de uma 
aeronave VFOL mostra uma combinacao 
tridimensional de translacgao e rotagao. 


A selecdo do ponto de referéncia B é, em teoria, bastante 
arbitrdria. Na pratica, o ponto B é escolhide por convenién- 
cia como algum ponto no corpo cujo movimento é conhecido 
no todo ou em parte. Se o ponto A é escolhido como o ponto de 
referéncia, as equagdes do movimento relative tornam-se 


Vp = Vat @ X Fp 
ag = ag + @ X Pp, + w X (@ X Fp) 


onde rgj, = —fyp- Deve ser evidente que w e, conseqiiente- 
mente, @ sAo os mesmos vetores para ambas as formulagées 
uma vez que o movimento angular absoluto do corpo é inde- 
pendente da escolha do ponto de referéncia. Quando tivermos 
obtido as equacées cinéticas para o movimento geral, perce- 
beremos que o centro de massa de um corpo é freqiientemen- 
te o ponto de referéncia mais conveniente a se escolher. 

Se os pontos A e B na Fig. 7/10 representam as extremi- 
dades de uma haste de controle rigida em um mecanismo es- 
pacial onde as conexées nas extremidades agem como juntas 
esféricas (como no Exemplo 7/3), 6 necessdrio impor certas 
condigées cinematicas. Evidentemente, qualquer rotagao da 
haste em torno de seu proprio eixo AB nao afeta a agdo da 
haste. Assim, a velocidade angular ,, cujo vetor é normal 
a haste, descreve a sua acdo. Fi necessdrio, portanto, que w, 
e ryp sejam perpendiculares, e essa condicao é satisfeita se 
@, * Lajp = 9. 

De maneira semelhante, apenas a componente a,“ da ace- 
leragdo angular da haste, normal a AB, afeta a sua aciio, de 
modo que a, : rap = 0 deve ser igualmente satisfeita. 


Eixos de Referéncia em Rotacao 


Uma formulacéio mais geral do movimento de um corpo 
rigido no espago impée a utilizagdo de eixos de referéncia que 
possuem tanto rotagdo quanto translagdo. A representacao 
da Fig. 7/10 6 modificada na Fig. 7/11 para mostrar os eixos 
de referéncia cuja origem esté presa ao ponto de referéncia 
B como anteriormente, mas que giram com uma velocidade 
angular absoluta que pode ser diferente da velocidade an- 
gular absoluta w do corpo. 


Q (Bixos) 
| @ (Corpo) 


x 
Figura 7/11 


“Pode ser demonstrado que a, = &, se a velocidade angular da haste em rela- 
in = Oy 
go ao seu préprio eixo nao esta variando. 
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Faremos agora uso das Eqs. 5/11, 5/12, 5/13 e 5/14 desen- 
volvidas na Segdo 5/7 para a descrigaéo do movimento plano 
de um corpo rigido utilizando eixos com rotacéo. A extensao 
dessas relacdes, de duas para trés dimensoes, é facilmente 
realizada apenas pela inclusdo da componente z dos vetores, 
e essa etapa é deixada para o estudante efetuar. Substituin- 
do » nessas equagées pela velocidade angular © dos eixos 
com rotagao x-y-z nos fornece 


j=Qxj k=0xk| (7/5) 


para as derivadas no tempo dos vetores unitarios que giram 
presos a x-y-z. A expresso para a velocidade e a aceleragao 
do ponto A vem a ser 


p+ OX (DX rgip) + 2O.X Vggy + Boy (7/6) 


onde v,.) = <i + #j + zk e a,,) = Xi + Jj + Zk s&o, respectiva- 
mente, a velocidade e a aceleracgéo do ponto A medidas em 
relagao a x-y-z por um observador preso a x-y-z. 

Observamos mais uma vez que © é a velocidade angular 
dos eixos e pode ser diferente da velocidade angular @ do 
corpo. Observamos também que r4g permanece constante 
em médulo para os pontos A e B fixos a um corpo rigido, mas 
ird variar a direc&o com respeito a x-y-z quando a velocidade 
angular © dos eixos é diferente da velocidade angular w do 
corpo. Observamos ainda que, se x-y-z estAo firmemente pre- 
sos ao corpo, 0 = @ € V,,) € a, $40 ambas nulas, o que torna 
as equacées idénticas as Eqs. 7/4. 

Na Segiio 5/7, desenvolvemos também a relacdo (Eq. 5/13) 
entre a derivada no tempo de um vetor V quando medida no 
sistema fixo X-Y e a derivada no tempo de V quando medida 
em relac¢éo ao sistema em rotagdo x-y. Para o caso tridimen- 
sional, essa relacdo se torna 
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Robés soldando carrocerias de automéveis. 


(WD) 


Quando aplicamos essa transformacao ao vetor posicéo rela- 
tiva Yyjp = Y4 — pz para o corpo rigido da Fig. 7/11, obtemos 


dr, _ fdrg ata 
(Bee (Bent ( dt ag ae 


Va = Ve t+ Vrq + 2X Yap 


ou 


que nos fornece a primeira das Eqs. 7/6. 

As Eqs. 7/6 séo particularmente uteis quando os eixos de 
referéncia sao fixados a um corpo em movimento, dentro do 
qual ocorre um movimento relativo. 

A Eq. 7/7 pode ser reformulada como o operador vetorial 


di] = ] 
( dt Je ( dt 2 TAvEL. o ae) 


onde [] representa qualquer vetor V que pode ser expresso 
tanto em X-Y-Z quanto em x-y-z. Se aplicarmos o operador a 
si préprio, obtemos a segunda derivada no tempo, que vem 
a ser 


a ‘) -(4 ! : 
(a, ie NS a Bane ]+Qx(Qx[ ) 


di) 
+20 x ( di ).. 


Esse exercicio 6 deixado ao estudante. Observe que a forma 
da Eq. 7/7b 6 a mesma que a da segunda das Eqs. 7/6 expres- 
$a para Agjp = a, — Ap. 


(7/7b) 
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Exemplo 7/3 


A manivela CB gira em torno do eixo horizontal com uma velocidade angular , = 
6 rad/s, que é constante durante um curto intervalo de movimento o qual inchai a posi- 
cao mostrada. A haste AB possui uma junta esférica em cada extremidade e conecta a 
manivela DA com CB. Para 0 instante mostrado, determine a velocidade angular w, da 
manivela DA e a velocidade angular «, da haste AB. 


Solugdo. A relacdo da velocidade relativa, Hq. 7/4, sera resolvida inicialmente utilizan- 
@ do eixos de referéncia com translagao fixados em B. A equagio é 


Va = Vg t @, X Fay 


@® onde w, é a velocidade angular da haste AB considerada perpendicular a AB. As velo- 
cidades de A e B sao 


lv = re] v4 = 50moj vp = 100(6)i = 600i mm/s 


Além disso, rap = 50i + 100} + 100k mm. A substituigdo na relagao da velocidade for- 


nece 
i j k = 

50w2j = GO0I+ jo, Oy, On, Sugestdes Uteis 
| 50 100 100 @ Selecionamos B como o ponto de referéncia 
“ uma vez que 0 seu movimento pode ser fa- 
Expandindo 0 determinante e igualando os coeficientes dos termos i, j, k fornece cilmente determinado a partir da velocida- 

de angular fornecida «, de CB. 

<8 + Wy, @n, @ A velocidade angular w de AB é considera- 
noe ep da como um vetor w, normal a AB, uma vez 
# te Ms que qualquer rotagio da haste em relagéo 
O= dq, - Wp, ao seu proprio eixo AB nao tem qualquer 


influéncia sobre o comportamento do meca- 
Essas equagdes podem ser resolvidas para w 2, que vem a ser nismo. 


Ga 


we = 6 rad/s Resp. 


Na forma em que se encontram, as trés equagées incorporam o fato de que w, 6 normal 
@ V4jp, mas n&o podem ser resolvidas até que a condicdo de que w, 6 normal a rap seja 


@® inclufda. Desse modo, @® A equagao da velocidade relativa pode ser 
: escrita como V4 — Vg = Vag = , * Pap, (Ue 
[o, Tap = 0] 50, + 100w,, + 100, = 0 exige que v4jp seja perpendicular a ambos 
y @, © Tap Essa equagio apenas nao incor- 
Combinando com duas das trés equacées anteriores produz as solugdes pora a restrig&o adicional de que w, seja 
4 8 _ 10 perpendicular a rajg. Desse modo, devemos 
@,, = ~3 radis —g rad/s Oy, = “3 tad/s também atender @, * tap = 0. 
| 
Desse modo, 
a, = 3 (—2i - 45 + 5k) rad/s 
com, 
toy = GRE + E+ 6? = 2/6 rad/s Resp. 
Exemplo 7/4 


Determine a aceleragéo angular «, da manivela AD no Exemplo 7/3 para as condi- 
cées apresentadas. Encontre também a aceleragéo angular #, da haste AB. 


Solucdo. As aceleragées dos elementos de ligagéo podem ser determinadas a partir da 
segunda das Eqs. 7/4, que pode ser escrita 


ag = Ag + @, X Tap + @, X (@, X Typ) 4 


i 
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onde w,, como no Exemplo 7/3, 6 a velocidade angular de AB considerada perpendicular 
@ 2AB.A aceleracdo angular de AB é escrita como @,,. 
Em termos de suas componentes normal e tangencial, as aceleracdes de A e B si 


a4 = 50wy"i + 50d2j = 18001 + 5095 mm/s? 
ag = 100w,2k + (0)i = 3600k mm/s? 


Além disso, 


Oy X (Wy X ayy) = ~H,?Raip = —20(50i + 100} + 100k) mm/s? 
&, X Nag = 1006, — 100%, di 
+ (506, ~ 1008,,)j + (100d, ~ 506, Jk 


Substituindo na equagao da aceleracdo relativa e igualando os respectivos coeficientes 
de i,j, k fornece 


28 = @,, 7 Oy, 
2 + 40 = ~ 20, + &, 
~32 = 20n, ~ Oy 

A solugdo dessas equagées para tw, fornece 


@ = —86 rad/s? Resp. 


@ O vetor 6, 6 normal a ry, porém néo é normal a Vavp, como foi o caso em relagao 


ae, 


{@, Tap = 01 Qin, + 4d, + 4a, = 0 
que, quando combinada com as relagies anteriores para essas mesmas grandezas, for- 
nece 


@, =—8rad/s* = 16 rad/s* —@, = 12 rad/s? 
ie ly 2 
Desse modo, 


@, = 4(-2i + 4 ~ 3k) rad/s? Resp. 


|@,| = 4/2? + 4? +3? = 4/29 rad/s? Resp, 


Exemplo 7/5 


A carcaga do motor e seu suporte giram em torno do eixo Z na taxa constante 0) = 3 
rad/s. O eixo do motor e o disco tém uma velocidade angular constante em torno de seu 
eixo p = 8 rad/s em relagao & carcaga do motor no sentido indicado. Se y 6 constante em 
30°, determine a velocidade e a aceleragiio do ponto A, na parte mais alta do disco ea 
aceleragéo angular a do disco. 


Solucao. Os eixos de referéncia com rotacao x-y-z estéo presos & carcaca do motor, e a 
base giratéria do motor possui a orientagdo instantanea mostrada, com relac&o aos ei- 


@ xos fixos X-Y-Z, Utilizaremos ambas as componentes X-Y-Z, com vetores unitdrios I, J, 


K, e as componentes x-y-z, com vetores unitarios i, j,k. A velocidade angular dos eixos 
x-y-z vern a ser 0, = OK = 8K rad/s. 


Velocidade. A velocidade de A é dada pela primeira das Eqs. 7/6 


Va = Vp t+ DX rap t Viet 


onde 
vz = Q X rg = 8K x 0,3503 = ~1,051 = —1,05i m/s 


@ 2 X ryp = 3K x (0,300j + 0,120k) 


= (-0,9 cos 30°)i + (0,36 sen 30° = —0,599i m/s 


Vrel * PX Yayg = 8§ X (0,300j + 0,120k) = 0,960i m/s 


bh 


Sugestées Uteis 


@ Se a haste AB tivesse uma componente de 
velocidade angular paralela a AB, entdo 
uma variacaéo tanto em médulo quanto em 
diregao dessa componente poderia ocorrer, 0 
que contribuiria para a aceleracdo angular 
efetiva da haste como um corpo rigido. No 
entanto, como qualquer rotagao em torno de 
seu préprio eixo AB nao tem qualquer in- 
fluéncia sobre 0 movimento das manivelas 
em C e D, vamos nos concentrar apenas em 


@,. 


@® Acomponente de &, que nao é normal a Va 
da origem a variagao na direcdo de Vase 


00, 
Z *_ ae A__-120 mm 
\ i 
| 
rn 85 


Sugestées Uteis 


@® Essa escolha para os eixos de referéncia 
fornece uma descricao simples para o movi- 
mento do disco em relagao a esses eixos. 


@ Observe que K x i= J =j cos y—k sen Y 
Kx j=-icos y,e Kx k=isen ». 


{ 
f 
i 
i 
i 
| 
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Desse modo, 
v4 = ~1,05i — 0,5991 + 0,960i = —0,689i m/s 


Aceleragdo. A aceleracao de A 6 dada pela segunda das Figs. U6 


ag = ag + OX Kyg + DX OX ryp) + 2O.X Ve + Apel 


onde 


ag = © x (Q X xp) = 3K x (BK Xx 0,3503) = ~3,15J 


Resp. 


= 3,15(—j cos 30° + k sen 30°) = ~2,73j + 1,575k m/s” 


a=0 
O x (0. x ry) = 3K x [8K x (0,300j + 0,120)] 


= 8K x (—0,599i) = ~1,557j + 0,899k m/s? 


20, x V, 9) = 203K) x 0,960i = 5,763 


= 5,76( cos 30° — ksen 30°) = 4,99j — 2,88k m/s” 


Aye = PX (PX Kayg) = 8 X [89 x (0,300) + 0,1208)] 


== ~7,68k m/s? 
Substituindo na expressio para ay e reunindo os termos obtemos 


a, = 0,703) — 8,09 m/s? y 


5 ag = JW, 703)? + (6,09)? = 8,12 m/s 


Resp. 


Aceleragdo Angular. Uma vez que a precessio € estaciondria, podemos usar a Eq. 7/3 


para obter 
a=o= OX w= 8K x 3K + 8) 
= 0 + (~24 cos 30°) =*-20,8i rad/s* 


PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


7/29 O cilindro macigo possui um cone do corpo com um semi-dn- 
gulo do vértice de 20°. Em um determinado instante a velocidade 
angular w tem um médulo de 30 rad/s e esta situada no plano y-z. 
Determine a taxa p na qual o cilindro esta girando em torno do seu 
eixo z e escreva a expressao vetorial para a velocidade de B em re- 
lagdo aA. 

Resp. p = 28,2 rad/s, Vg/4 = 4,101 m/s 


Resp. 


7/30 Ohelicéptero est4 baixando o nariz na taxa constante q rad/s. 
Se as hélices do rotor giram na velocidade constante p rad/s, escreva 
a express&o para a aceleracaio angular a do rotor. Suponha que 0 
eixo y esta preso & fuselagem e apontando para frente, perpendicu- 
lar ao eixo do rotor. 


Problema 7/30 


7/31 O cursor em O e a haste incorporada OC giram em torno do 
eixo fixo x) na taxa constante 2 = 4 rad/s. Simultaneamente, o disco 
circular gira em torno de OC na taxa constante p = 10 rad/s. Deter- 
mine 0 médulo da velocidade angular total do disco e encontre a 
sua aceleracéo angular a. 

: Resp. w = 10,77 rad/s, « = —40j rad/s? 


| 
i 
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p= 10 rad/s 


Problema 7/31 


1/32 Se a velocidade angular p do disco no Prob. 7/31 esta aumen- 
tando na taxa de 6 rad/s por segundo e se 0 permanece constante 
em 4 rad/s, determine a aceleracao angular @ do disco no instante 
em que p atinge 10 rad/s. 


7/33 Para as condigées do Prob. 7/31, determine a velocidade v, 
e a aceleragéo a, do ponto A no disco quando passa pela posicdo 
mostrada. Os eixos de referéncia x-y-z s&o fixados ao cursor em O e 
sua haste OC. 
Resp. v4 = -8i — 1,6j + 1,2k m/s 
a, = -34,8) — 6,4 m/s? 


71/34 Uma aeronave nao tripulada com radar controlado por radio 
e com rotor de propulsao inclindvel esta sendo projetada para fins 
de reconhecimento. A elevagdo vertical inicia com 6 = 0 e é seguida 
por véo horizontal quando 6 se aproxima de 90°. Se os rotores giram 
a uma velocidade constante N de 360 rpm, determine a aceleragao 
angular « do rotor A para 0 = 30° se 6 6 constante em 0,2 rad/s. 


Problema 7/34 


7/35 A extremidade A da haste rigida estd limitada a se deslocar 
na diregdo x enquanto a extremidade B esta limitada a se deslocar 
ao longo do eixo z. Determine a componente «,, normal a AB da ve- 
Jocidade angular da haste quando passa pela posicio mostrada com 
v4 = 0,3 m/s. 


Resp. @, = ra (~3i + 20] + 9k) rad/s 


Problema 7/35 


Problemas Representativos 


7/36 O pequeno motor M é articulado em relagiio ao eixo x através 
de O e transmite ao seu eixo OA uma velocidade constante p rad/s, 
no sentido mostrado, em relagdo A sua carcaga. O conjunto inteiro 
6, em seguida, colocado para girar em torno do eixo vertical Z na 
velocidade angular constante 2 rad/s. Simultaneamente, 0 motor 
articula em torno do eixo x na taxa constante 6 para um intervalo 
de movimento, Determine a aceleragéo angular a do eixo OA em 
termos de 8, Expresse seu resultado em termos dos vetores unitdrios 
para os eixos com rotagéo x-y-z. 


Problema 7/36 


7/37 O simulador de véo é montado sobre seis atuadores hidrauli- 
cos conectados em pares aos seus pontos de fixacdo na parte inferior 
do simulador. Por meio da programacdo das aces dos atuadores, 
uma variedade de condi¢ées de véo pode ser simulada com desloca- 
mentos de translagdo e de rotagéo ao longo de uma faixa limitada de 
movimentos. Os eixos x-y-z estdo presos ao simulador, com origem 
B no centro do volume. Para o instante representado, B possui uma 
velocidade e uma aceleracdo na direcdo horizontal y de 0,96 m/s e 1,2 
m/s”, respectivamente. Simultaneamente, as velocidades angulares 
e suas taxas de variacdo no tempo sao w, = 1,4 rad/s, d, = 2 rad/s’, 
@, = 1,2 rad/s, a, =3 rad/s*, @, = @, = 0. Para esse instante, determine 
os médulos da velocidade e da aceleragéo do ponto A. 

Resp. vg = 2,04 m/s, a4 = 6,23 m/s” 
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Problema 7/37 


1/38 © robé do Prob. 7/17 6 apresentado novamente aqui, onde o 
sistema de coordenadas x-y-z com origem em O, gira em torno do 
eixo X na velocidade angular 6. Os eixos sem rotagao X-Y-Z orien- 
tados conforme indicado tém sua origem em Qj. Se w, = 6 = 3 rad/s 
constante, w, = 1,5 rad/s constante, w, = w, = 0, 0,0, = 1,2 m, e 
OA = 0,6 m, determine a velocidade do centro A das garras para o 
instante em que @ = 60°. O ngulo 8 se situa no plano y-z e 6 cons- 
tante em 45°. 


Problema 7/39 


7/40 A nave espacial esta girando em torno de seu eixo z, que pos- 
sui uma orientagao espacial fixa, na taxa constante p = 1/10 rad/s. Si- 
multaneamente, os seus painéis solares estaéo se desdobrando a taxa 
B que esta programada para variar com f conforme apresentado no 
grafico. Determine a aceleragdo angular a do painel A um instante 


(a) antes e um instante (6) depois de atingir a posicao B = 18°. 


Problema 7/38 


7/39 Para o instante representado, o cursor B esté se deslocando 
ao longo da haste fixa na direg&o X com uma velocidade constante 
vp, = 4 m/s. Também nesse instante, X = 0,3 me Y = 0,2 m. Caleule a 
velocidade do cursor A, que se desloca ao longo da haste fixa paralela 
ao eixo Y. Resolva primeiro por meio da diferenciagdo da relagao 
X*? 4 Y* + Z? = L? com relagdo ao tempo e depois usando a primeira 
das Eqs. 7/4 com eixos em translaco fixados a B. Cada garfo é livre 
para girar em relacéo ao eixo da barra. 

Resp. v4 = —6j m/s 


B(*) 
Problema 7/40 


7/41 _O disco possui uma velocidade angular constante p em torno 
de seu eixo z, e o garfo A possui uma velocidade angular constante aw. 
em torno de seu eixo, como mostrado. Simultaneamente, o conjunto 
inteiro gira em torno do eixo fixo X com uma velocidade angular 
constante w,. Determine a express&o para a aceleragdo angular do 
disco quando o garfo o conduz para o plano vertical na posigéo mos- 
trada. Resolva representando as variagées vetoriais nas componen- 
tes da velocidade angular. 

Resp. a = pwyi — poyj + ow kk 


| 
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Problema 7/41 


7/42 O cursor e o garfo A recebem uma velocidade ascendente 
constante de 0,2 m/s durante um intervalo de movimento e obrigam 
a esfera na extremidade da barra a deslizar na ranhura radial no 
disco em rotagado, Determine a aceleragaéo angular da barra no ins- 
tante em que a barra passa pela posigéio em que z = 75 mm. O disco 
gira A taxa constante de 2 rad/s. & 


Problema 7/42, 


7/43 _O disco circular com 100 mm de raio gira em torno de seu 
eixo z com a velocidade constante p = 240 rpm, e o brago OCB gira 
em torno do eixo Y na velocidade constante N = 30 rpm. Determine a 
velocidade v e a aceleragao a do ponto A sobre o disco quando passa 
pela posigao mostrada. Utilize os eixos de referéncia x-y-z presos ao 
brago OCB. 

Resp. v = (0,1i + 0,8j + 0,08k) m/s 

a =—7°(6,32i + 0,1k) m/s? 


Problema 7/43 


1/44 Resolva o Prob. 7/43 fixando os eixos de referéncia x-y-z ao 
disco em rotacao. 


7/45 Para as condigdes descritas no Prob. 7/36, determine a ve- 
locidade v e a acelerac&o a do centro A da ferramenta esférica em 
termos de B. 
Resp. v4 = -QUR + b sen Bi + bf cos Bi —bB sen pk 
a, =—2bO8 cos Bi-[0°R + 5 sen p) 
+ BB? sen Bij — 66? cos Bk 


7/46 O disco circular esta girando em torno de seu préprio eixo 
{eixo y) a taxa constante p = 107 rad/s. Simultaneamente, a estru- 
tura esta girando em torno do eixo Z 4 taxa constante 0 = 47 rad/s. 
Caleule a aceleracdo angular a do disco e a aceleracao do ponto A na 
parte mais alta do disco. Os eixos x-y-z estdo associados a estrutu- 
ra, que possui a orientagao instantanea mostrada, com respeito aos 
eixos fixos X-Y-Z. 


Zz 
Z| 


Problema 7/46 


7/47 +O centro O da nave espacial esta se deslocando através do 
espago com uma velocidade constante. Durante o perfodo do movi- 
mento anterior 4 estabilizacdo, a nave espacial possui uma taxa de 
rotagéo constante 0 = } rad/s em relagdo ao seu eixo z. Os eixos x-y-2 
est&o presos ao corpo da nave, e os painéis solares giram em torno 
do eixo y na taxa constante 6 =} rad/s em relagao a nave espacial. Se 
« 6 a velocidade angular absoluta dos painéis solares, determine o. 
Encontre também a aceleracao do ponto A quando 6 = 30°. 
Resp. @ = ji rad/s? 
ay = 0,0938i ~ 0,730j — 0,0825k m/s” 


Problema 7/47 
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7/48 +O disco circular fino de massa m e raio r esté girando em 
torno de seu eixo z com uma velocidade angular constante p, e 0 
garfo em que é montado gira em torno do eixo X através de OB com 
uma velocidade angular constante w,. Simultaneamente, 0 conjunto 
inteiro gira em torno do eixo fixo Y através de O com uma velocidade 
angular constante w,. Determine a velocidade v e a aceleragao a do 
ponto A sobre a borda do disco, quando passa pela posicao mostrada, 
onde o plano x-y do disco coincide com o plano X-Y. Os eixos x-y-z 
estado presos ao garfo. 


Problema 7/48 


»7/49 Para as condicées descritas no Exemplo 7/2, exceto que y 
esté aumentando na taxa constante de 37 rad/s, determine a veloci- 
dade angular w e a aceleragéo angular @ do rotor quando a posigéio 
y= 80° é ultrapassada. (Sugestdo: Aplique a Eq. 7/7 ao vetor w para 
encontrar a. Observe que © no Exemplo 7/2 nao é a velocidade an- 
gular completa dos eixos.) ; 
Resp, @ = 1(-3i_+ V3i + 5k) rad/s 
a = 7°(4,/3i + 95 + 3/3k) rad/s? 


»7/50 Aroda de raio r é livre para girar em relagao ao eixo curvo 
CO que gira em torno do eixo vertical 4 taxa constante p rad/s. Se a 
roda rola sem deslizar sobre o circulo horizontal de raio R, determi- 
ne as expresses para a velocidade angular w e a aceleragéo angular 
a@ da roda. O eixo x é sempre horizontal. 


Resp. o = ai cos 8 + (sen O+ ®)| 


‘Rp? 
a= (= cos 0) 
r 


Problema 7/50 


»7/51 O rotor do giroscépio mostrado esta girando na taxa cons- 
tante de 100 rpm em relagaio aos eixos x-y-z, no sentido indicado. Seo 
Angulo y entre o anel de suspensiio e o plano horizontal X-Y é levado 
a aumentar & taxa constante de 4 rad/s e se a unidade é obrigada a re- 
alizar precessaio em relag&o 4 vertical na taxa constante N = 20 rpm, 
calcule 0 médulo da acelerac&io angular a do rotor quando + = 30°. 
Resolva utilizando a Eq. 7/7 aplicada 4 velocidade angular do rotor. 
Resp. a = 42,8 rad/s? 


i 


| 
| 


Problema 7/51 


»7/52 Para um curto intervalo de movimento, 0 cursor A se deslo- 
ca ao longo de seu eixo fixo com uma velocidade v, = 2 m/s na diregéo 
Y. O cursor B, por sua vez, desliza ao longo de seu eixo vertical fixo. 


" Ahaste AB tem 700 mm de comprimento e pode girar no interior do 


garfo em A, para permitir a variagdo angular entre os garfos. Para 0 
instante em que A passa pela posi¢éo onde y = 200 mm, determine 
a velocidade do cursor B utilizando os eixos sem rotagdo presos a B 
e encontre a componente ,, normal a AB, da velocidade angular da 
haste. Resolva também para vz diferenciando a relacdo apropriada 
02 4 y? 4 2? = J, 

Resp. Vp = ~2k m/s 


a, = 18 Bi — 25 + 61) rad/s 


es 
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SECAO B. CINETICA 


7/7 = QuantipaveE DE Movimento ANcuLaR 


A equacdo de forcas para um sistema de massas, rigido ou 
nao rigido, Eq. 4/1 ou 4/6, 6 a generalizacdo da segunda lei de 
Newton para o movimento de uma particula e nao deve pre- 
cisar de explicacées adicionais. A equacao de momentos para 
o movimento tridimensional, no entanto, nado é tio simples 
quanto a terceira das Eqs. 6/1 para o movimento plano ja 
que a variacéo da quantidade de movimento angular possui 
um numero de componentes adicionais que nao existem no 
movimento plano. 

Consideramos agora um corpo rigido se deslocando com 
qualquer movimento genérico no espaco, Fig. 7/12a. Os eixos 
x-y-z esto presos ao corpo com origem no centro de mas- 
sa G. Desse modo, a velocidade angular w do corpo vem a 
ser a velocidade angular dos eixos x-y-z, quando observada 
a partir dos eixos de referéncia fixos X-Y-Z. A quantidade de 
movimento angular absoluta Hg do corpo em relagéio ao seu 
centro de massa G 6 a soma dos momentos em relacao a G 
das quantidades de movimento linear de todos os eleméntos 
do corpo e foi expressa na Se¢éio 4/4 como Hg = X(pi X m,v,), 
onde v; 6 a velocidade absoluta do elemento de massa m,. 


(a) 


(b) 
Figura 7/12 


Mas para o corpo rigido, v; = V + @ x p;, onde w x p;éa 
velocidade relativa de m; com respeito a G, conforme obser- 
vada a partir dos eixos sem rotagao. Desse modo, podemos 
escrever 


Hg = —¥ x Lip; + Ip; x m;(@ x p,)] 


onde fatcramos V¥ dos termos do primeiro somatério pela 
inversio da ordem do produto vetorial e pela mudanga do 
sinal. Com a origem no centro de massa G, 0 primeiro termo 
em Hg é nulo uma vez que 2m,p; = mp = 0. O segundo termo 
com a substituigéo de dm por m, e p por p; fornece 


Hg = | ex @x plldm (7/8) 


Antes de expandir o integrando da Eq. 7/8, consideramos 
também o caso de um corpo rigido girando em relagéo a um 
ponto fixo O, Fig. 7/126. Os eixos x-y-z estao ligados ao cor- 
po, e tanto o corpo quanto os eixos possuem uma velocidade 
angular w. A quantidade de movimento angular em relacgdo 
a O foi descrita na Segdo 4/4 e 6 Hy = X(x; x m;,v;), onde, para 
0 corpo rigido, v, = # x r;. Desse modo, com a substituigao de 
dm por m; er por r;, a quantidade de movimento angular é 


Ho = | Ir xX (@ x v)] dm (7/9) 


Momentos e Produtos de Inércia 


Observamos agora que para os dois casos das Figs. 7/12a 
e 7/12b, os vetores posigéo p; e r; so determinados pela mes- 
ma expressdo xi + yj + zk. Assim, as Eqs. 7/8 e 7/9 possuem 
formas idénticas, e o simbolo H serd utilizado aqui para am- 
bos os casos. Realizamos agora a expansio do integrando nas 
duas expressées para a quantidade de movimento angular, 
reconhecendo que as componentes de w sao invariantes em 
relago as integrais através do corpo e, assim, se tornam 
multiplicadores constantes das integrais. A expansao do pro- 
duto vetorial aplicada ao produto vetorial triplo, apés reunir 
os termos, fornece 


dH = ily? + 2a, xy —xzu,] dm 
til —yxo, + (2? + xu ~—yzw,] dm 
+kl = —zrw, —aydry + (x? + y*)o,] dm 


Agora definimos 


(7/10) 


As grandezas [,,, I,,, [,, si0 chamadas de momentos de 


inércia do corpo em relagiio aos respectivos eixos, e I,,, [,,, ly, 
sao os produtos de inércia com relagao aos eixos coordenados. 
Essas grandezas descrevem a maneira que a massa de um 


corpo rigido esta distribuida em relagéo aos eixos escolhidos. 
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O cdlculo dos momentos e produtos de inércia é detalhada- 
mente explicado no Apéndice B. Os duplos subscritos para 
os momentos e produtos de inéreia retém uma simetria de 
notag&o que possui um propésito significado especifico em 
sua descricdo por notagdo tensorial. 

Observe que Ty = Dye Lee = 1, @ Ly, = Ly. Com as substitui- 


ay Lyx 
gées das Eqs. 7/10, a expressdo para H se torna 


(. Loy 1,0, + T@,)i 
= Loa (W141) 


+(+1,0, - Tyo, + Lo) 


+(-h,0, + Lyw, 


e as componentes de H sao evidentemente 


(~ 


(7/12) 


A Eq, 7/11 é a expresso geral para a quantidade de movi- 
mento angular, seja em relacéo ao centro de massa G ou em 
relagéo a um ponto fixo O, para um corpo rigido girando com 
uma velocidade angular instantanea ow. 

Lembre-se de que em cada um dos dois casos representa- 
dos, os eixos de referéncia x-y-z estado fixados no corpo rigi- 
do. Essa vinculacéo faz com que as integrais de momento de 
inércia e as integrais de produto de inércia das Eqs. 7/10 se- 
jam invariantes com o tempo. Se os eixos x-y-z girassem com 
relac&o a um corpo irregular, entao essas integrais de inércia 
seriam fungdes do tempo, o que introduziria uma complexi- 
dade indesejavel nas relagdes da quantidade de movimento 
angular. Uma excecéo importante ocorre quando um corpo 
rigido esta girando em torno de um eixo de simetria, caso em 
que as integrais de inércia nao sfo afetadas pela posigéio an- 
gular do corpo em relacéo ao seu eixo de rotacdo. Desse modo, 
para um corpo que gira em torno de um eixo de simetria, fre- 
qiientemente é conveniente escolher um eixo do sistema de 
referéncia coincidente com 0 eixo de rotagao e manter os ou- 
tros dois eixos sem girar com o corpo. Além das componentes 
da quantidade de movimento devida 4 velocidade angular 0 
dos eixos de referéncia, nesse caso, uma componente adicio- 
nal da quantidade de movimento angular ao longo do eixo de 
rotagao, devido a rotagéo relativa em torno do eixo, teria que 
ser levada em consideracdo. 


Eixos Principais 


A disposigéo ordenada de momentos e produtos de inér- 
cia 


Teg Ly hee 
Ip Ly — lye 
7 a a 


que aparece na Eq. 7/12 é chamada de matriz de inércia ou 
tensor de inércia. Quando mudamos a orientag&o dos eixos 
em relag&o ao corpo, os momentos e produtos de inércia tam- 
bém mudam de valor. Pode ser mostrado que existe uma tni- 


ca orientacdo dos eixos x-y-z, para uma determinada origem, 
na qual os produtos de inércia se anulam e os momentos de 
inércia I,,,, 1,,, I,, assumem valores estaciondrios. Para essa 
orientagéo, a matriz de inércia toma a forma 


Tq 0 0 
0 Ly 0 
00 F 


He. 


e é diagonal. Os eixos x-y-z para os quais os produtos de inér- 
cia se anulam so chamados eixos principais de inércia, e 
Tex Ly @ T,, 80 chamados momentos principais de inércia. 
Os momentos principais de inércia para uma determinada 
origem representam 0 m4ximo, o minimo, e um valor inter- 
medidrio dos momentos de inércia. 

Se os eixos coordenados coincidem com os eixos principais 
de inércia, a Eq. 7/11 para a quantidade de movimento angu- 
lar em relacao ao centro de massa ou em relacéo a um ponto 
fixo se torna 


(HH Tod + Lywi Loa | (7/18) 


E sempre posstvel localizar os eixos principais de inéreia 
para um corpo rigido genérico tridimensional. Desse modo, 
podemos expressar a sua quantidade de movimento angu- 
lar pela Eq. 7/138, embora nem sempre possa ser conveniente 
fazé-lo, por razdes geométricas. Exceto quando o corpo gira 
em relac&o a um dos eixos principais de‘inércia ou quando 
Ty = Ly = T,,, 08 vetores He w tém diregées distintas. 


Principio da Transferéncia para a Quantidade de 
Movimento Angular 


As propriedades da quantidade de movimento de um cor- 
po rigido podem ser representadas pelo vetor quantidade de 
movimento linear resultante G = m¥ através do centro de 
massa e pelo vetor quantidade de movimento angular resul- 
tante Hy em relacao ao centro de massa, como mostrado na 
Fig. 7/13. Embora Hg possua as propriedades de um vetor 
livre, o representamos através de G por conveniéncia. 


Figura 7/13 


Esses vetores tem propriedades andlogas as de uma forga 
eum bindrio. Desse modo, a quantidade de movimento angu- 
lar em relaco a um ponto P qualquer é igual ao vetor livre 
Hg, acrescido do momento do vetor quantidade de movimento 
linear G em relagao a P. Portanto, podemos escrever 
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Essa relacdo, que foi desenvolvida anteriormente no Capitu- 
lo 4 como Eq. 4/10, também se aplica a um ponto fixo O sobre 
0 corpo ou corpo estendido, onde O simplesmente substitui 
P. A Eq. 7/14 constitui um teorema de transferéncia para a 
quantidade de movimento angular. 


7/8 Enercia Cinética 


Na Secao 4/3 sobre a dindmica de sistemas de particu- 
las, desenvolvemos a expresséo para a energia cinética T de 
qualquer sistema geral de massa, rigido ou nao rigido, e ob- 
tivemos 0 resultado 


ak 


T = dmb? + 35m, (4/4] 


onde v é a velocidade do centro de massa e p; é 0 vetor posi- 
¢do de um elemento representativo de massa m, com relacao 
ao centro de massa. Identificamos 0 primeiro termo como a 
energia cinética devido 4 translacdo do sistema e 0 segundo 
termo como a energia cinética associada com o movimento 
relativo ao centro de massa. O termo devido a translacao 
pode ser escrito de forma alternativa como 


Ling? = ime ¢ = Ly. 
gmp? = 5mr-r = 5V-G 


onde ¥ é a velocidade ¥ do centro de massa e G é a quantida- 
de de movimento linear do corpo. 

Para um corpo rigido, 0 termo relativo vem a ser a ener- 
gia cinética devida a rotacéo em relac¢do ao centro de massa. 
Como §; é a velocidade da particula representativa com re- 
lagéo ao centro de massa, ent&o para o corpo rigido podemos 
escrevé-la como f; = w x p;, onde w é a velocidade angular do 
corpo. Com essa substituigdo, o termo relativo na expressdo 
da energia cinética torna-se 


apm lb = Lym, (o X pj) (@ X p;) 
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sageiros. 


Uma parte do trem de pouso de um grande avido comercial de pas- 


Se utilizarmos o fato de que o produto escalar e o produto 
vetorial podem ser comutados no produto escalar triplo, isto 
é,P x Q-R = P-Q x R, podemos escrever 

(@ X p;):(@ x pj) = wp; X (@ X p;) 


Como w é 0 mesmo fator em todos os termos do somatério, 
pode ser fatorado para fornecer 


1 : i 1 
Lgmilp i? = go-Lp; x m,(o x p;) = 50 He 


onde Hg é igual a integral expressa pela Eq. 7/8. Assim, a 
expressdo geral para a energia cinética de um corpo rigido se 
deslocando com velocidade do centro de massa V e velocidade 
angular w é 


(7/15) 


A expansdo dessa equagao vetorial pela substituicaéo da 
expressdo para Hg escrita segundo a Kq. 7/11 produz 


T= 1 mp? + § Eo? + 1,00,” + L,,0,2) 


2 
— LyoW, + 1,,0,0, + L,,ayw,) (7/16) 
Se os eixos coincidem com os eixos principais de inércia, a 


energia cinética é simplesmente 
T =4mb2 +4G,.0,? + Lyw,? +1,.0,2) (17) 
Quando um corpo rigido é articulado em relagéo a um 
ponto fixo O ou quando existe um ponto O no corpo que em 


um determinado instante possui velocidade nula, a energia 
cinética 6 T = xdng; - t;. Essa expressdo se reduz a 


(7/18) 


onde Hg é a quantidade de movimento angular em relagao 
a O, como pode ser verificado por meio da substituigao de p; 
no desenvolvimento anterior por r;, 0 vetor posigaéo a partir 
de O. As igs. 7/15 e 7/18 s&o as equivalentes tridimensionais 
das Eqs. 6/9 e 6/8 para o movimento plano. 
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Exemplo 7/6 


Achapa dobrada possui uma massa de 70 kg por metro quadrado de drea superficial 
e gira em relagao ao eixo z A taxa @ = 80 rad/s. Determine (a) a quantidade de movi- 
mento angular H. da chapa em relacgéo ao ponto O e (6) a energia cinética T da chapa. 
Despreze a massa do cubo e a espessura da chapa em comparagdo com as dimensdes 
de sua superficie. 


Solucdo. Os momentos e produtos de inércia sao escritos com o auxilio das Eqs. B/3 e 
B/9 no Apéndice B pela transferéncia dos eixos centroidais paralelos para cada parte. 
Primeiramente, as massas das partes sio m, = (0,100)(0,125\(70) = 0,875 kg e mg = 
(0,075)(0,150)(70) = 0,788 kg. 


Parte A 


I, =i, +md] 1,=9 O87 


[(0,100)? + (0,125)?] 


+ aeneceiees + (0,0625)"] = 0,007 47 kg: m? 


Iy = dl?) Ly = 286 a8 2,875 (9,100)? = 0,002 92 ke+-m? 
Tee = bl?) 1, = 2875 se 0,875 (0,195)? = 0,004 56 kg+m? 


Ly= | 2dm, ee L, = 0 1, =0 


Tye = Tye + mdyd,) Ly, = 0 + 0,878(0,0625)(0,050) = 0,002 78 kg-m? 


Parte B 


la = deg tim] Igy = os 


(0,150)? + 0,788[(0,125)? + (0,075)?] 
= sie 21 kg-m? 


Uy = Ty + md) fy = 2788 (00,0759? + (0,150) Sugestes Uteis 
+ 0,788[(0,0375) + (0,075)"] = 0,007 38 kg-m? @ Os teoremas dos eixos paralelos para trans- 


feréncia de momentos e produtos de inércia 


oT 2 — 9,788 *: 2 2 dos eixos centroidais para eixos paralelos 
Hes = Fag + md?) Tz “D (0,075)? + 0,788[(0,125)” + (0,0375)"] 840 explicados no Apéndice B e sfio relagées 


= 0,013 78 ke-m? muito titeis. 


Uy = Ey + mddy| Ty = 0 + 0,788(0,0375)(0,125) = 0,008 69 kg-m? 
he = 
Ue = Lp + mdyd,] Ty, = 0 + 0,788(0,125)(0,075) = 0,007 38 kg-m? 


ng timd,d,] I, = 0 + 0,788(0,0375)(0,075) = 0,002 21 ke-m? 


Asoma dos respectivos termos de inércia fornece para as duas chapas em conjunto 
T, = 0,0257 kg+m? Igy = 0,003 69 kg-m? 
Ly = 0,010 30 kg-m? J, = 0,002 21 kg-m? 
1, = 0,018 34kg-m? —L,, = 0,010 12 kg-m? 


(aj A quantidade de movimento angular do corpo é determinada pela Eq. 7/11, onde 
w, = 30 rad/s e w, e w, sio nulos. Desse modo, 


Lembre-se de que as unidades da quanti- 
de: movimento angular podem tam- 
er escritas em unidades de base como 


Ho = 30(—0,002 21i — 0,010 12j + 0,018 34k) N-m-s Resp. 


(6) A energia cinética a partir da Eq. 7/18 vem a ser 


T= 3-H = 3(80k)- 30(—-0,002 21i — 0,010 12j + 0,018 34k) 
= 8,25 5 Resp: 
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PROBLEMAS 


Problemas Introdutérios 


1/53 O eixo esbelto sustenta duas particulas deslocadas cada uma 
de massa mm e gira em relacao ao eixo z com uma velocidade angular 
w conforme indicado. Escreva uma express&o para a quantidade de 
| movimento angular H do sistema em relagao 4 origem O dos eixos 
x-y-z para a posic¢ao mostrada. Escreva a energia cinética T do siste- 
ma por inspegdo e verifique o seu resultado aplicando a Eq. 7/18. 


Resp. H = mal 44 art] 


T = mRq? 


x 
| 
i 
{ 


Problema 7/55 


1/56 Utilize os resultados do Prob. 7/55 e determine a quantidade 
de movimento angular Hg da barra dobrada daquele problema em 
relacdo ao seu centro de massa G utilizando os eixos de referéncia 
fornecidos. 


7/31 A barra esbelta de massa m e comprimento / gira em torno 
do eixo y como o elemento de um cone circular reto. Se a velocidade 
angular em torno do eixo y 6 w, determine a expressio para a quanti- 
dade de movimento angular da barra em relacéo aos eixos x-y-z para 
Problema 7/53 a posi¢éo em particular mostrada. 


‘ 


Resp. H = ml?w sen O(j sen 6 — k cos 6) 


1/54 © trem de pouso de uma aeronave, visto de frente, est sendo 
recolhido imediatamente apés a decolagem, e a roda est girando na 
taxa correspondente a velocidade de decolagem de 200 km/h. A roda 
de 45 kg tem um raio de girac&o em relacdo a seu eixo z de 370 mm. 
Despreze a espessura da roda e calcule a quantidade de movimento 
angular da roda em relagao a G e em relaciio a A para a posi¢fio em 
que @ estd aumentando na taxa de 30° por segundo. 


Problema 7/57 


Problemas Representativos 


7/58 O cilindro semicircular macigo de massa m gira em torno do 
eixo z com uma velocidade angular w conforme indicado. Determine 
a sua quantidade de movimento angular H em relagao aos eixos 
M-Y-Z. 


Problema 7/54 


7/55 A barra dobrada possui uma massa p por unidade de com- 
primento e gira em relagdo ao eixo z com uma velocidade angular 
«, Determine a quantidade de movimento angular Hy da barra em 
relacao & origem fixa O dos eixos, que s4o presos a barra. Encontre 
também a energia cinética T da barra. 


Resp. Ho = pb®al—pi ~ 3) + Bb), T = §pb%u? 
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1/59 O cone circular reto macico de massa m, comprimento 8, e 
raio da base r gira a uma velocidade angular p em torno de seu eixo 
de simetria. Simultaneamente, o suporte e 0 eixo da haste anexa 
giram na taxa w em torno do eixo x. Determine a quantidade de 
movimento angular Hy do cone em relac&o ao ponto O e sua energia 
cinética 7. 

Resp. Hg = motgyr? + kb? + hi + Fmrpj 


T= bara? + dpb? +h) + Fhmr’p? 
hast z 


Cxy 


Problema 7/59 


7/60 Os elementos de um sistema de controle da orientacgéo angu- 
lar com volantes de reagdo para uma nave espacial séo apresentados 
na figura. O ponto G é 0 centro de massa para o sistema da nave 
espacial e dos volantes, e x, y, z sfo os eixos principais para o sis- 
tema. Cada volante possui uma massa m e um momento de inéreia 
I em relagéo a seu préprio eixo e gira com uma velocidade angular 
relativa p no sentido indicado. O centro de cada volante, que pode 
ser considerado como um disco fino, esta a uma distancia b a partir 
de G, Se a nave espacial possui componentes de velocidade angular 
0,, 0, e O,, determine a quantidade de movimento angular Hg dos 
trés volantes como uma unidade. 


z 
| 


Problema 7/60 


71/61 O rotor do giroscépio esta girando na taxa constante p = 100 
rpm em relagiio aos eixos x-y-z, no sentido indicado. Se o Angulo y 
entre o anel de suspensio e o plano horizontal X-Y é levado a au- 
mentar a taxa de 4 rad/s e se a unidade é obrigada a realizar pre- 
cess&o em relacdo & vertical na taxa constante N = 20 rpm, calcule 
a quantidade de movimento angular Hy do rotor quando y= 30°, Os 
momentos de inércia axial e transversal sio I,, = 6(10~) kg-m? e 
Toy = Ty = 300) geen? 

Resp. Hp = -0,012i + 0,00544j + 0,0691k kg - m/s 


Problema 7/61 


1/62 Abarra de aco esbelta AB possui uma massa de 2,8 kg e esta 
ligada ao eixo que gira pela barra OG e suas conexdes em Oe G.O 
Angulo 8 permanece constante em 30°, e todo o conjunto rigido gira 
em torno do eixo z na taxa constante N = 600 rpm. Calcule a quanti- 
dade de movimento angular Hy de AB e sua energia cinética T. 


Problema 7/62 


7/63 A placa retangular, com uma massa de 3 kg e uma pequena 
espessura uniforme, esté soldada no Angulo de 45° ao eixo vertical, 
que gira com a velocidade angular de 207 rad/s. Determine a quan- 
tidade de movimento angular H da placa em relagdo a O e encontre 
a energia cinética da placa. 

Resp. H = n{-0,4j + 0,6k) N- m-s,T = 59,25 


| 
| 
| 
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7/64 O disco circular de massa m e raio r estA montado na haste 
vertical com um Angulo a entre seu plano e o plano de rotacdo da 
haste. Determine uma expresso para a quantidade de movimento 
angular H do disco em relacdo a O. Encontre o Angulo 8 que a quan- 
tidade de movimento angular H faz com a haste se a = 10°. 


Problema 7/64 


7/65 Ocone circular reto de altura h e raio da base r gira em torno 
de seu eixo de simetria com uma velocidade angular p. Simultanea- 
mente, 0 cone inteiro gira em torno do eixo x com velocidade angular 
2, Determine a quantidade de movimento angular Ho do cone em 
relagdo & origem O dos eixos x-y-z e a energia cinética T’ para a posi- 
¢ao mostrada. A massa do cone é m. 


= 3 1a glo 
Resp. Hg = to me| (2 +6 "3 Jo + pk| 


213! LR oe Lie 
1 = Sm (E40 +5? 


Problema 7/65 


7/66 Cada uma das hastes esbeltas de comprimento / e massa m 
est4 soldada ao disco circular que gira em torno do eixo vertical z 
com uma velocidade angular w. Cada haste faz um Angulo 8 com a 
vertical e esté situada em um plano paralelo ao plano y-z. Determine 
uma expressao para a quantidade de movimento angular Hp das 
duas hastes em relacdo & origem O dos eixos. 


Problema 7/66 


7/67 A nave espacial mostrada possui uma massa m com centro 
de massa G. Seu raio de giracdo em relacdo a seu eixo z de simetria 
rotacional 6 k e em relagéo a ambos os.eixos x ou y 6 k’. No espago, 
a nave espacial gira no interior de seu sistema de referéncia xey-z a 
taxa p = 4. Simultaneamente, um ponto C sobre o eixo z se desloca 
em um cfrculo em torno do eixo zy com uma freqiiéncia f (rotagdes 
por unidade de tempo). O eixo zp possui uma direcao constante no 
espago. Determine a quantidade de movimento angular Hg da nave 
espacial em relacdo aos eixos indicados. Observe que o eixo x se situa 
sempre no plano 2-29 e que o eixo y 6 conseqiientemente perpendi- 
cular a zy, 

Resp. Hg = 2nmf(-k? sen Oi + k? cos 6k) + mk2pk 


Problema 7/67 


7/68 O disco circular uniforme do Prob. 7/48, com as trés compo- 
nentes de velocidade angular, é mostrado novamente aqui. Determi- 
ne a energia cinética T e a quantidade de movimento angular Ho do 
disco, em relacéo a O, para o instante representado, quando o plano 
x-y coincide com o plano X-Y. A massa do disco é m. 


i 
| 
i 
i 
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Problema 7/68 


71/69 Aroda com raio de 100 mm possui uma massa de 3 kg e gira 
em torno de seu eixo y’ com uma velocidade angular p = 407 rad/s no 
sentido indicado. Simultaneamente, o garfo gira em torno do eixo x 
de sua haste de suporte com uma velocidade angular w = 107 rad/s 
conforme indicado. Calcule a quantidade de movimento angular da 
roda em relagao a seu centro O’. Calcule também a energia cingtica 
da roda. 

Resp. Hy = 0,236(i + 89) kg - m*/s 

T=215d 


o=10n rad/s 


Problema 7/69 


1/70 O conjunto, que consiste na esfera macica de massa m ena 
barra uniforme de comprimento 2c e massa igual m, gira em torno 
do eixo vertical z com uma velocidade angular w. A barra de com- 
primento 2c tem um diémetro que é pequeno em comparacéo com 0 
seu comprimento e é perpendicular a haste horizontal na qual esta 
soldada com a inclinagéo f indicada. Determine a quantidade de 
movimento angular combinada Hy da esfera e da barra inclinada. 


Problema 7/70 


7/71 O disco circular macico de massa m = 2 kg e raio r = 100 mm 
rola em um circulo de raio b = 200 mm sobre o plano horizontal sem 
deslizar. Se a linha de centro OC do eixo da roda gira em torno do 
eixo z com uma velocidade angular w = 47 rad/s, determine a expres- 
sdo para a quantidade de movimento angular do disco em relagéo ao 
ponto fixo O. Calcule também a energia cinética da roda. 

Resp. Hg = 0,251(j +4,25k) N-m-s 

T=9,875 


Problema 7/71 


1/72 Em um teste dos painéis solares para uma nave espacial, 0 
modelo apresentado esta girando em torno do eixo vertical na ve- 
locidade angular . Se a massa por unidade de drea do painel é p, 
escreva a expressdo para a quantidade de movimento angular Hy do 
conjunto em relagdo aos eixos mostrados, em termos de 6. Determine 
também os valores m4ximo, minimo, e intermediario dos momentos 
de inércia em relac&o aos eixos através de O. 


Problema 7/72 
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7/9 Equacgdes pe Movimento em TeRMmos DE 
QUANTIDADE DE Movimento & ENERGIA 


Com a descricéo da quantidade de movimento angular, 
das propriedades inerciais, e da energia cinética de um corpo 
rigido introduzida nas duas secées anteriores, estamos pre- 
parados para aplicar as equacées gerais do movimento em 
termos da quantidade de movimento e da energia. 


Equacées da Quantidade de Movimento 


Na Secéo 4/4 do Capitulo 4, apresentamos as equacdes 
gerais da quantidade de movimento linear e angular para 
um sistema de massa constante. Essas equacées sao 


[4/6] 
[4/7] ou [4/9] 


A relacéo geral para os momentos, Eq. 4/7 ou 4/9, é expressa 
aqui pela unica equacéio 2M = H, onde os termos s&o con- 
siderados ou em relac&éo a um ponto fixo O ou em relagao 
ao centro de massa G. No desenvolvimento do principio dos 
momentos, a derivada de H foi determinada em relacaio 4 um 
sistema de coordenadas absoluto. Quando H é expresso em 
termos de componentes medidas em relagéo a um sistema de 
coordenadas mével x-y-z que possui uma velocidade angular 
Q, entao pela Eq, 7/7 a relacéo do momento passa a ser 


= (¢H 
mm = (48) aH 


=(Hi+H,j+Hk)+OxH 


Os termos entre parénteses representam a parte de H devi- 
da 4 variagéo no médulo das componentes de H, e 0 termo 
do produto vetorial representa a parte devida As variacdes 
na direcio das componentes de H. A expansao do produto 
vetorial e reorganizacéo dos termos fornece 


(T19) 


+ HH, - HO, + EO. 


wy Aen sf 


A Eq. 7/19 é a forma mais geral da equac&éo do momento 
em relagéio a um ponto fixo O ou em relacdo ao centro de 
massa G. Os 9 sao as componentes da velocidade angular da 
rotacdo dos eixos de referéncia, e as componentes H no caso 
de um corpo rigido séo conforme definidas na Eq. 7/12, onde 
os w Séo as componentes da velocidade angular do corpo. 

Aplicamos agora a Eq. 7/19 para um corpo rigido em que 
os eixos coordenados esto vinculados ao corpo. Sob essas 
condigées, quando expressos nas coordenadas x-y-z, 08 mo- 
mentos e produtos de inércia séo invariantes no tempo, e 
2 = @. Desse modo, para eixos fixados no corpo, as trés com- 
ponentes escalares da Eq. 7/19 se tornam 


(7/20) 


As Eqs. 7/20 sfo as equagdes gerais do momento para o movi- 
mento de corpo rigido com eixos presos ao corpo. Essas equa- 
gdes sAo vdlidas em relac&o a eixos através de um ponto fixo 
O ou através do centro de massa G. 


qualquer origem fixada em um 
ais os produtos de inércia se ar 
ércia com origem no centro.d¢ 
, 1,, serdo nulos, e as Eqs. 7/2 


Essas relagées, conhee 
a6 be 


Equagoes de Energia 

A resultante de todas as forgas externas que agem sobre 
um corpo rigido pode ser substituida pela forga resultante 
2F atuando através do centro de massa e um momento resul- 
tante 2M, agindo em relagéo ao centro de massa. O trabalho 
é realizado pela forca resultante e pelo momento resultante 


*Nome dado em homenagem a Leonhard Euler (1707-1783), um matematico 
suigo. 


sao extremamente tteis no estud 


nas respectivas taxas ZF-V e TM,-a, onde V € a velocida- 
de linear do centro de massa e w 6 a velocidade angular do 
corpo. A integracéo ao longo do tempo desde a condicao 1 
até a condi¢&o 2 fornece o trabalho total realizado durante o 
intervalo de tempo. [gualando os trabalhos realizados as res- 
pectivas variagdes na energia cinética, conforme expressas 
na Eq. 7/15, obtemos 


ty 2 * pty 


EF-¥ dt =50-G 


2 
IMg-dt = }o-H| (7/22) 
a3 


ty 


1 4 
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Essas equacdes expressam a variagéo na energia cinética de 
translagdo e a variacao na energia cinética de rotag&o, res- 
pectivamente, para o intervalo ao longo do qual ZF ou Mg 
atua, e a soma das duas expresses é igual a AT. 

A relagdo trabalho-energia, desenvolvida no Capitulo 4, 
para um sistema geral de particulas e dada por 


Ulg = AT + AV [4/3] 


foi utilizada no Capitulo 6 para corpos rigidos em movimento 
plano. A equacao é igualmente aplicdvel ao movimento de 
corpo rigido em trés dimensées. Como vimos anteriormente, 
a abordagem de trabalho-energia 6 muito vantajosa quando 
analisamos as condicées nos pontos inicial e final do movi- 
mento. Aqui o trabalho U{. realizado durante o intervalo 
por todas as forcas ativas externas ao corpo ou ao sistema é 
igualado A soma das variag6es correspondentes na energia 
cinética AT’ e na energia potencial AV. A variacao na energia 
potencial 6 determinada da maneira usual, como descrito an- 
teriormente na Secdo 3/7. 

Vamos limitar a aplicacdio das equagées desenvolvidas 
nessa secdo a dois problemas de maior interesse, o movimen- 
to em planos paralelos e o movimento giroscépico, discutido 
nas préximas duas secées. : ’ 


7/10 Movimento em PLanos PARALELOS 


ARR TE CPOE 


Quando todas as particulas de um corpo rigido se deslo- 
cam em planos que sao paralelos a um plano fixo, o corpo 
possui uma forma geral de movimento plano, conforme des- 
crito na Secdo 7/4 e ilustrado na Fig. 7/3. Toda linha desse 
corpo que 6 normal ao plano fixo permanece paralela a si 


Exemplo 7/7 


Os dois discos circulares, cada um de massa m,, séo conectados pela barra. curva, 


propria para todos os instantes de tempo. Adotamos o centro 
de massa G como a origem das coordenadas x-y-z que estado 
ligadas ao corpo, com o plano x-y coincidindo com o plano do 
movimento P. As componentes da velocidade angular tanto 
do corpo quanto dos eixos associados vém a ser w, = w, = 0, 
w, # 0. Para esse caso, as componentes da quantidade de mo- 


vimento angular da Eq. 7/12 se tornam 
A, = —£,,0, AH, = 1,0; A, = 1,0, 


e as relacdes dos momentos das Eqs. 7/20 se reduzem a 


(7/23) 


Verificamos que a terceira equacgio do momento é equivalen- 
te A segunda das Eqs. 6/1, na qual o eixo z passa através do 
centro de massa, ou A Eq. 6/4 quando 0 eixo z passa através 
de um ponto fixo O. 

As Eqs. 7/23 sao vélidas para uma origem de coordena- 
das no centro de massa, como apresentado na Fig. 7/3, ou 
para qualquer origem sobre um eixo fixo de rotagéio. As trés 
equacées do movimento independentes para forgas, que se 
aplicam igualmente ao movimento em planos paralelos sao 
evidentemente 


LF, = ma, =F, 


y — ma, 


, =F, =0 


As Egg. 7/23 encontram uma grande utilizagéo na descri- 
¢o do efeito do desbalanceamento dinémico em maquinas 
rotativas e em corpos que rolam. 


dobrada em arcos de um quadrante de circulo, e soldada aos discos. A barra possui uma 
massa m,. A massa total do conjunto é m = 2m, + iz. Se os discos rolam sem deslizar 
sobre um plano horizontal com uma velocidade constante v nos centros dos discos, de- 
termine o valor da forga de atrito sob cada disco no instante representado, quando o 
plano da barra curva esta horizontal. 


Solugao. O movimento 6 identificado como um movimento em planos paralelos, uma 
vez que os planos de movimento de todas as partes do sistema sao paralelos. O diagra- 
ma de corpo livre mostra as forcas normais e as forgas de atrito em Ae B.e 0 peso total 
mg que atua através do centro de massa G, 0 qual consideramos como a origem das 
coordenadas que giram com 0 corpo. 

Aplicamos agora as Eqs. 7/23, onde I,, = 0 e @, = 0. A equagéo do momento em torno 
do eixo y exige a determinacao de J,,. A partir do diagrama que apresenta a geometria 
da barra curva e com p representando a massa da barra por unidade de comprimento, 
temos : 


0 = fmt 


Sugestdes Uteis 


@ Devemos ter muito cuidado ent observar, 
sinal correto para cada uma das coordeni 
das do elemento dé massadm qué compier 
o produto xz. . 


snl 
I, = i (r sen 6)(-r + r cos O)pr.dée... 
0 4 


ale 
+ J (=r sen 0)(r — r cos O)pr dé 
0 


Calculando as integrais obtemos 


ee ar re oes es 


7 


i 
i 
i 
| 


i A segunda das Eqs. 7/23 com w, = v/r e &, = 0 fornece 
1 

] 

| [=M, = —I,,0,7] Far + Fyr = -(-™= 
i 


map? 
Fy+ Fp= 


Mas com v = v constante, a, = 0 de modo que 


(EF, = 0] Fy-Fp=0 Fy=Fy 


Desse modo, 
map” 


2ar 


| mento em relagaio ao eixo x fornece 
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Resp. 


| Observamos também que para essa posicdo, com I,, = 0e a, = 0, a equagiio do mo- oor | 


@ (2M, =0) -Nyrt+Npr=0 Ny, =Ng=me@i2 
@ Quando o plano da barra curva nao é ho- 
rizontal, as forcas normais sob os discos ja 
n&o sao iguais. 
a PROBLEMAS 


Problemas Introdutérios 


1/13 Cada uma das duas hastes de massa m esta soldada a face do 
disco que gira em torno do eixo vertical, com uma velocidade angular 
constante w. Determine o momento fletor M que atua na base de 
cada uma das hastes. 


Resp. M = kmbla® 


Problema 7/73 


7/74 O eixo esbelto sustenta duas particulas deslocadas, cada uma 
de massa m, e gira em relagdo ao eixo z com a velocidade angular 
constante w conforme indicado. Determine as componentes x ey das 
reagées nos mancais em A e B, devidas ao desbalanceamento dina- 
tmiico do eixo para a posigdo mostrada. 


Problema 7/74 


1/75 A haste esbelta de massa m e comprimento L esté montada 
em um mandril que gira com o eixo da haste desalinhado em rela- 
¢4o ao eixo z de rotacdo pelo Angulo 8, Determine o momento fletor 
Mo na base O da haste quando w é constante. Despreze o momento 
devido ao peso da haste. 


Resp. Mo = gna? sen 28 


i 
1 
i 
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7/16 A barra esbelta uniforme de comprimento / e massa m esta 
soldada ao eixo, que gira apoiado nos mancais A e B com uma ve- 
locidade angular constante w. Determine a expresso para a forga 
suportada pelo mancal em B como uma funcao de 6. Considere ape- 
nas a forc¢a devida ao desbalanceamento dinamico e assuma que os 
mancais podem suportar somente forcas radiais. 


Problema 7/76 


1/71 Se um torque M = Mk é aplicado ao eixo no Prob. 7/76, deter- 
mine as componentes x ey da forca suportada pelo mancal B quando 
a barra e 0 eixo partem do repouso na posicado mostrada. Despreze a 
massa do eixo e considere apenas as forcas dinamicas. 


7/78 Cada perna de 200 mm das barras em Angulo reto que estéo 
soldadas & haste vertical possui uma massa de 0,12 kg. Calcule o 
momento fletor M na haste em O devido a rotagao do conjunto em 
torno da haste vertical & velocidade constante de 1200 rpm. Despre- 
ze 0 pequeno momento devido ao peso das barras. 


Problema 7/78 


1/19 Calcule o momento fletor M@ na haste vertical em O para o 
conjunto do Prob. 7/78 devido a sua aceleracéo angular, quando o 
conjunto parte do repouso sob a agéo de um torque de 64 N-m aplica- 
do & haste em relacio ao eixo z. Despreze 0 pequeno momento devido 
ao peso das barras. 

Resp. M = 48/2N-m 


7/80 O disco circular de 6 kg e 0 eixo associado giram a uma ve- 
locidade angular constante # = 10 000 rpm. Se o centro de massa 


do disco esta deslocado do centro em 0,05 mm, determine 0 médulo 
das forcgas horizontais A e B suportadas pelos mancais em razdo do 
desbalanceamento rotacional. 


Problema 7/80 


Problemas Representativos 


7/81 Determine o momento fletor M no ponto de tangéncia A na 
barra semicircular de raio r e massa m, enquanto a barra gira em 
torno do eixo tangente com uma velocidade angular constante e ele- 
vada w. Despreze do momento mgr produzido pelo peso da barra. 


Resp. M = 2 mre? 
7 


Problema 7/81 


7/82. Se a barra semicircular do Prob. 7/81 parte do repouso sob a 
acto de um torque Mp aplicado através do anel em torno de seu eixo 
de rotagdo z, determine o momento fletor inicial M na barra em A. 


1/83 A grande antena para rastreamento de satélites possui um 
momento de inércia J em relacdo a seu eixo z de simetria e um mo- 
mento de inércia Jp em relagao a cada um dos eixos x e y. Determine 
a aceleragao angular « da antena em relacio ao eixo vertical Z; pro- 
vocada por um torque M aplicado em torno de Z pelo mecanismo de 
acionamento, para uma determinada orientacao 0. 

M 


Resp. a = ——_,———_—__ 
os Ig cos? 6 + I sen? @ 


' Problema 7/83 
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7/84 A placa possui uma massa de 3 kg e esta soldada ao eixo 
vertical fixo, que gira na velocidade angular constante de 207 rad/s. 
Calcule 0 momento M aplicado ao eixo pela placa devido ao desba- 
lanceamento dinamico. 


Problema 7/84 


7/85 Cada um dos dois discos semicirculares possui uma massa 
de 1,20 kg e esta soldado 4 haste apoiada nos mancais A e B, como 
mostrado. Calcule as forcas aplicadas 4 haste pelos mancais para 
uma velocidade angular constante NV = 1200 rpm. Despreze as forcas 


de equilibrio estatico. 
Resp. F, = 1608i N, F, = -1608i N 


Problema 7/85 


7/86 Resolva o Prob. 7/85 para 0 caso em que o conjunto parte do 
repouso com uma aceleragdo angular inicial a = 900 rad/s? como 
resultado de um torque de partida (binério) M aplicado a haste no 
mesmo sentido que N. Despreze o momento de inércia da haste em 
relagdo ao seu eixo z e calcule M. 


7/87 As abas quadradas uniformes, cada uma de massa m, sao li- 
vremente articuladas em A e B & placa quadrada ¢ 0 eixo associado, 
que giram em torno do eixo vertical z com uma velocidade angu- 
lar constante w. Determine a velocidade angular w necessdria para 
manter um Angulo positivo especffico @. 


R = 6g tan @ 
esp. © = ! 54 sen 6 + 3) 


Problema 7/87 


1/88 Se o mecanismo do Prob. 7/87 gira com uma velocidade an- 
gular constante maior do que a especificada na resposta para aque- 
le problema, determine o momento de atrito My que os pinos da 
articulagdo devem suportar para manter as abas no Angulo espe- 
cificado 6. 


1/89 O disco circular fino de massa m e raio R é articulado em 
torno de seu eixo tangente horizontal a extremidade de um eixo, que 
gira em torno de seu eixo vertical com uma velocidade angular . 
Determine o Angulo de regime permanente 8 assumido pelo plano do 
disco com 0 eixo vertical. Observe qualquer limitacéo sobre w para 
assegurar que > 0. 

, 48 sew? = 4g 

5Ro? 
caso contradrio B = 0 


Resp. B = cos” 


hed 


fo al 


Detalhe da articulacéo em A 


Problema 7/89 


7/90 Determine as forcas normais sob os dois discos do Exemplo 
‘7/7 para a posi¢ao em que o plano da barra curva é vertical. Assuma 
que a barra curva esta na parte superior do disco A e na parte infe- 
rior do disco B. 


7/9t A haste esbelta uniforme de comprimento / esta soldada ao 
suporte em A na parte inferior do disco B. O disco gira em torno de 
um eixo vertical com uma velocidade angular constante w. Determi- 
ne o valor de w que resultara em um momento nulo suportado pela 
solda em A, para a posigao @ = 60° com b = 1/4. 


8g 


Resp. w = 2 ari 


| 
| 
| 
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Problema 7/91 


»7/92 A placa triangular fina homogénea de massa m esta solda- 
da ao eixo horizontal, que gira livremente nos mancais em A e B. Se 
a placa é liberada a partir do repouso na posicéo horizontal mostra- 
da, determine o médulo da reagéio no mancal em A para o instante 
logo apés a liberacdo. 

Resp, A = mg/6 


Problema 7/92 


7/11 Movimento Gtroscépico: PrecessAo 
ESTACIONARIA 


Um dos mais interessantes entre todos os problemas de 
dindmica é o movimento giroscépico. Esse movimento ocorre 
sempre que 0 eixo em torno do qual um corpo esta girando 
também esta girando em torno de um outro eixo. Embora 
a descrigaéo completa desse movimento envolva uma grande 
complexidade, os exemplos mais comuns e titeis de movimen- 
to giroscépico ocorrem quando o eixo de um rotor girando em 
velocidade constante gira (precesséo) em torno de um outro 
eixo, a uma taxa constante. Nossa discuss&o nessa secéo se 
concentrara sobre esse caso em particular. 

O giroscépio possui importantes aplicagées em engenha- 
ria. Com uma montagem em anéis suspensos (veja a Fig. 
7/196), o giroscépio esta livre de momentos externos, e seu 
eixo mantera uma direcdo fixa no espaco, independentemen- 
te da rotagdo da estrutura & qual estd ligado. Dessa forma, 
0 girosc6pio é utilizado para sistemas de orientagéo inercial 
e outros dispositivos de controle direcional. Com a adigao de 
uma massa pendular ao anel interno da suspensio, a rotacgao 


»7/93 Sea placa triangular homogénea do Prob. 7/92 é liberada 
a partir do repouso na posig&éo mostrada, determine o médulo da 
reac&o no mancal em A apés a placa ter girado 90°. 
mg | Ta + 2b 
ton a= [3 
»7/94 Cada um dos dois discos circulares possui uma massa m e 
esté soldado 4 extremidade da haste rigida de massa m, de modo 
que os discos t8m um eixo em comum z e estdo separados por uma 
distancia b. Um momento M, aplicado a um dos discos com o conjun- 
to inicialmente em repouso, transmite aos centros dos discos uma 
aceleracéo a = +ai. O atrito é suficiente para evitar o deslizamento. 
Desenvolva expressées para as forcas normais N, e Ng exercidas 
pela superficie horizontal sobre os discos no instante em que come- 
cam a rolar. Expresse os resultados em termos da aceleracéo a em 


vez do momento M. 
irs @ 
Resp. Na = mg + > (: + ¢) 
MoS 


= ee 
Ng =mg + 3 (: =) 


Problema 7/94 


da Terra forga 0 giroscépio a uma precesséo de modo que 
o eixo de giro ird sempre apontar para o norte, e essa agéo 
constitui a base da bussola giroscépica. O giroscépio encontra 
também uma utilizagio importante como um dispositivo es- 
tabilizador. A precess&o controlada de um grande giroscépio 
montado em um navio é utilizada para produzir um momen- 
to giroscépico para neutralizar o balango do navio no mar. 
O efeito giroscépico é também um ponto muito importante 
a ser levado em consideragao no projeto de mancais para os 
eixos de rotores que séo submetidos a precessées forgadas. 

Inicialmente, descreveremos a agio giroscépica com uma 
abordagem fisica simples que se baseia em nossa experiéncia 
anterior com as variacées vetoriais encontradas em cinética 
de particulas. Essa abordagem nos ajudardé a adquirir uma 
percepcdo fisica clara a respeito da agdo giroscépica. Em se- 
guida, faremos uso da relac&o geral da quantidade de movi- 
mento, Kq. 7/19, para uma descrigéo mais completa. 


Abordagem Simplificada 


A Fig. 7/14 mostra um rotor simétrico girando em torno 
do eixo z com uma velocidade angular elevada p, conhecida 
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y 
Eixo de aa 


precessio  _ ie lal= vr 


Eixo de ay x 
torque 


Figura 7/14 


como a velocidade de giro. Se aplicarmos duas forgas F ao 
eixo do rotor para formar um bindrio M cujo vetor é orienta- 
do ao longo do eixo x, descobriremos que 0 eixo do rotor gira 
no plano x-z em torno do eixo y no sentido indicado, com uma 
velocidade angular comparativamente baixa 0 = y conhecida 
como a velocidade de precessdo. Desse modo, identificamos 0 
eixo de giro (p), o eixo de torque (M), e o eixo de precessio 
(Q), onde a regra usual da mao direita identifica o sentido 
dos vetores de rotacao. O eixo do rotor ndo gira em torno do 
eixo x, no sentido de M, como seria se o rotor ndo estivesse 
girando. Para auxiliar na compreens&o desse fenémeno, uma 
analogia direta pode ser feita entre os vetores de rotagdo e 
os vetores usuais que descrevem 0 movimento curvilineo de 
uma particula. 

A Fig. 7/15a mostra uma particula de massa m que se 
desloca no plano x-z com velocidade constante |v[{ =v. A 
aplicac&o de uma forga F normal a sua quantidade de movi- 
mento linear G = mv provoca uma variacaéo dG = d(mv) em 
sua quantidade de movimento. Verificamos que dG, e conse- 
qiientemente dv, é um vetor na diregao da forga normal F 
de acordo com a segunda lei de Newton F = G, que pode ser 
escrita como F dt = dG. A partir da Fig. 7/15b observamos 
que, no limite, tan d@ = d@ = F dt/mv ou F = mv 6. Em notagao 
vetorial com @ = 65, a forga se torna 


Fe=maxv 


que é a equivalente vetorial de nossa relacéo escalar conhe- 
cida F,, = ma, para a forga normal sobre a particula, confor- 
me amplamente discutido no Capitulo 3. 

Com essas relagdes em mente, voltamos agora ao nosso 
problema de rotacéo. Recordando entéo a equacdo andloga 
M=H que desenvolvemos para qualquer sistema prescrito 
de massas, rigido ou nao rigido, com referéncia ao seu centro 
de massa (Eq. 4/9) ou a um ponto fixo O (Eq, 4/7). Aplicamos 
agora essa relagdo ao nosso rotor simétrico, como mostrado 
na Fig. 7/15c. Para uma alta velocidade de giro p e uma bai- 
xa velocidade de precessao 2 em torno do eixo y, a quanti- 
dade de movimento angular é representada pelo vetor H'= 
Ip, onde I = I,, 6 0 momento de inércia do rotor em relagao 
ao eixo de giro. 

Tnicialmente, desprezamos a pequena componente da quan- 
tidade de movimento angular em torno do eixo y que acom- 


y 
i 
1 
tongs 
1 
{ 


di 
1p eae NAM d= ap) 
2-7 hi a 


\ or \ 


(d) 


Figura 7/15 


panha a lenta precessao. A aplicagéo do bindrio M normal a 
H provoca uma variacéo dH = d(Ip) na quantidade de movi- 
mento angular. Observamos que dH, e portanto dp, é um ve- 
tor na direcao do bindrio M uma vez que M = i, que também 
pode ser escrito M dt = dH. Assim como a variagao no vetor 
quantidade de movimento linear da particula é no sentido 
da forga aplicada, também a variagéo no vetor quantidade 
de movimento angular do giroscépio é no sentido do bindrio. 
Desse modo, verificamos que os vetores M, H e dH sAo andlo- 
gos aos vetores F, G e dG. Com essa percepedo, deixa de ser 
estranho ver o vetor rotagéo ser submetido a uma variagdo 
que é na direcéio de M, forcando assim o eixo do rotor a uma 
precessdo em torno do eixo y. 

Na Fig. 7/15d observamos que durante o intervalo de 
tempo dt 0 vetor quantidade de movimento angular Jp girou 
através do Angulo dy, de modo que no limite com tan dij = 
dy, temos 
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Mdé mar, 


dip = Tp ou di 


Substituindo © = dd/dt para o médulo da velocidade de pre- 
cessao obtemos 


(U/24) 


Observamos que M, © e p, na qualidade de vetores, sao mu- 
tuamente perpendiculares, e que sua relagéo vetorial pode 
ser representada escrevendo a equagéo na forma do produto 
vetorial 


(7/24a) 


que 6 completamente andloga 4 relag&éo anterior F = mw x 
v para o movimento curvilineo de uma particula, tal como 
foi desenvolvido a partir das Figs. 7/15a e b. As Eqs. 7/24 e 
7/24a se aplicam a momentos determinados em relagio ao 
centro de massa ou em relac&o a um ponto fixo sobre 0 eixo 
de rotagao. 

A relac&o espacial correta entre os trés vetores pode ser 
lembrada pelo fato de que dH e conseqiientemente dp, 6 no 
sentido de M, o que define o sentido correto para a precessao 
Q. Portanto, o vetor giro p tende sempre a girar em direcaio 
ao vetor torque M. A Fig. 7/16 ilustra trés orientagdes para 
os trés vetores as quais s4o consistentes com as suas ordens 
corretas. A menos que essa ordem seja definida corretamente 
em um determinado problema, provavelmente chegaremos a 
uma conclusdo diretamente oposta A correta. Lembre-se de 
que a Eq. 7/24, assim como F = ma e M = Ia, é uma equa- 
cio de movimento, de modo que o bindrio M representa o 
momento devido a todas as forgas que atuam sobre o rotor, 
conforme indicado por um correto diagrama de corpo livre 
do rotor. Observe também que, quando um rotor é forgado a 
uma precess&o, como ocorre com a turbina em um navio que 
esta realizando uma curva, 0 movimento ira gerar um bind- 
rio giroscépico M que obedece a Eq. 7/24a tanto em médulo 
quanto em sentido. 

Na discussao anterior do movimento giroscépico, foi as- 
sumido que 0 giro era alto e a precessio era baixa. Embo- 
ra possamos observar a partir da Eq. 7/24 que, para valores 
conhecidos de I e M, a precesséo © deve ser pequena se p é 
grande, vamos agora examinar a influéncia de © sobre as 
relagdes da quantidade de movimento. Novamente, limitare- 
mos nossa atengéo 4 precessao estaciondria, onde © possui 
um médulo constante. 

A Fig. 7/17 mostra novamente o mesmo rotor. Como ele 
possui um momento de inércia em relagao ao eixo y e uma 
velocidade angular de precessao em torno desse eixo, have- 
rd uma componente adicional da quantidade de movimento 
angular em relacéo ao eixo y. Nesse caso, temos as duas com- 
ponentes H, = Ip e H, = I,Q, onde Jy representa 1,, e, nova- 
mente, J representa I,,. A quantidade de movimento angular 
total 6 H conforme indicado. A variagéo em H permanece 
dH = M dt como anteriormente, e a precessfo durante o in- 
tervalo de tempo di é o Angulo dy = M dt/H, = M dt{Ip) como 
antes. Desse modo, a Eq. 7/24 ainda é valida e para precessao 
estaciondéria é uma descrig&o exata do movimento desde que 


Figura 7/16 


Figura 7/17 


o eixo de giro seja perpendicular ao eixo em torno do qual 
ocorre a precessao. 

Considere agora a precessio estaciondria de um pido si- 
métrico, Fig. 7/18, que gira em torno de seu eixo com uma 
velocidade angular elevada p e apoiado em seu ponto O. Aqui 
0 eixo de giro faz um Angulo @ com o eixo vertical Z em tor- 
no do qual ocorre a precessio. Novamente, desprezaremos a 
pequena componente da quantidade de movimento angular 
devido A precessdo e consideraremos HB igual a Jp, a quanti- 
dade de movimento angular em relagéo ao eixo do pido as- 
sociada apenas ao giro. O momento em relagéo a O 6 devido 
ao peso e é mgr sen 9, onde 7 é a distancia de O até o centro 
de massa G. A partir do diagrama, verificamos que o vetor 
quantidade de movimento angular Hg possui uma variagéo 


| 
| 
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Figura 7/18 


dH = Mo dt na direg&o de My durante o intervalo de tempo 
dt e que @ se mantém inalterado. O incremento no angulo de 


precess&o em torno do eixo Z é . - 
Mo dt 
dy = —2 
Ipsené 


Substituindo os valores Mg = mgF sen 0 e 0 = dy/dt fornece 
mgr sen é = IOpsené@ ou mg? = IOp 


que é independente de 6. Introduzindo o raio de giragaio de 
modo que I = mk? e resolvendo para a velocidade de preces- 
sao obtemos 


(7/25) 


Ao contrario da Eq, 7/24, que é uma descrigdo exata para 
o rotor da Fig. 7/17 com precessao limitada ao plano x-z, a 
Eq. 7/25 6 uma aproximacdo baseada na hipétese de que a 
quantidade de movimento angular associada a 0 é despre- 
zivel em comparacao com a associada a p. Perceberemos o 
significado do erro associado a essa aproximacdo, quando 
analisarmos novamente a precessdo em regime estaciondrio 
mais a adiante nessa secdo. Com base em nossa andlise, 0 
pido terd uma precessdo estaciondria, no Angulo constante 
8, somente se for colocado em movimento com um valor de 
0, que satisfaga a Eq. 7/25. Quando essas condicdes nao sao 
satisfeitas, a precessao se torna varidvel, e @ pode oscilar com 
uma amplitude que aumenta 4 medida que a velocidade de 
giro diminui. Essa flutuacéo de amplitude (ascensao e declf- 
nio) correspondente do eixo de rotacéo 6 chamada nutagdo. 


Analise Mais Detathada 


Faremos agora uso direto da Kg. 7/19, que é a equacdo 
geral da quantidade de movimento angular para um corpo 
rigido, aplicando-a a um corpo que gira em torno de seu eixo 
de simetria rotacional. Essa equagiio é valida para a rotagao 
em relag&o a um ponto fixo ou para a rotag4o em relagao ao 


centro de massa. Um piao girando, o rotor de um giroscépio, e 
uma nave espacial so exemplos de corpos cujos movimentos 
podem ser descritos pelas equacdes para a rotagdo em rela- 
¢ao a um ponto. As equacées gerais de momentos para essa 
classe de problemas sao bastante complexas, e suas solucdes 
completas implicam a utilizacdo de integrais el{pticas e em 
cdleulos relativamente extensos. No entanto, uma grande 
parte dos problemas de engenharia, nos quais 0 movimento é 
uma rotacao em relacdo a um ponto, envolve a precessiio es- 
taciondria de corpos de revolugdo que estao girando em torno 
de seus eixos de simetria. Essas condigées simplificam muito 
as equagdes e conseqiientemente facilitam a sua solucdo. 


- (ec) 


Figura 7/19 
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Considere um corpo com simetria axial, Fig. 7/19a, giran- 
do em relac&o a um ponto fixo O sobre seu eixo, o qual é 
assumido como a diregdo z. Com O como origem, os eixos x 
ey automaticamente se tornam eixos principais de inércia, 
juntamente com o eixo z. Essa mesma descrigao pode ser uti- 
lizada para a rotacéo de um corpo semelhante simétrico em 
relacio ao seu centro de massa G, o qual 6 adotado como 
a origem das coordenadas conforme mostrado pelo rotor do 
giroscépio da Fig. 7/19b. Novamente, os eixos x e y sao ei- 
xos principais de inércia para o ponto G. A mesma descrigao 
também pode ser utilizada para representar a rotag&o em 
relacdo ao centro de massa de um corpo axialmente simé- 
trico no espaco, tal como a nave espacial na Fig. 7/19c. Em 
cada caso, observamos que, independentemente da rotacéo 
dos eixos ou do corpo em relacao aos eixos (giro em torno do 
eixo z), os momentos de inércia em relagdéo aos eixos x e y 
permanecem constantes no tempo. Os momentos principais 
de inércia sao novamente representados por I,, = Ie I, = 
1,, = Ig. Os produtos de inércia sao, evidentemente, nulos. 

Antes de aplicar a Eq. 7/19, apresentamos um conjunto 
de coordenadas que fornecem uma descrigéo natural para o 
nosso problema. Essas coordenadas séo mostradas na Fig. 
7/20 para o exemplo da rotagao em relagdo a um ponto fixo 
O. Os eixos X-Y-Z sao fixos no espaco, é o plano A contém os 
eixos X-Y e o ponto fixo O sobre o eixo do rotor. O plano B con- 
tém o ponto O e 6 sempre normal ao eixo do rotor. O 4ngulo 
6 mede a inclinacéo do eixo do rotor a partir do eixo vertical 
Z,e 6 também uma medida do Angulo entre os planos A e B. 
A interseccao dos dois planos é 0 eixo x, que é localizado pelo 
Angulo # a partir do eixo X. O eixo y se situa no plano B, eo 
eixo z coincide com o eixo do rotor. Os angulos 0 e  definem 
completamente a posig&o do eixo do rotor. O deslocamento 
angular do rotor em relaciio aos eixos x-y-2 6 determinado 
pelo angulo @ medido do eixo x até o eixo x’, o qual esta preso 
ao rotor, A velocidade de giro vem a ser p = ¢. 


Zz 
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Figura 7/20 


As componentes da velocidade angular w do rotor e da 
velocidade angular © dos eixos x-y-z a partir da Fig. 7/20 
vém a ser 


0, = 6 o, = 6 
O, = send o, = send 
Q, = cose o, = ¥ cos 6 +p 


E importante notar que os eixos e 0 corpo possuem compo- 
nentes x e y idénticas de velocidade angular, mas que as com- 
ponentes z diferem pela velocidade angular relativa p. 

As componentes da quantidade de movimento angular a 
partir da Eq. 7/12 se tornam 


H,, = Lyon, = Ind 
He La = Ios sen 6 


H, = 1,0, = I cos 0 + p) 


A substituicdéo das componentes da velocidade angular e 
da quantidade de movimento angular na Kq. 7/19 fornece 


(7/26) 


As Eqs. 7/26 s&o as equagées gerais para a rotagéo de um 
corpo simétrico em relagéo a um ponto fixo O ou ao centro 
de massa G. Em um problema especifico, a solugaéo para as 
equacées dependerd do somatério dos momentos aplicados 
ao corpo em relac&o aos trés eixos coordenados. Limitaremos 
o uso dessas equacdes a dois casos particulares de rotagéo 
em relacéo a um ponto, os quais sio descritos a seguir. 


Precessao em Regime Estacionario 


Examinaremos agora as condigées sob as quais o rotor 
realiza precessfo a uma taxa constante em um Angulo 
constante @ e com uma velocidade de giro constante p. Desse 
modo, 


w = constante, 
€@ = constante, 6=6=0 


p =constante, 


eas Kgs. 7/26 se tornam 


(7/27) 


A partir desses resultados, verificamos que 0 momento fun- 
damental que atua sobre o rotor em relagdo a O (ou em re- 
lagéo a G) deve ser na diregdo x uma vez que as componen- 
tes y ez sdo nulas. Além disso, com os valores constantes de 


i 
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6, th, ep, o momento é constante em mdédulo. Também é im- 
portante mencionar que o eixo do momento é perpendicular 
ao plano definido pelo eixo de precessdo (eixo Z) e pelo eixo 
de giro (eixo z). 

Podemos também obter as Eqs. 7/27 constatando que as 
componentes de H permanecem constantes quando observa- 
das em x-y-z de modo que (H),,, = 0. Como em geral 2M = 
(ED,,, + O x H, temos para 0 caso de precessdo estaciondria 


(7/28) 


que se reduz as Eqs. 7/27 apés a substituicdo dos valores de 
QeH. 

Sem duvida os exemplos em engenharia mais comuns de mo- 
vimento giroscépico ocorrem quando a precessiio se realiza 
em torno de um eixo que é normal ao eixo do rotor, como na 
Fig. 7/14. Assim, com a substituicao de 6 = 7/2, w, = p, $= 
e &M, = M, temos a partir das Eqs. 7/27 


M = IQp [7/24] 


que foi desenvolvida inicialmente nessa segéo, em funcao de 
uma andlise direta desse caso em particular. ‘ 

Vamos examinar agora a precessao estaciondria do rotor 
(pido simétrico) da Fig. 7/20 para um valor constante qual- 
quer de 6 diferente de 7/2. O momento ZM, em relagéio ao 
eixo x 6 devido ao peso do rotor e 6 mgr sen 6. Substituindo 
nas Kgs. 7/27 e reorganizando os termos obtemos 


mgr = Ip — (Ip — DW? cos @ 


Verificamos que th é pequeno quando p é grande, de modo 
que o segundo termo do lado direito da equacdo se torna mui- 
to pequeno em comparacdo com Ip. Se desprezarmos esse 
termo menor, temos y= mg7/(Ip) que, por meio da utilizagao 
da substituigéo anterior 0 = ye mk? =I, se torna 


gr 
== [7/25] 
kp 
Desenvolvemos essa mesma relagéo anteriormente, assu- 
mindo que a quantidade de movimento angular estava total- 
mente ao longo do eixo de giro. 


Precessdo Estacionaria com Momento Nulo 


Considere agora o movimento de um rotor simétrico sem 
momentos externos em relagao ao seu centro de massa. Esse 
movimento 6 encontrado em naves espaciais e projéteis que 
possuem tanto giro quanto precessao durante 0 véo. 

A Fig. 7/21 representa um corpo nessa condicao. Aqui, o 
eixo Z, que possui uma diregao fixa no espaco, é escolhido de 
modo a coincidir com a diregéo da quantidade de movimen- 
to angular Hg, que é constante uma vez que Mg = 0. Os 
eixos x-y-z estdo fixados na forma apresentada na Fig. 7/20. 
A partir da Fig. 7/21 as trés componentes da quantidade de 
movimento séo Hg, = 0, Hg, = Hg sen 6, Hg, = Hg cos 0. 
A partir das relagdes de definicao, Eqs. 7/12, com a notacdo 
dessa seco, essas componentes séo também dadas por 
Ho, = lo@p Hey = Ine, He, = Iu, Assim, w, = 0, = 0 de modo 


Figura 7/21 


que #6 constante. Esse resultado implica que o movimento é 
de precessao estaciondria em torno do vetor constante Hg. 

Sem a componente x, a velocidade angular w do rotor esta 
localizada no plano y-z, juntamente com o eixo Z, e faz um 
Angulo 8 com 0 eixo z. A relagdo entre B e @ 6 obtida a partir 
de tan 0 = He fHe, = Igw,/(Tw,), que € 


1g 
tan 0 = T tan B (7/29) 


Assim, a velocidade angular w faz um Angulo constante 6 
com 0 eixo de giro. 

A taxa de precessdo é facilmente obtida a partir da Eq. 
7/27 com M = 0, o que fornece 


F rf 
22 


(Ip ~ 2) cos 6 (7180) 


E evidente a partir dessa relagao que a diregdo da precessfo 
depende da dimensdo relativa dos dois momentos de inér- 
cia. 


Se Ip > I, entao B < 6, como indicado na Fig. 7/22a, e a pre- 
cessdo é denominada direta. Aqui, o cone do corpo rola sobre 
o exterior do cone espacial. 


Se I > Ip, entéo 6 < B, como indicado na Fig. 7/226, e a 
precesséo é denominada retrégrada. Nesse exemplo, o cone 
espacial esta interno ao cone do corpo, e ie p possuem sinais 
opostos. 


Se I = Ip, entéo 6 = f a partir da Eq. 7/29, e a Fig, 7/22 
mostra que ambos os 4ngulos devem ser nulos para serem 
iguais. Para esse caso, 0 corpo néo apresenta precessio e 
apenas gira com uma velocidade angular p. Essa condig&o 
ocorre para um corpo com simetria em relagéo a um ponto, 
como em uma esfera homogénea. 
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Cone espacial f 


Cone do 
corpo 


Chuck Carlton/Index Stock 


Precessio direta Jy > I 


Precessdo retrégrada ly <I 


Esse pido girando é um exemplo de rota- 


(a) (b) 


¢a0 em relacdo a um ponto fixo, e, para 


uma velocidade de giro elevada, é um sis- 


Figura 7/22 


Exemplo 7/8 


©-rotor da turbina da casa de miéquinas de um navio possui uma massa de 1000 kg, 
com centro de massa em G e um raio de. giracaéo de 200 mm. O eixo do rotor est4 mon- 
tado nos mancais A e B, com seu eixd na.direcdo horizontal da proa para a popa e gira 
no sentido anti-horério a uma velocidade de 500 rpm quando visto da popa. Determine 
i as componentes verticais das Teagdes hos mancais em A e B, se o navio esta executando 
. .. lma.curva a bombordo (esquerda).com 400m de raio a uma velocidade de'25 nés (1n6 = 
0;514 m/s). A proa do navio tende a levantar ou a abaixar devido & acéio giroscépica? 


Solugdo. A componente vertical das reagdes nos mancais ser igual as reagies estati- 

cas Rj ¢ Ry, devidas ao peso do‘rotor, adicionada ou subtrafda do incremento'AR devido 

ito giroscépico. O principio dos momentos da estdtica facilmente fornece R, = 5890 

@ Ne Rj =3920N. As orientagdes fornecidas para a velocidade de giro p e a velocidade de 
precessio 0, sfio indicadas né diagrama de corpo livre do rotor. Como 0 eixo de giro ten- 
de sempre a virar para 0 eixo de torque, verificamos que o eixo de torque M aponta para 
boreste: como indicado. O sentido de AR 6, portanto, para cima em B e para baixo em A 
para produzir o bindrio M. Desie modo, as reagdes nos mancais em A e B s&o 


Ry=R,-AR  e 


Ry =Ra+ AR 


‘A velocidade de precessao 0 6 a velocidade do navio dividida pelo raio da curva 


executada. 
gq - Oe 0,0821 rad/s 
/24. 6 ent&o aplicada eri‘: ntro de massa G do rotor para fornecer 
1,500(AR) = 100000 00)%0,0821] 99°92 | 


As:reagbes solicitadas nos mancais‘sio 


R= 6890 ~ 449 = 5440'N é 


Ry = 3920 + 449 = 4370 N “Resp. 


tema giroscépico. 


Bombordo 
(esquerda) \B 


B 
PA 
\o a Ry 
2 Oe \ wo 
R, ‘y x [4k 
AR MNS 
1000(9,81) N “x 
AR / 
AR \ eo 
jhe 
Ry 
Lat. 
M 
Sugesties Uteis 


@ Se o navio esta executando uma curva para 
a esquerda, a rotagéio é no sentido anti-hord- 
rio quando visto de cima, e o vetor precessdo 
OQ; é para cima pela regra da mao direita. 
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Observamos agora que as forcas recém-calculadas sao as exercidas sobre 0 eixo do 


@® rotor pela estrutura do navio. Conseqiientemente, a partir do principio da agiio e reacdo, 


forgas iguais e opostas sio aplicadas ao navio pelo eixo do rotor, como indicado no dia- 
grama inferior. Portanto, o efeito do bindrio giroscépico é 0 de gerar os incrementos AR 
mostrados, e a proa tenderd a baixar e a popa a levantar (mas apenas ligeiramente), 


Exemplo 7/9 


Uma proposta de estagéio espacial é rigorosamente aproximada por quatro cascas 
esféricas uniformes, cada uma de massa m e raio r. A massa da estrutura de conexdo 
e do equipamento interno pode ser desprezada como uma primeira aproximacéo. Se 
a estagdo é projetada para girar em torno de seu eixo z a taxa de uma rotacéo a cada 
quatro segundos, determine (a) o nimero n de ciclos completos de precessdo para cada 
rotagéo em torno do eixo z se o plano de rotacdo se desvia apenas ligeiramente de uma 
orientagao fixa, e (6) determine o periodo 7 de precessao se 0 eixo de giro z faz um an- 
gulo de 20° em relagiio ao eixo de orientacdo fixa em torno do qual a precessio ocorre. 
Desenhe o cone espacial e o cone do corpo para essa tiltima condi¢io. 


@ Apés determinar o sentido correto de 
M sobre o rotor, 0 engano comum é 
aplicd-lo ao navio no mesmo sentido, 
esquecendo o principio da agéio e rea- 
¢do. Evidentemente, os resultados sAo, 
entao, invertidos. (Tenha certeza de 
nao cometer esse engano quando ope- 
rar um estabilizador giroscépico verti- 
eal em seu iate para neutralizar o seu 
balanco!) 


TEL OL CL CN CAN TRAST CSTR 


Solugdo. (a) O numero de ciclos de precessao ou oscilacées para cada rotacdo da esta- 
géo em torno do eixo z é a razdo entre a velocidade de precessdo # e a velocidade de giro 
P, que, a partir da Eq. 7/30, é 


Os momentos de inércia séo 
1, = 1 = Alm? + m(2r)?] = Br? 
Lag Ty = 2Q)mr? + 28 nr? + m(2r)®] = mr? 


Com @ muito pequeno, cos = 1, e a raz4o das velocidades angulares vem a ser 
neste eS Resp. 


O sinal negativo indica precessao retrégrada, onde, no presente caso, # e p sido essen- 
cialmente de sentidos opostos. Desse modo, a estagéo executard sete oscilacgées para 
cada trés rotacées. 


(b) Para 6 = 20° e p = 2/4 rad/s, o periodo de precessdo ou oscilagdo 6 + = 2a/ ||, de 
modo que a partir da Eq. 7/30 


o—t 


_ 29 


3. 
= = 4 om 1 Resp. 
7 anld 4G) cos 20' lls Sp. 


cos 6 


A precessao é retrégrada, e o cone do corpo é externo ao cone espacial como indicado 
na ilustragao onde o 4ngulo do cone do corpo, a partir da Eq. 7/29, 6 


tan B = rs tan 9 = ©9/3 (9,364) = 0,687 
0 


39/3 B= 82,5 


Sugestao Util 


@ Nossa teoria é baseada na hipdtese de que 
I, = Iyy = a0 momento de inércia em relagao 
a um eixo qualquer através de G perpendi- 
cular ao eixo z. Assim é 0 caso aqui, e voce 
deve provd-lo para sua prépria satisfagao. 


B= 32,5° 
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PROBLEMAS 
Problemas Introdutérios 


1/95 O avido a jato na parte inferior de uma acrobacia aérea, na 
forma de um circulo em um plano vertical, tem uma tendéncia, de- 
vida A agdo giroscépica do rotor do motor, a mudar de direcéo para 
a direita (como percebido pelo piloto e como indicado pela linha tra- 
cejada para 0 movimento das extremidades das asas). Determine o 
sentido da rotacéo p, ou pp do rotor do motor conforme representado 
na vista ampliada. 


Problema 7/95 


7/96 Um professor de dinamica demonstra os princfpios giroscépi- 
cos para seus alunos. Ele suspende uma roda que gira rapidamente 
com um fio preso a uma extremidade de seu eixo horizontal. Descre- 
va 0 movimento de precessdo da roda. 


Problema 7/96 


71/97 Os dois discos idénticos est&o girando livremente sobre 0 eixo, 
com velocidades angulares iguais em médulo e opostas em sentido 
como apresentado. O eixo, por sua vez, é forcado-a girar em torno do 
eixo vertical no sentido indicado. Prove se 0 eixo é flexionado confor- 
me em A ou conforme em B devido a agao giroscépica. 


Problema 7/97 


1/98 A estudante se ofereceu voluntariamente para auxiliar em 
uma demonstracdo na sala de aula envolvendo uma roda com quan- 
tidade de movimento, que esta girando rapidamente com velocidade 
angular p como mostrado. O professor pediu a ela para segurar 0 
eixo da roda na posic¢éo horizontal mostrada e em seguida tentar 
inclinar 0 eixo para cima em um plano vertical. Qual tendéncia de 
movimento do conjunto da roda a estudante sentira? 


Problema 7/98 


7/99 Um carro faz uma curva para a direita em uma estrada ho- 
rizontal. Determine se a reac&o normal sob a roda traseira direita 
é aumentada ou diminuida como resultado do efeito giroscépico das 
rodas em precessao. 

Resp. Diminuida 


71/100 O ventilador para uma aplicacao especial é montado con- 
forme mostrado. O rotor do motor, 0 eixo, e as pds tém uma massa 
combinada de 2,2 kg com raio de giracdo de 60 mm. A posicao axial 
b do bloco A de 0,8 kg pode ser ajustada. Com o ventilador desligado, 
a unidade é balanceada em relagio ao eixo x, quando 6 = 180 mm. O 
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motor e a hélice operam a 1725 rpm no sentido indicado. Determine 
o valor de 6 que produziré uma precessdo estaciondria de 0,2 rad/s 
em relagao ao eixo y no sentido positivo. 


Problema 7/100 


7/101 Um aeroplano acaba de deixar a pista com uma velocidade 
de decolagem v. Cada uma de suas rodas que gira livremente pos- 
sui uma massa m, com um raio de giracdo k em relagdo a seu eixo. 
Quando observada da frente do avido, a roda executa uma precessdo 
na velocidade angular © enquanto o trem de pouso é recolhido para 
dentro da asa em torno da sua articulagéo O. Como resultado da 
acdo giroscépica, o elemento de suporte A exerce um momento de 
torgaéo M sobre B para impedir o elemento tubular de girar na luva 
em B. Determine M e o identifique se é no sentido de M, ou de My. 


Resp. M = M, = mi?O® 


Problema 7/101 


7/102 Um 6énibus ecolégico experimental é acionado pela energia 
cinética armazenada em um grande volante que gira a uma alta 
velocidade p no sentido indicado. Quando o énibus encontra uma pe- 
quena rampa de subida, as rodas dianteiras se elevam, provocando 
assim a precessdo do volante. Que variagdes ocorrem para as forgas 
entre os pneus e a estrada durante essa variagéo subita? 


Problema 7/102 


7/103 O rotor de 210 kg do motor de um avido turbojato tem um 
raio de giragéo de 220 mm e gira no sentido anti-hordrio a 18 000 
rpm quando visto de frente. Se o avido esta viajando a 1200 km/he 
comeca a executar uma acrobacia aérea na forma de um cireulo em 
um plano vertical de 3800 m de raio, calcule 0 momento giroscépico 
M transmitido a estrutura do avido. Que correcdo nos controles o 
piloto deve fazer a fim de permanecer no plano vertical? 

Resp. M = 1681 N - m, Leme de direcdo para a esquerda 


Problemas Representativos 


7/104 Um pequeno compressor de ar para a cabine de um avido é 
composto pela turbina A de 3,50 kg, que aciona o soprador B de 2,40 
kg a uma velocidade de 20 000 rpm. O eixo do conjunto esta montado 
transversalmente & direg&o de véo e é visualizado a partir da tra- 
seira da aeronave na figura. Os raios de giracdo de A e B so 79,0 ¢ 
71,0 mm, respectivamente. Calcule as forcas radiais exercidas sobre 
0 eixo pelos mancais em C ¢ D, se a aeronave executa um rolamento 
no sentido hordrio (rotagdo em torno do eixo longitudinal do véo) de 
2 rad/s visto da parte traseira da aeronave. Despreze os pequenos 
momentos provocados pelos pesos dos rotores. Desenhe um diagra- 
ma de corpo livre do eixo quando visto de cima e indique a forma da 
deflexdo de sua linha de centro. 


7 senonstaanuad >< baal 


L160 ie 


Problema 7/104 


7/105 A caixa retangular de paredes finas com extremidades aber- 
tas, de segdo transversal quadrada, esta girando no espago em torno 
de seu eixo longitudinal central como mostrado. Se o eixo sofre uma 
ligeira oscilagdo, para quais razées 1/b 0 movimento sera de preces- 


sao direta ou retrégrada? 


Resp. 1 > b/2, Precessao direta 
< b2, Precessao retrégrada 


Problema 7/105 
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7/106 As pas e o cubo do rotor do helicéptero tém uma massa de 
64 kg e um raio de giragiio de 3 m em relagdo ao eixo de rotagao z. 
Com o rotor girando a 500 rpm durante um curto intervalo apés a 
decolagem vertical, o helicéptero se inclina para frente & taxa 6=10 
graus/s, para adquirir velocidade para frente. Determine o momento 
giroscépico M transmitido ao corpo do helicéptero por seu rotor e 
indique se o helicéptero tende a se desviar no sentido hordrio ou 
anti-horério, quando visto por um passageiro olhando para frente. 


if iVertical 
i 
Vi 


Problema 7/106 


7/107 O pido de 12 g com raio de giragéo em relagio a seu eixo de 
giro de 16 mm esta girando a taxa p = 3600 rpm no sentido indicado, 
com seu eixo de giro fazendo um Angulo 9 =.20° com a vertical. A 
distancia de sua ponta O até o seu centro de massa G é 7 = 60 mm. 
Determine a precessao © do pido e explique por que 6 diminui gra- 
dualmente enquanto a velocidade de giro se mantém elevada. Uma 
vista ampliada do contato na ponta é apresentada. 

Resp. 0 = 6,10k rad/s 


es-| 
j 


0 Vista ampliada 
do contato na ponta 


Problema 7/107 


7/108 A figura mostra um giroscépio montado com um eixo verti- 
cal e utilizado para estabilizar um navio hospital contra o balango. 
O motor A gira o pinhdo que produz a precessao do giroscépio pela 
rotacdo da grande engrenagem de precessdo B e do conjunto do rotor 
acoplado, em torno de um eixo transversal horizontal no navio. O 
rotor gira no interior de seu alojamento a uma velocidade no sentido 
horario de 960 rpm, quando visto de cima, e possui uma massa de 80 
t com raio de giracéo de 1,45 m. Calcule 0 momento exercido sobre a 
estrutura do casco pelo giroscépio se 0 motor gira a engrenagem de 
precessao B & taxa de 0,320 rad/s. Em qual dos dois sentidos, (@) ou 


(8), o motor deve girar a fim de neutralizar o balango do navio para 
bombordo? 


Vertical 


Bombordo 

( d. 

esquer a) Proa 
Boreste 

Ag ~~. (direita) 


Problema 7/108 


7/109 Cada uma das rodas idénticas tem uma massa de 4 kg e um 
raio de giracéo k, = 120 mm e esté montada em uma haste horizon- 
tal AB presa a haste vertical em O. No caso (a), a haste horizontal 
esté fixada a uma luva em O, que é livre para girar em torno do eixo 
y vertical. No caso (b), a haste esta presa 4 luva por um garfo arti- 
culado-em torno do eixo x. Se a roda possui uma velocidade angular 
elevada p = 3600 rpm em torno de seu eixo z na posigéo mostrada, 
determine qualquer precess&o que ocorra e o momento fletor M, na 
haste em A para cada caso. Despreze a pequena massa da haste e 
da conexéo em 0. 

Resp. (a) Nao ha precesséo, My = 12,56 N-m 

(b) O. = 0,723 rad/s, My = 3,14N-m 


(a) (b) 
Problema 7/109 


7/110 Se a roda no caso (a) do Prob. 7/109 é forcada a executar 
uma precessiio em torno da vertical, por um acionamento mecfnico 
na taxa constante Q = 2j rad/s, determine 0 momento fletor na haste 
horizontal em A. Na auséncia de atrito, qual o torque Mg é aplicado 
a luva em O para manter esse movimento? 


7/111 A figura mostra a vista lateral da estrutura das rodas (tru- 
que) de um vagao de passageiros onde a carga vertical é transmitida 
4 estrutura em que os assentos dos maneais das rodas esto locali- 
zados. A vista inferior mostra apenas um par de rodas e seu eixo que 
gira com as rodas. Cada uma das rodas com 825 mm de diametro 
tem uma massa de 250 kg, e 0 eixo de 315 kg tem um didmetro de 
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125 mm. Se o trem esta viajando a 130 km/h enquante contorna uma 
curva de 8° & direita (raio de curvatura 218 m), calcule a variacdo 
AR na forga vertical suportada por cada roda devida apenas A ago 
giroscépica. Como uma bea aproximagio, considere cada roda como 
um disco circular uniforme e o eixo como um cilindro macigo uni- 
forme. Assuma também que ambos os trilhos estdo no mesmo plano 
horizontal. 

Resp. AR = 486 N 


Vista lateral do truque 


[e-1435 mm a 


Vista das rodas e do eixo 


Problema 7/111 


7/112 A estrutura principal de uma proposta de estagao espacial 
consiste em cinco cascas esféricas conectadas por raios tubulares. O 
momento de inércia da estrutura em relagiio a seu eixo geométrico 
A-A 6 duas vezes maior que aquele em relacdo a qualquer eixo atra- 
vés de O normal a A-A. A estagdo é projetada para girar em torno 
de seu eixo geométrico na taxa constante de 3 rpm. Se o eixo de giro 
A-A realiza precessao em torno do eixo Z de orientago fixa e faz um 
Angulo muito pequeno com ele, calcule a taxa y na qual a estacdo 
oscila. O centro de massa O possui uma aceleragao desprezfvel. 


Problema 7/112 


7/113 A haste uniforme de 640 mm possui uma massa de 3 kg 
e estd soldada em seu centro ao disco circular uniforme com 160 
mm de raio, que possui uma massa de 8 kg. A unidade recebe uma 
velocidade de giro p = 60 rad/s no sentido mostrado. Observa-se que 
o eixo da haste oscila através de um Angulo total de 30°. Caleule a 
velocidade angular y de precessao e determine se é dy 0u tp. 

Resp. = , = 124,2 rad/s (precessdo direta) 


1 320 _—r} 
| amraias mm 


Problema 7/113 


7/114 O motor elétrico possui uma massa total de 10 kg e é apoia- 
do pelos suportes de montagem A e B presos a plataforma giratoria. 
A armadura do motor possui uma massa de 2,5 kg e um raio de 
giragdo de 35 mm e gira no sentido anti-hordrio a uma velocidade 
de 1725 rpm, quando visualizada de A para B. A plataforma gira 
em torno de seu eixo vertical A taxa constante de 48 rpm no sentido 
mostrado, Determine as componentes verticais das forcas suporta- 
das pelos suportes de montagem em A e B, 


Dimensées em milimetros 


Problema 7/114 


7/115 A nave espacial apresentada é simétrica em relagéo a seu 
eixo z € possui um raio de giragdo de 720 mm em relagio a esse eixo. 
Os raios de giragdo em relagdo aos eixos x e y através do centro de 
massa s40 ambos iguais a 540 mm. Quando se desloca no espaco, 
observa-se que 0 eixo z gera um cone com um Angulo total do vértice 
de 4°, enquanto realiza precessdo em torno do eixo da quantidade de 
movimento angular total. Se a nave espacial tem uma velocidade de 
giro ¢ em torno de seu eixo z de 1,5 rad/s, calcule o perfodo 7 de cada 
precesséo completa. O vetor giro é no sentido positive ou negativo 
da direcdo 2? 
Resp. += 1,881 5 
vetor giro no sentido negativo da diregdo z 
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rya 
x | 

on 

| 
Problema 7/115 


7/116 O rotor de 4 kg com raio de giracdo de 75 mm gira sobre 
rolamentos de esferas a uma velocidade de 3000 rpm em torno de 
seu eixo OG. O eixo é livre para girar em torno do eixo X, bem como 
para girar em torno do eixo Z. Calcule o vetor 2 para a precessao em 
torno do eixo Z. Despreze a massa do eixo OG e caleule 0 momento 
giroscépico M exercido pelo eixo sobre o rotor em G. 4 


Problema 7/116 


7/117 Acarcaca do motor elétrico é livremente articulada em torno 
do eixo horizontal x, que passa através do centro de massa G do rotor. 
Se o motor esta girando a taxa constante 4 = p, determine a acelera- 
gdo angular que resultaré da aplicagdio do momento M sobre 0 eixo 
vertical se y= = 0. A massa da estrutura e da carcaca 6 considerada 
desprezivel comparada com a massa m do rotor. O raio de giragéo do 
rotor em relagdo ao eixo z é k, e em relagéo ao eixo x é k,,. 


Resp. b= = 
se kh? cos* y + k,* sen? y 


Problema 7/117 


7/118 Os dois discos circulares idénticos, cada um de massa m e 
raio r, estéo girando como uma unidade rigida em torno de seu eixo 
comum. Determine o valor de 6 para o qual nfo ocorrer4é movimento 
de precesséo se a unidade esta livre para se deslocar no espago. 


Problema 7/118 


7/119 Um menino lanca um disco circular fino (como um Frisbee) 
com uma velocidade de giro de 300 rpm. Observa-se o plano do disco 
oscilar através de um Angulo total de 10°. Calcule o perfodo 7 da 
oscilagdo e indique se a precessao 6 direta ou retrégrada. 

Resp. 7 = 0,0996 s, retrégrada 


Problema 7/119 
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7/120 = A figura mostra uma bola de futebol americano em trés con- 
figuragées comuns durante 0 véo. O caso (a) 6 um passe em espiral 
arremessado perfeitamente, com uma velocidade de giro de 120 rpm. 
O caso (6) 6 um passe em espiral com oscilagao, novamente com uma 
velocidade de giro de 120 rpm em torno de seu proprio eixo, mas com 
o eixo oscilando através de um Angulo total de 20°. O caso (c) é um 
chute dado na bola em repouso e que segue girando em torno de seu 
eixo transversal com uma velocidade de rotagdo de 120 rpm. Para 
cada caso, especifique os valores de p, 0, 8 e ¥ conforme definido nes- 
sa secdo. O momento de inércia em relacao ao eixo maior da bola é de 
0,3 vez aquele em relacdo ao eixo transversal de simetria. 


Problema 7/120 


7/121 A barra retangular esta girando no espacgo em torno de seu 
eixo longitudinal 4 taxa p = 200 rpm. Se sew eixo oscila através de 
um Angulo total de 20° conforme mostrado, calcule o periodo 7 da 
oscilagdo. 

Resp, 7 = 0,448 s 


Problema 7/121 


7/122 Um projétil que se desloca através da atmosfera com uma 
velocidade v, que faz um pequeno Angulo @ com seu eixo geométrico, 
6 submetido a uma forca aerodinamica resultante R essencialmente 


no sentido oposto a v conforme indicado. Se R passa através de um 
ponto C ligeiramente a frente do centro de massa G, determine a 
expressdo para a velocidade de giro minima p para a qual o projétil 
ser estabilizado pelo giro com 6 = 0. O momento de inéreia em rela- 
¢&o ao eixo de giro é J e em relagdo a um eixo transversal através de 
G6 In, (Sugestdo: Determine M, e substitua na Eq. 7/27. Expresse 0 
resultado como uma equacéo quadratica em # e determine o valor 
mifnimo de p para o qual a expressdo sob o radical é positiva.) 


Resp. Pinin = 2 JRFUy — cos 8 


Problema 7/122 


&7/123 0 disco circular macigo de massa m e pequena espessura 
esta girando livremente sobre seu eixo a taxa p. Se o conjunto é libe- 
rado na posigdo vertical em 6 = 0 com 6 = 0, determine as componen- 
tes horizontais das forgas A e B exercidas pelos respectivos mancais 
sobre 0 eixo horizontal quando a posigéio 6 = 7/2 € atingida. Despreze 
a massa dos dois eixos em comparacao com m e despreze todo o atri- 
to. Resolva utilizando as equagées de momentos apropriadas. 


Resp. .- (Ep +1) 
B ~mé (7? -16 
2° "2 \o5? 
= 2gl 
onde @ = Pie 


Problema 7/123 


| 
| 
1 
i 
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»7/124 0 satélite de observacdo da Terra esta em uma dérbita cir- 
cular de perfodo r. A velocidade angular do satélite em torno de seu 
eixo y ou eixo de arfagem 6 = 20/7, e as velocidades angulares em 
torno dos eixos x ez so nulas. Desse modo, 0 eixo x do satélite apon- 
ta sempre para o centro da terra. O satélite possui um sistema de 
controle da orientacdo angular com volantes de reagaio, constituido 
pelos trés volantes mostrados, cada um dos quais pode receber um 
torque varidvel de seu motor individual. A velocidade angular 0, do 
volante z em relagdo ao satélite 6 M) no instante de tempo t = 0, e os 
volantes x e y estado em repouso em relagao ao satélite em t = 0. De- 
termine os torques axiais M,, M, e M, que devem ser exercidos pelos 
motores sobre os eixos de seus respectivos volantes a fim de que a 
velocidade angular @ do satélite permanega constante. O momento 
de inércia de cada volante de reagdo em relagéo ao seu eixo é J. As 
velocidades dos volantes de reacio x e z sio fungées harménicas do 
tempo, com um perfodo igual ao da érbita. Represente graficamen- 
te as variacdes dos torques e as velocidades relativas dos volantes 
Q,, O, ¢ O, como fungbes do tempo durante um perfodo da 6rbita. 
(Sugestdéo: O torque para acelerar o volante x 6 igual a reacéo do 
momento giroscdpico sobre o volante z, e vice-versa.) 


Problema 7/124 


7/125 Os dois cones circulares retos homogéneos macigos, cada 
um de massa m, sao fixados um ao outro em seus vértices para for- 
mar uma unidade rigida e estao girando em torno de seu eixo de 
simetria radial & taxa p = 200 rpm. (a) Determine a razao h/r para a 
qual o eixo de rotagao nao realiza precessao. (b) Esboce os cones es- 
pacial e do corpo para o caso onde h/r 6 menor do que a razao critica. 
(c) Esboce os cones espacial e do corpo quando h = r e a velocidade de 
precessio é = 18 rad/s. 
x 


Resp. (a) h = 3 


Problema 7/125 


»17/126 O rotor cilindrico macico possui uma massa de 30 kg e 
esta montado nos mancais A e B da estrutura que gira em torno do 
eixo vertical Z. Se o rotor gira & taxa constante p = 50 rad/s em rela- 
go & estrutura e se a propria estrutura gira a taxa constante 0 = 30 
rad/s, calcule o momento fletor M no eixo em C que a parte inferior 
do eixo exerce sobre a parte superior. Calcule também a energia ci- 
nética T do rotor. Despreze a massa da estrutura. 

Resp. M = 132,11 N+ m, T= 99,7 5 


Dimensées em milimetros 


Problema 7/126 
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7/12 RevisAo po Capituto 
Peta ca SE re Or re 


No Capitulo 7, estudamos a dindmica tridimensional de 
corpos rigidos. O movimento em trés dimensdes acrescenta 
uma complexidade considerdvel as relacdes cinematicas e 
cinéticas. Comparado com o movimento plano, existe agora 
a possibilidade de duas componentes adicionais dos vetores 
que descrevem as grandezas angulares tais como momen- 
to, velocidade angular, quantidade de movimento angular, 
e aceleragao angular. Por essa razd4o, toda a capacidade da 
andlise vetorial torna-se evidente no estudo da dindmieca tri- 
dimensional. 

Dividimos o nosso estudo de dindmica tridimensional em 
cinemAatica, que foi discutida na Secao A do capitulo, e cinéti- 
| ca, que foi tratada na Secdo B. 


Cinematica 
i Organizamos a nossa abordagem de cinematica tridimen- 


sional em ordem crescente de complexidade do tipo de movi- 
mento. Esses tipos sao: 


1. Translagdéo. Como no movimento plano, discutida no Ca- 
pitulo 5 (Cinematica Plana de Corpos Rigidos), quaisquer 
dois pontos em um corpo rigido possuem a mesma veloci- 
dade e aceleracao. 


» 


Rotacéo em Torno de um Eixo Fixo, Nesse caso, 0 ve- 
tor velocidade angular ndo varia a orientacdo, e as expres- 
s6es para a velocidade e a aceleragiéio de um ponto sao fa- 
cilmente obtidas pelas Eqs. 7/1 e 7/2, que s&o idénticas em 
forma as equacées correspondentes do movimento plano 
no Capitulo 5. 


3. Movimento em Planos Paralelos. Esse caso ocorre 
quando todos os pontos em um corpo rigido se deslocam 
em planos que sao paralelos a um plano fixo. Desse modo, 
em cada plano, os resultados do Capitulo 5 so validos. 


4. Rotagéo em Relagao a um Ponto Fixo. Nesse caso, 
ambos o médulo e a diregdo do vetor velocidade angular 
podem variar. Uma vez que a aceleragao angular seja de- 
terminada pela diferenciagio cuidadosa do vetor veloci- 
dade angular, as Eqs. 7/1 e 7/2 podem ser utilizadas para 
determinar a velocidade e a aceleragéo de um ponto. 


cal 


Movimento Geral. Os principios do movimento relativo 
sao uteis para analisar esse tipo de movimento. A veloci- 
dade relativa e a aceleragao relativa so expressas em ter- 
mos de eixos de referéncia com translagéo pelas Eqs. 7/4. 
Quando eixos de referéncia com rotagao sao utilizados, os 
vetores unitérios do sistema de referéncia tém derivadas 
no tempo nao nulas. As Eqs. 7/6 expressam a velocidade 
e a aceleracéo em termos de grandezas referenciadas a 
eixos com rotagao; essas equagées sao idénticas na forma 
aos resultados correspondentes para o movimento plano, 
Eqs. 5/12 e 5/14, As qs. 7/Ta e '7/7b sao as expressbes que 
relacionam as derivadas no tempo de um vetor quando 
medidas em um sistema fixo e quando medidas em rela- 
cao a um sistema que gira. Essas expressées sfo tteis na 
i andlise do movimento geral. 


Cinética 


Aplicamos os princfpios da quantidade de movimento e 


da energia para analisar a cinética tridimensional, como se 
segue. 


1. 


2. 


= 


Quantidade de Movimento Angular. Em trés dimen- 
sées a expressdo vetorial para a quantidade de movimento 
angular possui varias componentes adicionais que estAo 
ausentes no movimento plano. As componentes da quanti- 
dade de movimento angular séo expressas pelas Eqs. 7/12 
e dependem tanto dos momentos quanto dos produtos de 
inércia. Existe um tinico conjunto de eixos, denominados 
eixos principais, para os quais os produtos de inércia sio 
nulos e os momentos de inércia possuem valores estacio- 
narios. Esses valores sio chamados de momentos princi- 
pais de inércia. 


Energia Cinética. A energia cinética do movimento 
tridimensional pode ser expressa ou em termos do mo- 
vimento do centro de massa e em relacdo ao centro de 
massa (Eq. 7/15) ou em termos do movimento em relacdo 
a um ponto fixo (Eq. 7/18). 


Equagées de Movimento em Termos de Quantida- 
de de Movimento. Utilizando os eixos principais pode- 
mos simplificar as equagdes do movimento em termos da 
quantidade de movimento para obter as equacées de Eu- 
ler, igs. 7/21. 


Equagées de Energia. O principio do trabalho-energia 
para o movimento tridimensional é idéntico ao para o mo- 
vimento plano. 


Aplicacées 


No Capitulo 7, estudamos duas aplicacdes de interesse 


particular, isto é, o movimento em planos paralelos e o movi- 
mento giroscdépico. 


1. 


Movimento em Planos Paralelos. Nesse movimento to- 
dos os pontos em um corpo rigido se deslocam em planos 
que séo paralelos a um plano fixo, As equacdes do mo- 
vimento s&o as Eqs. 7/23. Hssas equacées s&o uteis para 
analisar os efeitos do desbalanceamento dinfmico em 
mdaquinas rotativas e em corpos que rolam ao longo de 
trajetérias retilineas. 


Movimento Giroscépico. Esse tipo de movimento ocorre 
sempre que o eixo em torno do qual 0 corpo esta girando, 
esta ele préprio girando em torno de um outro eixo. Apli- 
cacées comuns incluem sistemas de orientacdo inercial, 
dispositivos de estabilizagaio, movimento de orientacdo 
angular de espaconaves, e qualquer situagdo em que um 
rotor girando rapidamente (como o de um motor de avido) 
esta sendo reorientado. No caso em que um torque exter- 
no esta presente, uma andlise basica pode ser feita utili- 
zando a equagao M = Hi. Para o caso de movimento sem a 
presenga de torque de um corpo girando em torno de seu 
eixo de simetria, verifica-se que 0 eixo de simetria executa 
um movimento cénico em torno do vetor quantidade de 
movimento angular fixo. 


i 
i 
| 


432 Capitulo 7 


PROBLEMAS DE REVISAO 


7/127 A casca cilindrica esta girando no espago em torno de seu 
eixo geométrico. Se o eixo sofre uma ligeira oscilagdo, para quais 
razdes de //r o movimento sera de precessdo direta ou retrdgrada? 


Resp. Precessao direta L > Jé 
r 


Precessdo retrégrada L <6 
r 


ve 
oe 


Problema 7/127 


7/128 Seonavio do Exemplo 7/8 esta em um curso reto, mas a sua 
proa esté abaixando enquanto cai no vale de uma onda, determine o 
sentido do momento giroscépico exercido pelo rotor da turbina sobre 
a estrutura do casco e seu efeito sobre o movimento do navio. 


7/129 Um carro experimental 6 equipado com um estabilizador 
giroscépico para neutralizar completamente a tendéncia do carro a 
inclinar ao realizar uma curva (sem variacao na forga normal entre 
os pneus e a pista). O rotor do giroscépio possui uma massa my e um 
raio de giracdo k, e esté montado em mancais fixos sobre um eixo 
que é paralelo ao eixo traseiro do carro. O centro de massa do veiculo 
esté a uma distancia A acima da pista, e o carro esté contornando 
uma curva horizontal sem inclinagdo lateral a uma velocidade v. A 
que velocidade p o rotor deve girar e em que sentido, para neutrali- 
zar completamente a tendéncia do carro a capotar, tanto para uma 
curva & direita como.A esquerda? A massa combinada do carro e do 
rotor 6m. 


Resp. p = ai 


»no sentido oposto as rodas do carro 


7/130 ~~ As rodas do avido a jato esto girando na velocidade an- 
gular correspondente a uma velocidade de decolagem de 150 km/h, 
O mecanismo de retracio opera com @ aumentando 4 taxa de 30° 
por segundo. Calcule a aceleracio angular a das rodas para essas 
condigées. 


Problema 7/130 


7/131 O ventilador elétrico possui uma velocidade constante de 
1720 rpm no sentido indicado com seu eixo orientado conforme mos- 
trado. Se as componentes x e y da velocidade do ponto A na extre- 
midade da pa sdo 15 m/s e -20 m/s, respectivamente, determine o 
médulo v da velocidade da extremidade da pd e 0 didmetro das pas 
do ventilador. 

Resp. v = 25,5 m/s, d = 283 mm 


Problema 7/131 


7/132 Os cursores nas extremidades da haste telescépica AB des- 
lizam ao longo dos eixos fixos mostrados. Durante um intervalo de 
movimento, v4 = 125 mm/s e vg = 50 mm/s. Determine a expressio 
vetorial para a velocidade angular w, da linha de centro da haste 
para a posicao em que y, = 100 mm ey, = 50 mm. 


Problema 7/132 


7/133 O cone macico de massa m, raio da base r, e altura A esta gi- 
rando a uma taxa elevada p em torno de seu préprio eixo e é liberado 
com o seu vértice O apoiado em uma superficie horizontal. O atrito é 
suficiente para impedir o vértice de deslizar no plano x-y. Determine 
o sentido da precessdo 2 e o perfodo 7 de uma rotacao completa em 
torno do eixo vertical z. 

Resp. 0. = Ok, 7 = 4ar°p/(5gh) 
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Problema 7/133 


1/134 A ponta do cone no Prob. 7/133 6, na realidade, levemente 
arredondada, fazendo com que 0 ponto de contato P com a superficie 
de suporte esteja ligeiramente fora do eixo de giro, conforme ilustra- 
do aqui. Na presenca de atrito cinético, mostre por que o Angulo 6 
diminuird lentamente. 


Problema 7/134 


7/135 O disco circular de raio r esté montado no eixo, que é arti- 
culado em O de modo que possa girar em torno do eixo vertical zg. 
Se o disco rola com velocidade constante sem deslizar e realiza uma 
volta completa ao redor do circulo de raio R no tempo 7, determine 
a expressdo para a velocidade angular absoluta w do disco. Utilize 
os eixos x-y-z que giram em torno do eixo zy. (Sugestdo: A velocidade 
angular absoluta do disco é igual a velocidade angular dos eixos adi- 
cionada (vetorialmente) & velocidade angular em relacdo aos eixos, 
conforme observada mantendo x-y-z fixos e girando o disco circular 
de raio R & taxa de 2a/7.) 


=2r/(_R ir) 
Resp o = 22 ( Rare R x| 


2 * \ 
4 : 


A 


Problema 7/135 


7/136 Determine a aceleragdo angular « para o disco circular que 
rola do Prob. 7/135. Utilize os resultados fornecidos na resposta para 
aquele problema. 


7/131 Determine a velocidade v do ponto A sobre o disco do Prob. 
7/185 para a posigéo mostrada. 


4 r2\. 
Resp. Va = ne (2 me = 


7/138 Determine a aceleracio a do ponto A sobre o disco do Prob. 
7/135 para a posicéo mostrada. 


7/139 Um piao constituido por um anel de massa m = 0,52 kg e 
raio médio r = 60 mm é montado em um eixo central pontiagudo com 
raios de massa desprezivel. O pido recebe uma velocidade de giro de 
10 000 rpm ¢ é liberado sobre a superficie horizontal com 0 ponto O 
permanecendo em uma posigdo fixa. Observa-se o eixo do pido fazer 
um Angulo de 15° com a vertical enquanto realiza precessao. Deter- 
mine o ntiimero N de ciclos de precessdo por minuto. Identifique tam- 
bém o sentido da precessao e esboce os cones do corpo e espacial. 
Resp, N = 1,988 ciclo/min 


Problema 7/139 
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7/140 O disco circular uniforme com 100 mm de raio e pequena 
espessura possui uma massa de 3,6 kg e esta girando em torno de 
seu eixo y’ & taxa N = 300 rpm com seu plano de rotagao inclinado 
em um Angulo constante 6 = 20° em relagéio ao plano vertical x-z. 
Simultaneamente, o conjunto gira em torno do eixo fixo z 4 taxa 
p=60rpm. Calcule a quantidade de movimento angular Hg do disco 
isolado, em relacdo A origem O das coordenadas x-y-z. Calcule tam- 
bém a energia cinética T do disco. 


Problema 7/140 


7/141 Resolva o Prob. 7/140 quando £, em vez de ser constante em 
20°, estd crescendo a taxa constante de 120 rpm. Encontre a quan- 
tidade de movimento angular Hy do disco para o instante em que 
B = 20°. Calcule também a energia cinética T' do disco. T 6 depen- 
dente de p? 
Resp, Ho = 0,1181i + 0,550j + 1,670k N-m-s 
T = 15,45 J, Nao 


7/142 O desbalanceamento dinfmico de um determinado vira- 
brequim é aproximado pelo modelo fisico apresentado, onde 0 eixo 
sustenta trés esferas pequenas de 0,6 kg fixadas por hastes de mas- 
sa desprezivel. Se o eixo gira na velocidade constante de 1200 rpm, 
calcule as forgas Ry e Rp que agem sobre os mancais. Despreze as 
forgas gravitacionais. 


Vista frontal 


Probiema 7/142 


7/143 Cada uma das duas barras dobradas em Angulo reto possui 
uma massa de 1,2 kg e é paralela ao plano horizontal x-y. As barras 
esto soldadas a haste vertical, que gira em torno do eixo z com uma 
velocidade angular constante N = 1200 rpm. Calcule o momento fle- 
tor M na base O da haste. 

Resp. M = 337 N -m 


Problema 7/143 


7/144 Cada uma das placas com o formato de um quadrante de 
cfreulo possui uma massa de 2 kg e esté presa ao eixo vertical mon- 
tado no mancal fixo em O, Calcule o médulo M do momento fletor no 
eixo em O, para uma velocidade de rotagéo constante N = 300 rpm. 
Considere as placas como tendo a forma exata de um quadrante de 
cireulo. 


Problema 7/144 


7/145 Calcule o momento fletor M no eixo em O para o conjunto 
em rotagdo do Prob. 7/144, quando parte do repouso com uma acele- 
racdo angular inicial de 200 rad/s”. 

7 Resp. M = 2,70N-m 
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®7/146 Desenvolva a Eq. 7/24, relacionando as forgas 4s acelera- y 

¢ées para um elemento diferencial do anel fino de massa m. O anel Gil Q 
possui uma velocidade angular constante p em torno do eixo z e re- for 

cebe uma velocidade angular constante adicional 0 em torno do eixo 
y por meio da aplicacéo de um momento externo M (nado mostrado). 
(Sugestdo: A aceleracaéo do elemento na diregao z é devida (a) a va- 
riagao no médulo da componente de sua velocidade nessa diregao em 
conseqiiéncia de © e (b) & variagdo na diregao da componente x de 
sua velocidade.) 


Problema 7/146 


ML, UTE, oe LY 
MT y LU ibe Bees” Mh __. Ly) 


Essa ilustrag4o mostra os elementos da suspensao dianteira esquerda, em um automével com tracae em tadas as rodas. A mola e o amor- 
tecedor sao coaxiais nessa suspensao do tipo McPherson. 


Cortesia de David R. Kraige 
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Vipracdo E REsposta 


No Dominio po TEMPO 


DESCRICAO DO CAPITULO 
8/1 Introducdo 


8/2  Vibracdo Livre de Particulas 
8/3 Vibracdo Forcada de Particulas 


8/1. IntRopuUcAo 


Uma classe importante e especial de problemas em dina- 
mica trata dos movimentos lineares e angulares de corpos 
que oscilam ou, por outro lado, respondem a perturbacées 
aplicadas na presenca de forcas restauradoras. Alguns exem- 
plos dessa classe de problemas dindmicos so a resposta de 
uma estrutura de engenharia a terremotos, a vibracgdo de 
uma maquina rotativa desbalanceada, a resposta no dominio 
do tempo da corda dedilhada de um instrumento musical, a 
vibracdo induzida pelo vento das linhas de transmissao de 
energia elétrica, e a vibracdo das asas de avides devida a for- 
gas aerodinamicas. Em muitos casos, os niveis excessivos de 
vibracdéo devem ser reduzidos para se adaptar a limitagées 
dos materiais ou a fatores humanos. 

No exame de todo problema de engenharia devemos re- 
presentar o sistema sob andlise por um modelo fisico. Po- 
demos freqiientemente representar um sistema continuo ou 
de pardmeiros distribuidos (sistema em que a massa e 0s 
elementos flexiveis estaéo distribuidos continuamente pelo 
espaco) por um modelo discreto ou de pardmetros concentra- 
dos (sistema em que a massa e os elementos flexiveis sao 
distintos e concentrados). O modelo simplificado resultante 
é particularmente preciso quando algumas partes de um 
sistema continuo possuem relativamente maior massa, em 
comparacéo com outras partes. Por exemplo, o modelo fisico 
do eixo da hélice de um navio é freqiientemente considerado 
como sendo uma haste sem massa, mas que pode sofrer tor- 
¢ao, com um disco fixado rigidamente em cada extremidade, 
um disco representando a turbina e 0 outro representando a 
hélice. Como um segundo exemplo, observamos que a massa 
das molas pode freqiientemente ser desprezada em compara- 
co com a dos corpos aos quais estado fixadas. 

Nem todo sistema é redutivel a um modelo discreto. Por 
exemplo, a vibracdo transversal de um trampolim apés o sal- 
to do atleta 6 um problema relativamente dificil de vibragdo 
com parametros distribuidos. Neste capitulo, iniciaremos 
o estudo de sistemas discretos, limitando nossa discussdo 
aqueles cujas configuragdes podem ser descritas por uma 
varidvel de deslocamento. Esses sistemas possuem wm grau 
de liberdade. Para um estudo mais detalhado, que inclui o 
tratamento de dois ou mais graus de liberdade e de sistemas 
continuos, vocé deve consultar um dos muitos livros dedica- 
dos exclusivamente ao tépico de vibragées. 


8/4 Vibracdo de Corpos Ri: 
8/5 Métodos de Energia 
8/6 Revisdo do Capitulo 


O restante do Capitulo 8 é dividido em quatro secées: a 
Seco 8/2 discute a vibracdo livre de particulas e a Secdo 
8/3 apresenta a vibragdo forcada de particulas. Cada uma 
dessas duas segdes é subdividida em categorias de movimen- 
to néo amortecido e amortecido. Na Secdo 8/4, discutimos a 
vibragéo de corpos rigides. Finalmente, uma abordagem de 
energia para a solugdo de problemas de vibracdo é apresen- 
tada na Secio 8/5. 

O assunto de vibracées 6 uma aplicacdo direta dos princi- 
pios da cinética tal como desenvolvidos nos Capitulos 3 e 6. 
Em particular, um diagrama de corpo livre completo traca- 
do para um valor positivo arbitrdrio da varidvel de desloca- 
mento, seguido pela aplicacéo das equacées apropriadas que 
regem a dinamica, permitird obter a equacdo de movimento. 
A partir dessa equagéo de movimento, que 6 uma equacao di- 
ferencial ordindria de segunda ordem, vocé pode obter todas 
as informagées de interesse, tais como a freqiiéncia do movi- 
mento, 0 periodo, ou 0 movimento propriamente dito, como 
uma fungao do tempo. : 


8/2 Visracdo Livre ve Particutas 
enc REEMA RCE 

Quando um corpo acoplado a uma mola é perturbado a 
partir da sua posigéo de equilfbrio, o seu movimento resul- 
tante, na auséncia de quaisquer forgas externas impostas, é 
denominado vibragdo livre. Em todo caso real de vibragao li- 
vre, existe alguma forga de retardo ou de amortecimento que 
tende a diminuir o movimento. As forgas usuais de amorteci- 
mento sdo aquelas devidas ao atrito mecanico e de um fluido. 
Nessa segéo vamos considerar inicialmente 0 caso ideal em 
que as forgas de amortecimento sao pequenas o suficiente 
para serem desprezadas. Em seguida, discutiremos o caso 
em que o amortecimento é significativo e deve ser levado em 
consideragdo. 


Equacao de Movimento para Vibracdo Livre Nao 
Amortecida 


Iniciamos considerando a vibragdo horizontal do sistema 
massa-mola simples sem atrito da Fig. 8/la. Note que a va- 
ridvel x indica o deslocamento da massa a partir da posicao 
de equilfbrio, que, para esse sistema, é também a posicéo de 
deflexdo nula da mola. A Fig. 8/1b apresenta um grafico da 
forca F, necesséria para deformar a mola contra a deflexdo 
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correspondente da mola, para trés tipos de molas. Embora 
molas ndo lineares, com endurecimento e com amolecimen- 
to, sejam titeis em algumas aplicacées, restringiremos nossa 
atencao & mola linear. Essa mola exerce uma forga restau- 
radora —kx sobre a massa ~ isto 6, quando a massa é deslo- 
cada para a direita, a forga da mola 6 para a esquerda, e 
vice-versa. Devemos ser cuidadosos para distinguir entre as 
forcas de médulo F, que devem ser aplicadas a ambas as 
extremidades da mola sem massa para provocar tracgdo ou 
compressio e a forca F = —kx de igual médulo que a mola 
exerce sobre a massa. A constante de proporcionalidade k é 
chamada de constante de mola, ou rigidez e possui as unida- 
des N/m ou kgf/m. ; 

A equagéio do movimento para o corpo da Fig. 8/1a é obti- 
da tragando inicialmente o seu diagrama de corpo livre. Apli- 
cando a segunda lei de Newton na forma &F,, = mx fornece 


kx =m ou mk + kx =0 (8/1) 


A oscilagao de uma massa submetida a uma forga restaura- 
dora linear tal como a descrita por essa equacdo é denomina- 
da movimento harménico simples e se caracteriza pela ace- 
leragéo que é proporcional ao deslocamento, porém de sinal 
oposto. A Eq. 8/1 6 normalmente escrita como 


(8/2) 


onde 


(8/3) 


é uma substituicao conveniente cujo significado fisico sera 
esclarecido em breve. 


Solucio para Vibracado Livre Nao Amortecida 


Como antevemos um movimento oscilatério, procuramos 
uma solugdo que fornega x como uma fungao periddica do 
tempo. Nesse caso, uma escolha légica 6 


x=Acos@,t + B sen w,t (8/4) 
ou, de modo alternativo, 
x=C sen (w,t + p) (8/5) 


Asubstituigado direta dessas expressdes na Eq. 8/2 comprova 
que cada expresso é uma solucéo valida para a equagao do 
movimento. Determinamos as constantes Ae Bou Ce y,a 
partir do conhecimento do deslocamento inicial x» e da velo- 
cidade inicial x) da massa. Por exemplo, se trabalhamos com 
a solucdo na forma da Eq. 8/4 e calculamos x e % no instante 
de tempo ¢ = 0, obtemos 


XMygaA e Xo = Bo, 


A substituicao desses valores de.A e B na Kq. 8/4 produz 


2 = 29 008 Wipf +2 gen cpt (8/6) 
@,, 

As constantes C e ¢ da Eq. 8/5 podem ser determinadas, 
em termos das condigées iniciais fornecidas, de uma forma 
semelhante, O cdlculo da Eq. 8/5 e de sua primeira derivada 
no tempo em t = 0 fornece 


Xj=Csenp e x = Cw, cos 


Resolvendo para Ce # produz 


C= Jaq? + Golo,” wy = tan" (xger,/%q) 


A substituicao desses valores na Eq. 8/5 fornece 


x = xq? + Gol@,)? sen [w,t + tan” xpm,/%q)] (8/7) 


As Eqs. 8/6 e 8/7 representam duas expressées matematicas 
diferentes para 0 mesmo movimento em funcao do tempo. 
Observamos que C = /A? + B? e y= tan“4(A/B). 


Representacdo Grafica do Movimento 


O movimento pode ser representado graficamente, Fig. 
8/2, onde se observa que x é a projegéo sobre um eixo ver- 
tical do vetor giratério de comprimento C. O vetor gira na 
velocidade angular constante w, = Jhim, que 6 denominada 
freqiiéncia circular natural e possui as unidades de radia- 
nos por segundo. O ntimero de ciclos completos por unidade 
de tempo é a fregiiéncia natural f,, = w,/27 e 6 expressa em 
hertz (1 hertz (Hz) = 1 ciclo por segundo). O tempo necessario 
para um ciclo completo de movimento (uma rotagdo do vetor 
de referéncia) é o periodo do movimento e é dado por t = 
Vf, = 2a/e,. 

Verificamos também a partir da figura que x é a soma 
das projecdes sobre 0 eixo vertical de dois vetores perpen- 
diculares cujos médulos so A e B e cuja soma vetorial C é 
a amplitude. Os vetores A, B e C giram juntos com a veloci- 
dade angular constante ,. Desse modo, como jé haviamos 
determinado,C = JA? + B? e w= tan (A/B). 
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Figura 8/2 


Posicado de Equilibrio como Referéncia 


Como uma observacdo adicional sobre a vibragdo livre 
nao amortecida de particulas verificamos que, se o sistema 
da Fig. 8/la 6 girado de 90° no sentido hordrio para obter 
o sistema da Fig. 8/3, onde 0 movimento é vertical em’ vez 
de horizontal, a equac&o do movimento (e, portanto, todas 
as propriedades sistema) permanece inalterada se continu- 
amos a definir x como o deslocamento a partir da posicao de 
equilibrio. A posi¢do de equilibrio envolve agora uma defle- 
xdo nao nula da mola 6,,,.A partir do diagrama de corpo livre 
da Fig. 8/3, a segunda lei de Newton fornece 


R64, + %) + mg = mx 


Na posic&o de equilibrio estatico x = 0, 0 somatério das forcas 
deve ser nulo, de forma que 
—ké, 


est 


+mg=0 


Nesse caso, verificamos. que o par de forgas -k6,,, e mg do 
lado esquerdo da equagao do movimento se cancelam, for- 
necendo 


mi + kx =0 


que é idéntica a Kq. 8/1. 
A conclusao aqui é que, definindo a varidvel de desloca- 
mento para ser nula na posigéo de equilibrio estatico, e nao 


ANNAN: 
= 4 


i 


Gos + x) 


% 


Posiga&o de 
equilibrio 


Figura 8/3 


na posicio de deflexao nula da mola, podemos desconsiderar 
as forcas iguais e opostas associadas ao equilibrio.” 


Equacdo do Movimento para Vibracdo Livre Amortecida 


Todo sistema mecanico possui algum grau intrinseco de 
atrito, que dissipa energia mecfnica. Modelos mateméticos 
precisos das forcas dissipativas de atrito si0, em geral, com- 
plexos. O amortecedor viscoso é um dispositivo adicionado 
intencionalmente aos sistemas com a finalidade de limitar 
ou retardar a vibragdo. E composto de um cilindro preenchi- 
do com um fluido viscoso e um pistéo com orificios ou outras 
passagens por onde 0 fluido pode escoar de um lado do pistaéo 
para o outro. Amortecedores simples dispostos como mos- 
trado esquematicamente na Fig. 8/4a exercem uma forga F, 
cujo médulo é proporcional & velocidade da massa, conforme 
representado na Fig. 8/4b. A constante de proporcionalidade 
c 6 chamada de coeficiente de amortecimento viscoso e possui 
unidades de N-s/m ou kgf:s/m. O sentido da forga de amorte- 
cimento quando aplicada 4 massa é oposto ao da velocidade 
x. Desse modo, a forga sobre a massa 6 —cx. 

Amortecedores complexos com vdlvulas unidirecionais 
dependentes da taxa de escoamento interno podem produ- 
zir diferentes coeficientes de amortecimento quando em ex- 
tensao e quando em compressao; caracterfsticas nao linea- 
res também sao possiveis. Restringiremos nossa atencao ao 
amortecedor linear simples. 

A equacaéo do movimento para o corpo com amortecimento 
é determinada a partir do diagrama de corpo livre conforme 
apresentado na Fig. 8/4a. A segunda lei de Newton fornece 


kx - cx =mi ou mitck+kx=0 (8/8) 


Além da substituicdéo w, = /k/m, é conveniente, por razdes 
que em breve se tornarao evidentes, introduzir o agrupa- 
mento das constantes 


£=c/(2me,) 


A grandeza ¢ (zeta) é chamada de fator de amortecimento 
viscoso ou razdo de amortecimento e 6 uma medida da inten- 


*Para sistemas nao lineares, todas as forcas, inclusive as forgas estaticas asso- 
ciadas com 0 equilibrio, devem ser incluidas na andlise. 
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sidade do amortecimento. Vocé deve verificar que £ 6 adimen- 
sional. A Eq. 8/8 pode agora ser escrita como 


(8/9) 


Solucado para Vibracao Livre Amortecida 


Para resolver a equacéo de movimento, Eq. 8/9, assumi- 
mos solugées da forma 


x = Ae’ 
A substituigéo na Eq. 8/9 produz 
A? + 2lw,A + 0,2 = 0 
que é denominada equacdo caracteristica. Suas raizes sao 
Ap=0,(-$+ VF-D Ag= a,(-g ~ VP -1) 


Sistemas lineares tém a propriedade de superposi¢do, o que 
significa que a solucdo geral é a soma das solucdes individu- 
ais, cada uma das quais corresponde a uma raiz da equacdo 
caracteristica. Dessa forma, a solucdo geral 6 


x = Aye*? + Ager? 
= Aye bt VE—Dent 4 AgeE VP Det (8/10) 


Categorias de Movimento Amortecido 


Uma vez que 0 = { < ~, 0 radicando (¢ — 1) pode ser 
positivo, negativo, ou mesmo nulo, o que da origem as trés 
seguintes categorias de movimento amortecido: 


I. {> 1 (superamortecido). As raizes A, € A, so niimeros 
distintos, reais, e negativos. O movimento conforme 
definido pela Eq. 8/10 decai de modo que x tende a 
zero para valores grandes do tempo ¢. Nao ha nenhu- 
ma oscilagdo e, portanto, nenhum periodo associado 
ao movimento. 

IL £= 1 (criticamente amortecido). As raizes h, @ Ag sdo 
numeros iguais, reais, e negativos (A, = Ag = —w,). A 
solucdo da equacao diferencial para o caso especial de 
raizes iguais é dada por 


x = (Ay + Agfie ent 


Mais uma vez, 0 movimento decai com x tendendo 
a zero para um tempo grande, e o movimento é nao 
periéddico, Um sistema com amortecimento critico, 
quando excitado com uma velocidade ou deslocamen- 
to inicial (ou ambos), atingird o equilibrio mais rapi- 
damente do que um sistema superamortecido. A Fig. 
8/5 ilustra as respostas reais tanto para um sistema 
superamortecido quanto para um criticamente amor- 
tecido para um deslocamento inicial xg e velocidade 
inicial nula (%) = 0). 

UL. ¢ < 1 (subamortecido). Observando que o radicando 
(2 — 1) é negativo e lembrando que e*») = e“e, pode- 
mos reescrever a Eq. 8/10 como 


n= {Aye Pont + Age V1 Pent ye tent 
onde i = /—1. E conveniente fazer com que uma nova 


varidvel w, represente a combinacao w, /1 — 7, Des- 
se modo, 


x= {A,einat + Age iat} e bent 


A utilizagéo da formula de Euler e** = cos x + i sen 
x, permite escrever a equacéo anterior como 


x = {A,(cos wgt +i sen @yt) + Ag(cos wgt — i sen ayt)}e eo 


= {(A, + Ag) cos wyt + i(A; ~ Ag) sen wgt}e 


= {Ag cos wgt + Ay sen wgthe bent (8/11) 
x, mm 
30 Condigdes: m = 1 kg, k = 9 N/m 
xq = 30 mm, xp = 0 
20/- 
ga c= 15 N-s/m (C= 2,5), superamortecido 
ce =6N-s/m (€= 1), amortecimento critico 
10; 
0 H 
0 1 2 3 a8 


Figura 8/5 


onde Ag = (A, + Ay) e A, = i(A, — Ay). Mostramos com 
as Eqs. 8/4 e 8/5 que a soma de dois harménicos de 
freqiiéncias iguais, tais como aqueles entre as cha- 
ves da Eq. 8/11, podem ser substituidos por uma uni- 
ca fungao trigonométrica que envolve um Angulo de 
fase. Desse modo, a Eq. 8/11 pode ser escrita como 


x ={C sen (gt + p)}e~fent 
ou 


x = Cent sen (wyt + y) (8/12) 


A Eq, 8/12 representa uma funcdo harmdnica decres- 
cente exponencialmente, como apresentado na Fig. 
8/6 para valores numéricos especfficos. A freqiiéncia 


@g = Ov — 2 


échamada de freqiiéncia natural amortecida. O perio- 
do amortecido é dado por ty = 27/w4 = 2alw,/1 — £). 


§ importante notar que as expressdes desenvolvidas para 
as constantes C e yj, em termos das condigdes iniciais para 
0 caso de auséncia de aiortecimento, nao sao vdlidas para 
0 caso com amortecimento. Para determinar C e  quarido 0 
amortecimento esta presente, vocé deve reiniciar, definindo a 
expressdo geral do deslocamento da Eq, 8/12 e sua primeira 
derivada no tempo, ambas avaliadas no instante ¢ = 0, iguais 
ao deslocamento inicial x9 ¢ a velocidade inicial xp, respecti- 
vamente. 


Condigées: m = 1 kg, k = 36 N/m 
e = 1N-s/m (¢ = 0,0883) 
%q = 30 mm, %) = 0 


Figura 8/6 


Exemplo 8/1 


Um corpo de 10 kg esta suspenso por uma mola de constante k = 2,5 kN/m. No ins- 
tante de tempo ¢ = 0, possui uma velocidade para baixo de 0,5 m/s quando passa através 


da posigéo de equilibric estatico. Determine 
(a) a deflexio estatica da mola 8, 


(6) a freqiiéncia natural do sistema tanto em rad/s (w,,) quanto em ciclos/s Gf) 


(c) . 0 periodo do sistema + 


(d). 0 deslocamento x como uma fungéo do tempo, onde x 6 medido 4 partir da posi- 


¢4o de equilfbrio estatico 
(e) avelocidade maxima v,,4, atingida pela massa 
(f) aaceleragio maxima a,,,;, atingida pela massa. 
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Determinacdo Experimental do Amortecimento 


Muitas vezes precisamos determinar experimentalmen- 
te o valor do fator de amortecimento ¢ para um sistema 
subamortecido. O motivo usual é que o valor do coeficiente 
de amortecimento viscoso c nao é bem conhecido de outra 
maneira. Para determinar 0 amortecimento, podemos exci- 
tar o sistema segundo condigées iniciais e obter um grafico 
do deslocamento x contra o tempo t, tal como o apresentado 
esquematicamente na Fig. 8/7. Medimos entao duas ampli- 
tudes sucessivas x, e x, separadas de um ciclo completo e 
calculamos a sua razio. 


x. Sant; 
ay Cem fonts = ebionta 


Bq Cement tr) 


O decremento logaritmico & 6 definido como 


6=In (2) = b@, Ty = bey pee Lee samt. 
2, 


oJt-@ fl-? 


A partir dessa equagdo, podemos resolver para £ e obter 
6 


V(Qar)? + 8? 


Para um fator de amortecimento pequeno, x1 =x, e << 1, de 
modo que { = /27. Se x, e x, tém valores tao préximos que 
a distingéo experimental entre eles 6 impraticavel, a andlise 
anterior pode ser modificada utilizando a observacio de duas 
amplitudes que esto separadas de n ciclos. 
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Solugdo. (a) A partir da relacdo para a mola F, = kx, verificamos que no equilibrio 
_ m8 _ 10,81) 


@ ME = Rb oxy 8.56 =| 73500 7 0,0392 m ou 39,2 mm Resp. 
k 2500 
(b) Wy, = fe = [2 = 15,81 rad/s Resp. 
f, = (15,81) (Z) = 2,52 ciclos/s Resp. 
2a, 
(c) eels 0,397 s Resp. 
Oo) 2,52 ” 
(d) Pela Eq. 8/6: 
Xo 
X= Xq COS w,f + — sen wt 
n 
= (0) cos 15,81¢ + 22 sen 15,81¢ 
i 15,81 . 
= 0,0816 sen 15,81 m ou 31,6 sen 15,81¢ mm Resp. 


Como um exercicio, vamos determinar x a partir da Eq. 8/7 alternativa: 


x 
x= Jaq? + Golo, sen [ot + tant (‘="")| 


Xo 


2 1 
= _/0? + (25) sen [issu +tan7! (oassn)| 


= 0,0816 sen 15,81¢ 


(e) A velocidade 6 ¢ = 15,81 (0,0316) cos 15,81¢ = 0,5 cos 15,81, Como a fungao cos- 
seno n&o pode ser superior a 1 ou inferior a —1, a velocidade maxima v,p4, 6 de 0,5 m/s, 


que, nesse caso, é a velocidade inicial. Resp. 
(f) A aceleragao & 
& = —16,81(0,5) sen 15,81¢ =.~-7,91 sen 15,81¢ 
A aceleragéo maxima a4, 6 de 7,91 m/s’, Resp. 


Exemplo 8/2 


O corpo de 8 kg é deslocado de 0,2 m para a direita a partir da posigéo de equilibrio e 
é liberado a partir do repouso no instante de tempo ¢ = 0. Determine o seu deslocamento 
no instante de tempo ¢ = 2 s. O coeficiente de amortecimento viscoso ¢ 6 de 20 N-s/m, e 
a rigidez da mola k é de 32 N/m. 


Solugao. Devemos determinar inicialmente se 0 sistema é subamortecido, criticamen- 
te amortecido, ou superamortecido. Com esse objetivo, caleulamos o fator de amorteci- 
mento ¢. 


o, = elm = (32/8 = 2 rad/s é 20 _ 0,625 


$= ome, 28)@) 


Uma vez que ¢ < 1, 0 sistema 6 subamortecido. A freqiiéncia natural amortecida é 
wg = 0,1 - 2 = 2/1 ~ (0,625) = 1,561 rad/s. O movimento é descrito pela Eq. 8/12 
eé 


x = Cent sen (wet + Yi) = Ce~h?5 sen (1,561¢ + p) 
A-velocidade é ent&o 
& = ~1,25Ce“}"' gen (1,561£ + y) + 1,561Ce- 125 cos (1,561¢ + #) 
Calculando o deslocamento e a velocidade no instante de tempo t = 0 obtemos 
ty = C sen f = 0,2 Xy = —1,25C sen yp + 1,561C cos » = 0 


Resolvendo as duas equagdes para C e  obtemos C = 0,256 m e y= 0,896 rad. Portanto, 
o deslocamento em metros é 


x = 0,256e~ 25 sen (1,561¢ + 0,896) 
@® Calculando para 0 tempo é = 2 s obtemos x2 = —0,01616 m. 


Resp. 


a. A 1 = RSet, 
Fs kage + 2) hx 
Sect 
Posigéo dey _ ao: 

equilibrio i 
me { 
mg 

Sugestdes Uteis 


@ Vocé deve.agir sempre com extrema cautela 
em relagéo as unidades. No estudo de vi- 
bracées, 6 muito facil cometer erros devido 
A confusao de metros e milfmetros, ciclos e 
radianos, e outros pares que freqiientemen- 
te entram nos célculos. 

@® Lembre-se de que quando referenciamos o 
movimento A posicéo de equilibrio estati- 
co, a equacéo do movimento, e conseqiien- 
temente a sua solugdo, para o sistema em 
andlise 6 idéntica aquela para o sistema 
vibrando horizontalmente. 


Posigao de 
equilibrio > . 


t mg 
cx = 20x 


kx = 32x 


Sugestao Util 

@, Observamos que o fator exponencial e-?* 
€ 0,0821 em ¢.=.2's. Desse modo,.f = 0,625 
representa win atnortecimento intenso, em- 
bora o movimento ainda seja oscilatério. 
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Exemplo 8/3 


As duas polias fixas, que giram em sentidos opostos, sao acionadas na mesma velo- 
cidade angular w). Uma barra com segdo transversal circular é colocada fora de centro 
sobre as polias conforme mostrado. Determine a freqiiéncia natural do movimento re- 
sultante da barra. O coeficiente de atrito dinamico entre a barra e as polias 6 j4,. 


i Posigéo ay! 
central \; 
Solugdo. O diagrama de corpo livre da barra 6 construido para um deslocamento arbi- Lo 2 a ; 
trario x a partir da posi¢éo central como mostrado. As equagées sao ; 2 f . 2 | | 
a es | nal | 
(ZF, = mx] tN, — tyNg = mi Ger me - 1 
Scorer G 3) — 
LaF, = 0} N4at+Ng-mg=0 HyNa t { HN 
N, Nz 
® (eM, = 01 aN,~ (s +2)mg =0 os 


Eliminando N, e Ng da primeira equagao fornece Sugestdes Uteis 


pn @ Como a barra é esbelta e nao gira, o uso de 

@ Et—g-x=0 uma equacao de equilibrio para o momento 
é justificado 

@® Observamos que a velocidade angular w, 
nao entra na equacéo de movimento. A ra- 


Reconhecemos a forma dessa equacéio como sendo a da Eq. 8/2, de modo que a freqiién- 
cia natural em radianos por segundo é , = /24,g/a e a freqiiéncia natural em ciclos 


or segundo ¢ z&o para isso 6 nossa hipétese de que a forca 
7 fi™ a V2u,gla Resp. de atrito dinamico nado depende da velocida- 
. es de relativa na superficie de contato. 
‘ 
PROBLEMAS 8/3 Determine a freqiiéncia natural do sistema massa-mola, tanto 
| em radianos por segundo quanto em ciclos por segundo (Hz). 
(Salvo indicag&éo em contrdrio, todas as varidveis de movimento se Resp. w, = 18 rad/s, f, = 2,86 Hz 


referem a posig&o de equilfbrio.) 


Problemas Introdutorios ~ Vibragées Livres, Nao 
Amortecidas 


8/1 Quando um colar de 3 kg é colocado sobre o prato da balanca 
que esta preso 4 mola de constante desconhecida, observa-se que a 
deflexio estatica adicional é de 42 mm. Determine a constante da 
mola k em N/m, kgf/cm. e kgf/m. 


Resp. k = 701 N/én 
k = 0,71 kgf/em Problema 8/3 
k= 71,8 kgf'm 


8/4 Para o sistema do Prob. 8/3, determine a posigéo x da massa 
como uma fungao do tempo se a massa é liberada a partir do repou- 
so no instante de tempo t = 0 de uma posig&o 50 mm 4 esquerda da 
posigdo de equilibrio. Determine a velocidade maxima e a aceleragdo 
maxima da massa durante um ciclo do movimento. 


8/5 Para o sistema do Prob. 8/3, determine a posig&o x como uma 
fungdo do tempo se a massa 6 liberada no instante de tempo ¢ = 0a 
partir de uma posi¢do 50 mm & direita da posigao de equilfbrio com 
uma velocidade inicial de 225 mm/s para a esquerda. Determine a 
amplitude C e o periodo 7 do movimento. 
Resp. x = 51,5 sen (18¢ + 1,816) mm 
C= 51,5 mm, r= 0,349 s 


8/6 Para o sistema massa-mola mostrado, determine a deflexdo 
estatica 8,,,, 0 periodo + do sistema, e a velocidade maxima u,,4, que 
resultam quando o cilindro é deslocado de 100 mm para baixo a par- 
tir de sua posig&o de equilfbrio ¢ solto. 


Problema 8/1 


8/2 Mostre que a freqiiéncia natural de um sistema massa-mola 
orientado verticalmente, tal como o do Prob. 8/1, pode ser expressa 
como @, = V8/deg, onde 5,4, 6 a deflexdo estatica. 
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Posigao de 
equilibrio— | re 


y 
Problema 8/6 


8/7 Ocilindro do sistema do Prob. 8/6 é deslocado de 100 mm para 


* baixo a partir de sua posigdo de equilibrio e solto no instante de 


tempo ¢ = 0. Determine a posicdo y, a velocidade v, e a aceleracio a 
quando ¢ = 3s. Qual é a aceleragéo maxima? 
Resp. y = —0,0548 m, v = — 0,586 m/s 
a = 2,68 m/s”, ang, = 4,9 m/s? 


8/8 Na posicado de equilibrio, o cilindro de 30 kg provoca uma de- 
flexdo estatica de 50 mm na mola helicoidal. Se o cilindro é abaixado 
um adicional de 25 mm e liberado a partir do repouso, calcule a 
freqiiéncia natural f, resultante da vibragéio vertical do cilindro em 
ciclos por segundo (Hz). 


Problema 8/8 


8/9 Para o cilindro do Prob. 8/8, determine o deslocamento vertical 
x, medido para baixo no sentido positivo em milimetros, a partir da 
posicao de equilfbrio, em termos do tempo ¢, em segundos, medido 
a partir do instante de liberagéo da posig&éo de 25 mm de deflexao 
adicional. 

Resp. x = 25 cos 14,01¢ mm 


8/10 O pistao vertical possui uma massa de 2,5 kg e 6 sustenta- 
do pelas duas molas, que esto sempre em compressao. Calcule a 
freqiiéncia natural f,, de vibragéo do pistao se ele é deslocado da 
posigaéo de equilibrio e liberado a partir do repouso. O atrito na guia 
é desprezivel. 


hy = 3,6 kN/ém 


ky = 1,8 kN/m 


“25 kg 
Problema 8/10 


8/11 Se a massa de 100 kg tem uma velocidade para baixo de 
0,5 m/s quando cruza a sua posig&o de equilibrio, calcule 0 médulo 
Gg, de sua aceleragéo maxima. Cada uma das duas molas possui 
uma rigidez k = 180 kN/m. 

Resp. Gmsx = 30 m/s? 


Problema 8/11 
Problemas Representatives - Vibracdes Livres, Nao 
Amortecidas 


8/12 Prove que a freqiiéncia natural f, de oscilacio da massa m 6 
independente de 6. 


Problema 8/12 


8/13. Um carro velho que esta sendo erguido por um guindaste de 
captagdéo magnética é solto a partir de uma pequena distancia aci- 
ma do solo. Despreze quaisquer efeitos de amortecimento dos seus 
amortecedores estragados pelo uso e calcule a freqiiéncia natural 
f, em ciclos por segundo (Hz) da vibragdo vertical que ocorre apés 0 
impacto com o solo. Cada uma das quatro molas no carro de 1000 kg 
possui uma constante de 17,5 kN/m. Como o centro de massa esta 
localizado na posigéo média entre os eixos e o carro esta horizontal 
quando é liberado, nado ha movimento de rotagdo. Declare quaisquer 
hipdteses. 

Resp. f, = 1,832 Hz 


Eletroima 


Problema 8/13 
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8/14 Durante o projeto do sistema de suporte de molas para a pla- 
taforma de pesagem de 4000 kg, foi decidido que a freqiiéncia de 
vibragao livre vertical na condigdo descarregada nao devera ser su- 
perior a trés ciclos por segundo. (a} Determine a méxima constante 
admissivel da mola k para cada uma das trés molas idénticas. (b) 
Para essa constante de mola, qual seria a freqtiéncia natural f, da 
vibragao vertical da plataforma carregada pelo caminhao de 40 t? 


Problema 8/14 


8/15 Substitua as molas em cada um dos dois casos representados, 
por uma tnica mola de rigidez k (rigidez equivalente da mola), que 
fara com que cada massa vibre com sua freqiiéncia original. 


Resp. (a) k = ky + hy, )F=h44h 


(a) (b) 
Problema 8/15 


8/16 Explique como os valores da massa m, e da constante de 
mola k podem ser determinados experimentalmente se a massa m2 
é conhecida. Desenvolva expressiées para m, e k em termos dos re- 
sultados experimentais especificados. Observe a existéncia de pelo 
menos trés maneiras para resolver o problema. 


Problema 8/16 


8/17 Um homem de 90 kg esta em pé na extremidade de um tram- 
polim e provoca uma oscilacéo vertical que se observa ter um perio- 
do de 0,6 s. Qual é a deflexdo estatica 5,,, na extremidade do tram- 
polim? Despreze a massa do trampolim. 

Resp. 5.5,= 89,5 mm 


bh 


Problema 8/17 


8/18 Com a hipdtese de auséncia de deslizamento, determine a 
massa m do bloco, que deve ser colocado em cima do carrinho de 6 
kg, a fim de que o periodo do sistema seja de 0,75 s. Qual é 0 coefi- 
ciente de atrito estatico minimo py, para o qual o bloco nao deslizara 
em relacdo ao carrinho, se o carrinho é deslocado de 50 mm a partir 
da posic¢aéo de equilibrio e liberado? 


7 Bs 


600 N/m 


ANNAN 


Problema 8/18 


8/19 Calcule a freqiiéncia natural w, do sistema mostrado na figu- 
ra. A magsa € 0 atrito das polias sAo despreziveis. 


Problema 8/19 


8/20 Um pdra-choque de automével que absorve energia, com suas 
molas inicialmente sem deformagéo, possui uma constante de mola 
equivalente de 525 kN/m. Se o carro de 1200 kg se aproxima de uma 
parede de grande massa com uma velocidade de 8 km/h, determine 
(a) a velocidade v do carro como uma funcdo do tempo durante o 
contato com a parede, onde ¢ = 0 é 0 instante de inicio do impacto, e 
(b) a deflexéo maxima x,,,, do para-choque. 


Problema 8/20 
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8/21 Uma pequena particula de massa m esta presa a dois fios 
muito tensos, conforme mostrado. Determine a freqiiéncia natural 
w,, do sistema para pequenas oscilagGes verticais se a tragéo T em 
ambos os fios 6 considerada constante. O célculo do pequeno deslo- 
camento estatico da particula é necessdrio? 

Resp. ©, = [= 


Problema 8/21 


8/22 O grande recipiente de cimento, suspenso pelo guindaste por 
um cabo eldstico, possui uma massa de 4000 kg, Quando o recipiente 
é perturbado, uma oscila¢éo vertical com periodo de 0,5 s 6 observa- 
da. Qual é 0 deslocamento estatico 8,,, do balde? Despreze a massa 
do cabo e considere que o guindaste é rigido para a posigéio de sus- 
tentacdo mostrada. 


Problema 8/22 


8/23 A bdia cilindrica flutua em dgua salgada (massa especffica 
de 1030 kg/m’) e possui uma massa de 800 kg, com um centro de 
massa baixo para manté-la estdével na posigdo vertical. Determine a 
freqiiéncia f,, de oscilacéo vertical da béia. Suponha que o nivel da 
Agua permanece sem perturbagéio na vizinhanga da bdia. 

Resp. f, = 0,301 Hz 


‘Problema 8/23 


8/24 O cilindro de massa m recebe um deslocamento vertical yy a 
partir de sua posigéo de equilibrio e é solto. Escreva a equagiio dife- 
rencial para a vibracdo vertical do cilindro e determine o periodo + 
do seu movimento. Despreze o atrito e a massa da polia. 


Problema 8/24 


8/25 Na figura esta representado um modelo de um edificio de um 
andar. A barra de massa m é apoiada por duas colunas verticais 
elasticas leves, cujas extremidades superior e inferior estdo impedi- 
das de girar. Para cada coluna, se uma forca P e o momento corres- 
pondente M forem aplicados conforme indicado na parte a direita da 
figura, 0 deslocamento 6 sera dado por 5 = PL'/12EI, onde L é 0 com- 
primento efetivo da coluna, F é 0 médulo de Young, e J é o momento 
de inércia de 4rea da secéo transversal da coluna em relacao a seu 
eixo neutro, Determine a freqiiéncia natural de oscilag&o horizontal 
da barra, quando as colunas se flexionam como mostrado na figura. 


Problema 8/25 


8/26 Desenvolva a equacéo diferencial do movimento para o sis- 
tema mostrado, em termos da varidvel x,. A massa do mecanismo 
é desprezivel. Determine a freqiiéncia natural ,’ em rad/s para o 
caso ky = ky =k e my = my = m. Assuma pequenas oscilacdes durante 
todo o movimento. 


Problema 8/26 


8/27 Um pedaco de 3 kg de massa de vidraceiro cai de uma altura 
de 2 m sobre o bloco de 28 kg inicialmente parado, que é apoiado por 
quatro molas, cada uma das quais possui uma constante & = 800 N/m. 
Determine o deslocamento x como uma fungao do tempo durante a 
vibracdo resultante, onde x 6 medido a partir da posig&o inicial do 


. bloco, como mostrado. 


- Resp. x = 9,20(10-°)(1 — cos 10,162) 
+ 59,7(107) sen 10,16¢ m 


tin 


Problema 8/27 


Problemas Introdutérios ~ Vibracées Livres, Amortecidas 


8/28 Determine o valor do fator de amortecimento ¢ para o siste- 
ma massa-mola-amortecedor simples apresentado. 


Problema 8/28 


8/29 Determine o valor do coeficiente de amortecimento viscoso ¢ 
para o qual o sistema apresentado € criticamente amortecido. 
: Resp. c = 2050 N-s/m 


Problema 8/29 


8/30 O corpo de 3,6 kg do Prob. 8/28 é liberado a partir do repouso 
a uma distancia x) a direita da posicao de equilibrio. Determine o 
deslocamento x como uma funcdo do tempo #, onde z = 0 é 0 instante 
da liberagao. 


8/31 A adic&o de amortecimento a um sistema massa-mola nao 
amortecido provoca um aumento de 25% em seu periodo. Determine 
o fator de amortecimento & 

Resp. £=0,6 


8/32 Um oscilador harménico linear que possui uma massa de 
1,10 kg 6 colocado em movimento com um amortecimento viscoso. Se 
a freqiiéncia 6 de 10 Hz e se duas amplitudes sucessivas, separadas 
de um ciclo completo, sao medidas como 4,65 mm e 4,30 mm, confor- 
me mostrado, calcule o coeficiente de amortecimento viscoso c. 
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x, mm 


Problema 8/32 


8/33 Determine o valor do coeficiente de amortecimento viscoso c 
para o qual o sistema apresentado é criticamente amortecido. 
Resp. ¢ = 2240 N-s/m 


Problema 8/33 


8/34 0 cilindro de 2,5 kg sustentado por molas é colocado em vi- 
brago livre vertical e se observa que ele possui um perfodo de 0,75 
8 na parte (a) da figura. O sistema é em seguida totalmente imerso 
em um banho de dleo na parte (b) da figura, e o cilindro é deslocado 
a partir de sua posigao de equilfbrio e liberado. Um amortecimento 
viscoso resulta, e a razdo de duas amplitudes sucessivas de deslo- 
camentos no sentido positivo 6 4. Calcule o fator de amortecimento 
viscoso f, 0 coeficiente de amortecimento viscoso c, e a constante de 
mola equivalente k. 


Oleo 


(a) 3 (b) 


Problema 8/34 


| 
| 
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Prablemas Representativos ~ Vibracées Livres, 
Amortecidas 


8/35 A figura representa a relacéo deslocamento-tempo medida 
para uma vibragdo com um amortecimento pequeno, onde é impra- 
ticdvel se alcangar resultados precisos medindo as amplitudes apro- 
ximadamente iguais de dois ciclos sucessivos. Modifique a expressdo 
para o fator de amortecimento viscoso ¢ baseado na medida das am- 
plitudes xp e xy que esto separadas de N ciclos. 


6 X 
ek) eeengee s (2) 
V@nN)? + dy? ZN 


Resp. {= 


rt 


ty \ ay \ tg | ty tyes 


Problema 8/35 


8/36 Para o sistema massa-mola amortecido mostrado, determi- 
ne 0 coeficiente de amortecimento viscoso para o qual ocorreré um 
amortecimento critico. 


Problema 8/36 


8/37 Um sistema massa-mola amortecido é liberado a partir do 
repouso com um deslocamento inicial positivo x9. Se o deslocamento 
positive maximo seguinte é x/2, determine 0 fator de amortecimento 
{do sistema. 

Resp. £ = 0,1097 


Xo 


X_/2 


Problema 8/37 


8/38 Se a amplitude do oitavo ciclo de um oscilador linear com 
amortecimento viscoso 6 dezesseis vezes a amplitude do vigésimo 
ciclo, calcule o fator de amortecimento ¢. 


8/39 Um aperfeigoamento posterior do projeto para a plataforma 
de pesagem do Prob. 8/14 6 apresentado aqui, onde dois amortece- 
dores viscosos foram adicionados para limitar a razdo de sucessi- 
vas amplitudes positivas de vibragéo vertical para 4, na condigéo 
descarregada. Determine o coeficiente de amortecimento viscoso c 
necessdrio para cada um dos amortecedores. 

Resp. ¢ = 16,24(10°) N-s/m 


Problema 8/39 


8/40 A massa de 2 kg 6 liberada a partir do repouso a uma distén- 
cia xq A direita da posigéio de equilibrio, Determine o deslocamento x 
como uma fungéo do tempo. 


¢=42 N-s/m | 


Problema 8/40 


8/41 O sistema apresentado 6 liberado a partir do repouso de 
uma posigdo inicial xo. Determine o deslocamento x, que ultrapas- 
sa a posigéo de equilibrio. Assuma um movimento de translagéo na 
diregiio x. 

Resp. x, = -0,1630x9 


xo 


k= 108 Nin = i ¢= 18 N-s/m 


Problema 8/41 


8/42 A massa de um determinado sistema criticamente amorteci- 
do é liberada no instante de tempo ¢t = 0 a partir da posigdo x > 0 
com uma velocidade inicial negativa. Determine o valor critico (x), 
da velocidade inicial, abaixo do qual a massa ultrapassara a posicdo 
de equilibrio. 


8/43 A massa do sistema apresentado é liberada a partir do repou- 
so em xp = 150 mm, quando ¢ = 0. Determine o deslocamento x em ¢ = 
0,5 s, se (a) ¢ = 200 N-s/m e (b) c = 300 N-s/m. 

Resp. (a) x = 110,4-mm, (6) x = 118,0 mm 


mm 


k = 200 Nin 


Problema 8/43 


8/44 O proprietério de uma caminhonete de 1600 kg testa a acéio 
dos amortecedores traseiros aplicando uma forga constante de 450 N 
ao para-choque traseiro e medindo um deslocamento estatico de 75 
mm. Apés a retirada subita da for¢a, o pdra-choque sobe e em segui- 
da desce até um mdximo de 12 mm abaixo da posigiio de equilibrio 
sem carregamento do pdra-choque, no primeiro retorno. Considere 
a agéo como um problema unidimensional, com uma massa equiva- 
lente igual 4 metade da massa do caminhdo. Determine o fator de 
amortecimento viscoso ¢ para a extremidade traseira e 0 coeficiente 
de amortecimento viscoso ¢ para cada amortecedor assumindo que 
sua acdo é vertical. 


_ __ | Posigéio de 
equilfbrio 


75 mm 


Problema 8/44 
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8/45 Desenvolva a equacdo diferencial do movimento para o sis- 
tema mostrado em sua posicdo de equilibrio. Despreze a massa do 
elemento de ligacio AB e admita pequenas oscilagdes. 


Be Hoe OP 8 - 
Resp. my + gmalt + ck + ke = 0 


Problema 8/45 


8/46 Desenvolva a equacio do movimento em termos da varidvel 
x para o sistema apresentado. Determine uma expressdo para o fa- 
tor de amortecimento f em termos das propriedades conhecidas do 
sistema. Despreze a massa da barra curva AB e assuma pequenas 
oscilagdes em torno da posicao de equilfbrio mostrada. 


Problema 8/46 
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8/3  Visracdo Forcapa pe Particutas 


Embora existam muitas aplicagdes importantes de vibra- 
ces livres, a classe mais importante de problemas de vibra- 
cées 6 aquela em que o movimento é continuamente excitado 
por uma forca perturbadora. A forga pode ser aplicada exter- 
namente ou pode ser gerada dentro do sistema por meio, por 
exemplo, da rotacao de elementos desbalanceados. As vibra- 
cées forgadas podem também ser provocadas pelo movimen- 
to da base do sistema. 


Excitacoes Harménicas 


Diferentes formas para as funcées de forgamento F = F(t) 
e para os deslocamentos da base xp = xp(t) estado representa- 
das na Fig. 8/8. A forca harménica mostrada na parte a da fi- 
gura ocorre com freqtiéncia na pratica de engenharia, e 0 co- 
nhecimento da andlise associada com as forgas harmonicas 6 
um primeiro passo indispensdvel no estudo das formas mais 
complexas. Por essa razio, vamos concentrar nossa atencao 
sobre 4s excitacdes harménicas. 

Consideraremos inicialmente o sistema da Fig. 8/9a, onde 
o corpo é submetido a forga harménica externa F = Fy sen wt, 
na qual Fy 6 a amplitude da forca e w 6 a freqiiéncia de exci- 
tagéo (em radianos por segundo). Nao deixe de distinguir en- 
tre w, = /k/m, que 6 uma propriedade do sistema, e w, que é 
uma propriedade da forga aplicada ao sistema. Observamos 
também que, para uma forca F = Fy cos wt, simplesmente se 
substitui o cos wt por sen wt nos resultados que seréo desen- 
volvidos a seguir. 

A partir do diagrama de corpo livre da Fig. 8/9a, podemos 
aplicar a segunda lei de Newton para obter 


kx — ck + Fy sen wt = mx 


F@) ouxp(é) 


(a) Harmonica 


F(t) ou xp(t) 


Fo sen wt 
—> 


mpm Bee 


F=Fysen at 
— 


k 
wy 


Lol 
adieiesotl 
neutra x, = 6 sen wt 


(b) 


Figura 8/9 


De modo padréo, com as mesmas substituigdes de varid- 
veis feitas na Seco 8/2, a equacéo de movimento se torna 


(8/13) 


Quadrada Triangular Dente de serra 


F(t) ou xp(t) 


FLFR AA AY 444 


| AT ey SO A 
Meio seno Geral va 


(b) Periddicas nao harménicas 


F(t) ou xp(t) 


LZ LZ I ye, 


t 


Degrau Rampa Cicloidal Impulso Aleatéria 


(c) Nao periddicas 
Figura 8/8 


Cortesia de MTS Systems Corporation 


Um automdével sendo submetido a um teste de 
vibracdo em seu sistema de suspensao. 


i 
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Excitacdo da Base 


Em muitos casos, a excitagaéo da massa nao é devida a 
uma forca aplicada diretamente, mas ao movimento da base 
ou da fundacdo a qual a massa estd conectada por molas ou 
outros suportes flexiveis. Exemplos de tais aplicacies sao 
sismoégrafos, suspensées de veiculos, e estruturas abaladas 
por terremotos. 

O movimento harm6nico da base é equivalente a aplicacdo 
direta de uma forga harménica. Para mostrar isso, considere 
o sistema da Fig. 8/9b onde a mola esta fixada & base mével. 
O diagrama de corpo livre mostra a massa deslocada de uma 
distancia « a partir da posicéo neutra ou de equilibrio, que 
essa teria caso a base se encontrasse em sua posicdo neutra. 
Assume-se que a base, por sua vez, possui um movimento 
harménico xg = b sen wt. Observe que a deflexdo da mola é 
a diferenca entre os deslocamentos inerciais da massa e da 
base. A partir do diagrama de corpo livre, a segunda lei de 


Newton fornece 
] (8/14) 


Rx — xp) — ek = mk 


ou 


Observamos imediatamente que a Eq. 8/14 é exatamente a 
mesma que a nossa equagio basica do movimento, Eq. 8/13, 
na qual Fy é substituido por kb. Conseqtientemente, todos os 
resultados que serdo desenvolvidos a seguir se aplicam tanto 
a Eq. 8/13 como a 8/14. 


Vibracado Forcada Nao Amortecida 


Inicialmente, discutimos o caso em que o amortecimento 
é desprezivel (c = 0). A equagaéo de movimento basica, Eq. 
8/13, se torna 


(8/15) 


A solugéo completa para a Eq. 8/15 6 a soma da solugio 
complementar x,, que é a solucdo geral da Eq. 8/15 com o lado 
direito igual a zero, e a solugdo particular x,, que é qualquer 
solugaéo para a equagao completa. Assim, x = x, + x,. Desen- 
volvemos a solugado complementar na Seciéio 8/2. Uma solucdo 
particular é investigada assumindo que a forma da resposta 
A forga deve ser semelhante a forma do termo de forca. Com 
esse objetivo, assumimos 


x, =X senwt (8/16) 
onde X é a amplitude (em unidades de comprimento) da so- 


lugdo particular. Substituindo essa expressao na Eq. 8/15 e 
resolvendo para X produz 


Folk 
oe 8/17 
1~ (/o,)? : ) 
Desse modo, a solucdo particular vem a ser 
Folt__ sen ot (8/18) 
XL» =— oS w 
P  1- @lo,)? 


A solugéo complementar, conhecida como solugdo tran- 
siente, nao é de interesse especial aqui, uma vez que, com o 
tempo, ela se extingue com a pequena quantidade de amor- 
tecimento que inevitavelmente sempre esta presente. A so- 
Tuc&o particular x, descreve 0 movimento continuo e é cha- 
mada solugéo de regime permanente. Seu perfodo 6 7 = 2a/w, 
o mesmo que o da funcéo de forgamento. 

A amplitude X do movimento é de fundamental interesse. 
Se utilizarmos 6,,, para representar a amplitude do desloca- 
mento estatico da massa sob a agdo de uma carga estatica Fy, 
entao 8,,, = Fo/k, e podemos estabelecer a relagao 


mM=-#2_ 1 (8/19) 


8. 1 — (wlw,)? 

A razio M é chamada de razdo de amplitudes ou fator de 
amplificagéo e 6 uma medida da intensidade da vibracdo. 
Observamos particularmente que M tende a infinito quando 
w se aproxima de w,. Conseqiientemente, se o sistema nao 
possui amortecimento e é excitado por uma forca harméni- 
ca cuja freqiiéncia w se aproxima da freqiiéncia natural «, 
do sistema, entéo M, e conseqtientemente X, assim, crescem 
sem limite. Fisicamente, isso significa que a amplitude do 
movimento atingiria os extremos da mola presa, que 6 uma 
condicao a ser evitada. 

O valor w, 6 chamado de freqiiéncia critica ou de resso- 
néncia do sistema, e a condigdo de w estar préximo do valor 
de @,, com a conseqiiente grande amplitude de deslocamento 
X, 6 chamada de ressondncia. Para w < w, o fator de amplifi- 
cagiio M 6 positivo, e a vibracéo esté em fase com a forca F. 
Para w > @,, 0 fator de amplificagao é negativo, e a vibragao 
estd 180° fora de fase com F. A Fig. 8/10 mostra um grafico 
do valor absoluto de M como uma fungéo da relacéo entre a 
freqiiéncia de excitagdo e a freqiiéncia natural w/w,,. 


Vibracado Forcada Amortecida 


Agora introduzimos novamente o amortecimento em nos- 
sas expressdes para vibragéio forgada. A equacdo diferencial 
bdsica do movimento é 


Fy sen at 
t+ Wook + w2n = _— [8/13] 


IM] 3 


alo, 


Figura 8/10 
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Novamente, a solugdo completa é a soma da solucdo comple- me 
mentar x,, que 6 a solucdo geral da Eq. 8/13 com 0 lado direito g = tan Lowes 


2 
calle | (8/21) 


igual a zero, e a solugao particular x,, que é qualquer solugdo 


para a equacao completa. A solucdo complementar x, jé foi de- 
senvolvida na Secéo 8/2. Quando 0 amortecimento esta pre- 


A solugdo completa é ent&o conhecida, e para sistemas suba- 
mortecidos pode ser escrita como 


sente, constatamos que um tinico termo de seno ou cosseno, tal 


como o que utilizamos para 0 caso nao amortecido, nao é sufi- 
cientemente geral para a solugao particular. Entao tentamos 


x = Cent sen (wyt + pw) +X sen(wt — 6) (8/22) 


x, =X, cos wf + Xp senwt ou %p =X sen (wt ~ ¢) Uma vez que o primeiro termo do lado direito decresce 


com o tempo, ele é conhecido como a solugdo transiente. A 


Substituindo a ultima expressdo na Eq. 8/13, igualando os _ solugao particular x, é a solugdo de regime permanente e 6 
coeficientes de sen wt e cos wt e resolvendo as duas equacgdes a parte da solugao na qual estamos principalmente interes- 


resultantes obtemos 


sados. Todas as grandezas no lado direito da Eq. 8/22 sao 
propriedades do sistema e da forga aplicada, exceto por C e 


Folk (9/20) (que podem ser determinados a partir das condicées iniciais) 


= 
{1 — (wfa,)?? + [2Le/w,,]2}17 


TOS. 
Rog %, 
is) a 
u wm 


e a varidvel do tempo corrente f. 


Fator de Amplificacao e Angulo de Fase 


Préximo da resson4ncia, a amplitude X da solucao de regime permanente 6 uma fungao pronun- 
ciada do fator de amortecimento { e da razao adimensional das freqiiéncias w/w,. Mais uma vez 6: 
conveniente estabelecer a relac&o adimensional M = X/(Fo/k), que 6 chamada de razdo de amplitudes 
ou fator de amplificacdo 


= 1 
{[1 — (wfo,)*/? + [2fefw,]?} 1? 


(8/28): 


Um grafico preciso do fator de amplificagéo M contra a razio de freqiiéncias w/w, para diversos | 
valores do fator de amortecimento ¢ é mostrado na Fig. 8/11. Essa figura revela as informagées mais 
essenciais em relacao & vibragéo forgada de um sistema com um tinico grau de liberdade sob excitagaio, 
harménica. I evidente a partir do grafico que, se a amplitude de um movimento é excessiva, duas'| 
alternativas possiveis seriam (a) aumentar o amortecimento (para obter um valor maior de 2) ou (b) 
alterar a freqtiéncia de excitagao de modo que o fique mais distante da freqiiéncia de ressonancia @,, 1 
A adic&o de amortecimento 6 mais eficaz préximo da ressondncia. A Fig. 8/11 mostra também que, | 
exceto para {= 0, as curvas do fator de amplificagdo, na verdade, nao possuem um pico em w/w, = 1.' 
O pico, para qualquer valor conhecido de £, pode ser calculado pela determinacao do valor maximo dé | 
M a partir da Eq. 8/23. 

O Angulo de fase ¢, dado pela Eq. 8/21, pode variar de 0 a a e representa a parcela de um ciclo (e 
portanto o tempo) por meio da qual a resposta x, esta atrasada em relagéo a fungaio de forgamento F. 
A Fig. 8/12 mostra como o dngulo de fase ¢ varia com a razdo de freqiiéncias para diversos valores do* 
fator de amortecimento ¢. Note que o valor de ¢ quando w/w, = 1 é de 90° para todos os valores de ¢. | 


ole, 


Figura 8/11 Figura 8/12 


Para ilustrar melhor a diferenca de fase entre a resposta e a fungao de forgamento, apresentamos na 
Fig. 8/13 dois exemplos da variacao de F e x, com wt. No primeiro exemplo, w < @, e ¢ é adotado igual 
a 7/4. No segundo exemplo, @ > w, e ¢ é adotado igual a 3.2/4. 
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Aplicacées 

Instrumentos para medigao de vibragao, tais como sismé- 
metros e aceler6émetros, s&o aplicagées de excitacéo harméni- 
ca freqtientemente encontradas. Os elementos dessa classe de 
instrumentos sao apresentados na Fig. 8/14a. Notamos que o 
sistema inteiro 6 submetido ao movimento x, da estrutura. 
Utilizando x para indicar a posigéio da massa em relagdéo a 
estrutura, podemos aplicar a segunda lei de Newton e obter 


Figura 8/13 


onde (x + x) é o deslocamento inercial da massa. Se xg = 6 
sen wt, entao a equagdo do movimento com a notagéo usual é 


E+ Wonk + w,2x = bw? sen at 


que é idéntica a Eq. 8/18 se bw? é substituido por Fo/m. 
Mais uma vez, estamos interessados apenas na solucdo de 
regime permanente x,. Portanto, a partir da Eq. 8/20, temos 
b(w/w,,)? 
x= 
P {[1 = (ola, + [2folo, 2}? 


Sen (wt — p) 


2 
~is — bx = m Zo (w+ 2p) ou g+Sathna—z, 
kx 
| a 
4 1%. ox 
A Posigéo de 


equilibrio 


mer “fxg = b sen wt 
Posigao J 
neutra 


(a) 


Figura 8/14 
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Se X representa a amplitude da resposta relativa x,, ent&o a 
relac&o adimensional X/b é 


Xb = (wlo,)2M 


onde M é 0 fator de amplificagdo da Eq. 8/23. Um grafico de X/b 
como uma fungdo da raz4o das freqtiéncias w/w, 6 apresentado 
na Fig. 8/14b. As semelhangas e as diferengas entre os fatores 
de amplificagdo das Figs. 8/14b e 8/11 devem ser observadas. 
Se a raziio entre as freqiiéncias w/w, 6 grande, entao X/b = 
1 para todos os valores do fator de amortecimento ¢. Nessas 
condicdes, o deslocamento da massa em relagao 4 estrutura 


.€ aproximadamente igual ao deslocamento absoluto da es- 


trutura, e o instrumento funciona como um medidor de des- 
locamentos. Para obter um valor elevado de /w, precisamos 
de um valor pequeno de w, = Vkim, o que implica uma mola 
muito flexivel e uma massa grande. Com essa combinagao, 
a massa tendera a permanecer fixa no referencial inercial. 
Medidores de deslocamentos em geral possuem um amorte- 
cimento muito suave. 

Por outro lado, se a razdo entre as freqiiéncias w/w, é pe- 
quena, entaéo M se aproxima da unidade (observe a Fig. 8/11) 
e X/b = (w/w,)? ou X = b(w/w,)”. Mas bw? é a aceleragdéo maxi- 
ma da estrutura. Nesse caso, X é proporcional & aceleragéo 
maxima da estrutura, e o instrumento pode ser utilizado 
como um acelerémetro. O fator de amortecimento geralmen- 
te é escolhido de forma que M se aproxime da unidade para 
a maior faixa posstvel de w/w,. A partir da Fig. 8/11, observa- 
mos que um fator de amortecimento aproximadamente entre 
£= 0,5 e {= 1 satisfaz esse critério. 


EQUIVALENTES MECANICOS E ELETRICOS 


Figura 8/15 


Analogia com Circuitos Elétricos 


Existe uma importante analogia entre os circuitos elétri- 
cos e os sistemas mecénicos massa-mola. A Fig. 8/15 apre- 
senta um circuito em série constitufdo por uma fonte de ten- 
sao E que é uma funcdo do tempo, uma indutancia LZ, uma 
capacitancia C, e uma resisténcia R. Se representarmos a 
carga pelo simbolo g, a equacdio que determina a carga é 


Lg + Rq+ “a =E (8/24) 
Essa equacdo possui a mesma forma que a equacdo para 0 
sistema mecanico. Desse modo, por uma simples troca de 
simbolos, o comportamento do circuito elétrico pode ser utili- 
zado para prever 0 comportamento do sistema mecdanico, ou 
vice-versa. Os equivalentes mecanicos e elétricos na tabela a 
seguir merecem atengao: 


MECANICO ELETRICO 
GRANDEZA S{MBOLO UNIDADE SI GRANDEZA SfMBOLO UNIDADE SI 
Massa m kg Indutancia L H henry 
Rigidez de mola k Nin UCapacitancia VC LIF Vfarad 
Forga F N Tensdo E v volt 
Velocidade x m/s Corrente I A ampére 
Deslocamento x m Carga q Cc coulomb 
Constante de amortecimento viscoso c N-s/n Resisténcia R a ohm 


Exemplo 8/4 


Um instrumento de 50 kg é apoiado por quatro molas, cada uma com rigidez de 7500 
Nim. Se a base do instrumento é submetida a um movimento harménico definido, em 
metros, por xg = 0,002 cos 50#, determine a amplitude do movimento em regime perma- 


nente do instrumento. O amortecimento é desprezivel. 


Solugao. Para uma oscilagdéo harménica da base, substituimos Fy por kb em nossos 


resultados para solugo particular, de modo que, a partir da Eq. 8/17, a amplitude em | | 


regime permanente vem a ser 


Sugestdes Uteis 


@ Note que tanto sen 50¢ como cos 50¢ podem 
ser utilizados para a fungdo de forgamento 
com esse mesmo resultado. 
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A freqiiéneia de ressonancia é w, = Jk/im = /4(7500)/50 = 24,5 rad/s, e a freqiiéncia 
imposta w = 50 rad/s é fornecida. Desse modo, 
0,002 


i ® X= ——*>——__ = -6,32(110-4)m ou 


7 2 0,682 
1 — (50/24,5)2 ig 


Resp. 


i Note que a razéo das freqiiéncias w/w, é de aproximadamente 2, de modo que a condic&o 
\ de ressonancia é evitada. 
! 


i Exemplo 8/5 


O ponto B de fixagéo da mola recebe um movimento horizontal xg = b cos wt. Deter- 
mine a freqtiéncia de excitagao critica w, para a qual as oscilacdes da massa m tendem 
ase tornar excessivamente grandes. Despreze o atrito e a massa associada As polias. As 
duas molas tém a mesma rigidez k. 


Solugdo. O diagrama de corpo livre é tracado para deslocamentos positivos arbitrarios 

x @ Xp. A varidvel de movimento x é medida para baixo a partir da posigéo de equilibrio 

estatico, definida como a que ocorre quando xg = 0. O alongamento adicional na mola 
@ superior, além do que existe no equiltbrio estatico, 6 2x — xg. Portanto, a forga dindmica 

na mola superior, e conseqiientemente a tragdéo dindmica T no cabo, é k(2x — xg). O 
@® somatério das forcas na diregio x fornece 


(oF, = mi] 


—2k(Qx — xp) — he = mi 


que se torna 


xg 4 DB y — 2hb cos wt 
m m 


A freqiiéncia natural do sistema é w, = /5k/m. Desse modo, 
Skim 


p= Wy = 


Resp. 


Exemplo 8/6 


O pistdo de 45 kg é apoiado por uma mola de constante k = 35 kKN/m. Um amorte- 
cedor com coeficiente de amortecimento c = 1250 N-s/m atua em paralelo com a mola. 
Uma pressao flutuante p = 4000 sen 302, em Pa, atua sobre 0 pistao, cuja drea da super- 
ficie superior é de 50(10~*) m?. Determine 0 deslocamento em regime permanente como 
uma fungao do tempo e a forga maxima transmitida para a base. 


Solu¢@o. Iniciamos calculando a freqiiéncia natural e o fator de amortecimento do sis- 
tema: 


3 
ne u = 27,9 rad/s 


ce fE- 
ie m 
t c 1250 


= Imo, ~3an079) ~ 0,498 (subamortecido) 


@ O sinal negativo indica que o movimento 
esté 180° fora de fase com a excitacdo apli- 
cada. 


C- .. ——<  - — eee  e 


_ Posigéo neutra 
xp = 6 cos wt 
mal 


ilfbrio 


hx 
(Apenas as forcas dindmicas) 


Sugestdes Uteis 


@ Se uma revisao da cinematica do movimen- 
to com restrigao for necessdria, consulte a 
Segiio 2/9. 

@ Aprendemos a partir da discussio na Secao 
8/2 que as forgas iguais e opostas associa- 
das a posi¢ao de equilibrio estatico podem 
ser omitidas da andlise. A utilizagaio dos 
termos forga dindmica da mola e tragao di- 
ndémica enfatiza que apenas os incrementos 
de forga, além dos valores estaticos, devem 
ser considerados. 


P = Pp sen at 
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A amplitude em regime permanente, a partir da Eg. 8/20, é 
x= Fy/k 
{11 — (wlo, PF? + 2geolo,} 
(4000)(50)(10~)/[35(10%)] 


{[1 — (80/27, 9)2)? + [2(0,498)(30/27, 9) 7}? 
(0) = 0,00528m ou 5,28 mm 


O 4ngulo de fase, a partir da Eq. 8/21, é 


® Poe er [ Wafer, | 


1 - (fw,)* 


tad [Bonssexous ®| 
1 — (80/27, 9)? 


= 1,716 rad 


O movimento em regime permanente é entaéo determinado pelo segundo termo no lado 


direito da Eq. 8/22: 


% = Xsen (wt — ¢) = 5,28 sen (30¢ ~ 1,716) mm 


A forca F,, transmitida para a base é a soma das forcas da mola e do amortecedor, ou 


Fy, = kx, + ck, = RX sen (wt ~ f) + cwX cos (wt ~ ) 


eet “ 7 
O valor maximo de Fy, é 


(Fix = VRX)? + (aX? = XJRE+ co? 
= 0,00528 /(85,000)* + (1250)2(30)? 
o) = 271N 


PROBLEMAS 


(Salvo instrugéo em contrario, suponha que o amortecimento é entre 
leve e moderado, de modo que a amplitude da resposta forgada é 
maxima em w/w, = 1.) 


Problemas Introdutorios 


8/47 Uma maquina montada sobre molas, com uma massa de 24 
kg, vibra harmonicamente na direcdo vertical, com uma amplitude 
de 0,30 mm, sob a agaéo de uma forga vertical que varia harmonica- 
mente entre Fy e-Fp, com uma freqtiéncia de 4 Hz, O amortecimento 
é desprezivel. Se uma forga estatica de médulo Fy provoca uma defle- 
xdo de 0,60 mm, calcule a constante de mola equivalente k para as 
molas que sustentam a maquina. 

Resp. k = 5050 N/én 


8/48 Determine a amplitude X do movimento em regime perma- 
nente da massa de 10 kg se (a) c = 500 N-s/m e (b) c = 0. 


=> 


k= 100 kN/im => 


F = 1000 cos 120¢N 
Problema 8/48 


F = pAsen wt Posicdo de 
pas equilibrio 
] os 
ae 
hx cx 


(Apenas as forcas dinamicas) 


Sugestdes Uteis 


@ Vocé é estimulado a repetir esses cdleulos 
com 0 coeficiente de amortecimento ¢ igual 
a zero, de modo a observar a influéncia da 
parcela relativamente grande de amorteci- 
mento presente. 

@ Observe que o argumento da expressio in- 
versa da tangente para ¢ possui um nume- 
rador positivo e um denominador negativo 
para 0 caso em andlisé, portanto, colocando 
¢ no segundo quadrante. Lembre-se de que 


Resp. 


a faixa definida para $60 = 9 7. 


Resp. 


8/49 Um sistema massa-mola com amortecimento viscoso é exci- 
tado por uma forga harménica de amplitude constante Fy, mas de 
freqiiéncia varidvel w. Se a amplitude do movimento em regime per- 
manente decresce por um fator de 8 quando a razao de freqiiéncias 
o/w, 6 variada de 1 para 2, determine o fator de amortecimento ¢ do 
sistema. 

Resp. £ = 0,1936 


8/50 Ocarrinho de 30 kg é acionado pela forga harménica mostra- 
da na figura. Se c = 0, determine a faixa das freqiiéncias de excitacao 
w para a qual o médulo da resposta em regime permanente 6 inferior 
a7 mm. — 


k = 1080 N/m 


F=25 cos ot N 


Problema 8/50 


8/51 Seo coeficiente de amortecimento viscoso do amortecedor no 
sistema do Prob. 8/50 é c = 36 N-s/m, determine a faixa das freqiién- 
cia de excitagdo w para a qual o médulo da resposta em regime per- 
manente é inferior a 75 mm, 

Resp. w < 5,18 rad/s, w > 6,61 rad/s 


8/52 Se a freqiiéncia de excitag&o para o sistema do Prob. 8/50 é 
«@ = 6 rad/s, determine o valor necessdrio do coeficiente de amorte- 
cimento ¢ se a amplitude em régime permanente no deve exceder 
75.mm. 


8/53 O corpo de 2 kg esta fixado a duas molas, cada uma das quais 
com uma rigidez de 1,2 kKN/m. O corpo estA montado sobre uma mesa 
vibratéria que oscila harmonicamente na direcéo horizontal com 
uma amplitude de 12 mm e uma freqiiéncia f que pode ser variada. 
O fornecimento de energia elétrica para a mesa vibratdéria é desli- 
gado quando 0 contato elétrico é feito em A ou B. Determine o valor 
maximo da freqiiéncia f em que a mesa vibratéria pode ser operada 
sem desligar o aparelho, quando ele parte do repouso e aumenta sua 
freqiiéncia gradualmente. O amortecimento pode ser desprezado. A 
posigdo de equilfbrio é centralizada entre os contatos fixos. 

Resp. f = 3,98 Hz 


Problema 8/53 


8/54 0 bloco de massa m = 45 kg 6 suspenso por duas molas, ¢ada 
uma com rigidez k = 3 kN/m, e esta sob a agdo da forca F = 350 cos 
15 N onde ¢ é o tempo em segundos. Determine a amplitude X do 
movimento em regime permanente se 0 coeficiente de amortecimen- 
to viscoso c é (a) 0 e (b) 900 N:s/m. Compare essas amplitudes com a 
deflexao estdtica das molas 8,,,. 


Problema 8/54 


8/55 Um sistema massa-mola com amortecimento viscoso é forgado 
harmonicamente na freqiiéncia natural néo amortecida (w/w, = 1). 
Se o fator de amortecimento ¢ é duplicado de 0,1 para 0,2, caleule a 
percentagem de redugao R, na amplitude em regime permanente. 
Compare com o resultado R, de um calculo semelhante para a condi- 
Gao w/w, = 2. Verifique os seus resultados examinando a Fig. 8/11. 
Resp. Ry = 50%, Ry = 2,52% 


Problemas Representativos 


8/56 Um motor a gasolina, de quatro tempos e um tnico cilindro, 
com uma massa de 90 kg esté montado sobre quatro coxins eldsticos 
duros, cada um com uma rigidez de 30(10°) kN/m, e é projetado para 
operar a 3600 rpm. O sistema de sustentagdo esté equipado com 
amortecedores viscosos, que possuem um coeficiente de amorteci- 
mento viscoso combinado c suficientemente grande para que o sis- 
tema seja criticamente amortecido quando recebe um deslocamento 
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vertical e em seguida é liberado, enquanto nao esta trabalhando. 
Quando o motor esta funcionando, ele inflama o combustivel alter- 
nadamente, uma rotaco sim, outra néo, causando um deslocamento 
vertical periddico modelado por 1,2 cos wt mm, com ¢ em segundos. 
Determine o fator de amplificacdo M e o coeficiente de amortecimen- 
to total c. 


8/57 Foi mencionado no texto que os valores mdéximos das curvas 
para o fator de amplificagéo M nao estao localizados em o/c, = 1. 
Determine uma expresso, em termos do fator de amortecimento ¢, 
para a razao de freqiiéncias na qual o maximo ocorre. 

Res; . = 1-22 

re 

8/58 disco circular de massa m esta preso a um eixo elastico que 
esta montado em um mancal rigido em A. Com o disco em repouso, 
uma forga lateral P aplicada a ele produz uma deflexio lateral A, de 
modo que a constante de mola equivalente é k = P/A. Se o centro de 
massa do disco esta deslocado do centro de uma pequena distancia 
e a partir da linha de centro do eixo, determine a expressdo para a 
deflexao lateral 6 do eixo devida ao desbalanceamento a uma velo- 
cidade do eixo w, em termos da freqiéncia natural w, = Jeim de vi- 
bracao lateral do eixo. A que velocidade critica w, a deflexdo tenderia 
a se tornar grande? Despreze o amortecimento. 


Problema 8/58 


8/59 Cada uma das esferas de 0,5 kg est presa A extremidade 
da haste eldstica leve e se desloca de 4 mm quando uma forga de 
2.N é aplicada estaticamente a esfera. Se o cursor central recebe um 
movimento harménico vertical com uma freqiiéncia de 4 Hz e uma 
amplitude de 3 mm, determine a amplitude yp da vibragdo vertical 
de cada esfera. 

Resp. yg = 8,15 mm 


0,5 kg 0,5 kg 


Problema 8/59 
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8/60 Desenvolva a equagdéo de movimento para o deslocamento 
inercial x; da massa da Fig. 8/14. Comente sobre, mas sem realizar, a 
solugdo da equacaéo do movimento. 


8/61 O movimento do carrinho externo B é dado por xg = 6 sen at. 
Para qual faixa da freqtiéncia de excitacdo w, a amplitude do movi- 
mento da massa m em relacdo ao carrinho é inferior a 2b? 


Roop, #< 2, % > 


Oy On 


| 
+] xz = 6 sen wt 
I 


Problema 8/61 


8/62 A unidade motorizada de 20 kg com velocidade variavel é li- 
mitada na diregao horizontal por duas molas, cada uma das quais 
possui uma rigidez de 2,1 kN/m. Cada um dos dois amortecedores 
possui um coeficiente de amortecimento viscoso c = 58 N-s/m. Em 
que faixas de velocidades N o motor pode ser-operado para que o 
fator de amplificagéio M nao seja superior a 2? 


Problema 8/62 


8/63 Quando uma pessoa esté posicionada no centro do assoalho 
mostrado, ela provoca uma deflexéo estdtica 5,,, do piso sob seus 
pés. Se ela anda (ou corre rapidamente!) na mesma drea, quantos 
passos por segundo levaria o piso a vibrar com a maxima amplitude 
vertical? 


Resp, f= 1 fé& 


2a V 6, 


Problema 8/63 


8/64 O instrumento mostrado possui uma massa de 43 kg e é liga- 
do por molas a base horizontal. Se a amplitude de vibragao vertical 
da base é de 0,10 mm, calcule a faixa de freqiiéncias f,, de vibra- 
cdo da base que deve ser impedida, se a amplitude de vibragao verti- 
cal do instrumento nao deve ser superior a 0,15 mm. Cada uma das 
quatro molas idénticas possui uma rigidez de 7,2 kN/m. 


Problema 8/64 


8/65 A peca anexa B recebe um movimento horizontal xp = b cos wt. 
Desenvolva a equacéo do movimento para a massa m e determine a 
freqiiéncia critica w, para a qual as oscilagées da massa tornam-se 
excessivamente grandes, 

Resp. mi + ck + (Ry + Rg)x = kab cos wt 


Problema 8/65 


8/66 A peca anexa B recebe um movimento horizontal xg = b cos wt. 
Desenvolva a equagéo do movimento para a massa m e determine 
a freqiténcia critica w, para a qual as oscilagdes da massa tornam- 
se excessivamente grandes. Qual é o fator de amortecimento ¢ do 
sistema? 


| xgp=6 cos wt 
ee 
| 


Problema 8/66 


8/67 A posigéo de equilibrio da massa m ocorre quando y = 0 e 
pg = 0. Quando a peca B recebe um movimento vertical permanente 
¥g = 6 sen wt, a massa m adquire uma oscilagio vertical permanente. 
Desenvolva a equacao diferencial do movimento para m e especifi- 
que a freqiiéncia circular w, para a qual as oscilacdes de m tendem a 
se tornar excessivamente grandes. A rigidez da mola 6 k, e a massa 
eo atrito da polia sao despreziveis. 


Resp. ¥ + ay = 2eb sen wt, @, = 2/k/m 


a 


Posicdéo de 
quilibrio 


Problema 8/67 


8/68 Desenvolva uma expressdo para a transmissibilidade T para 
o sistema da figura. Essa relac&o é definida como a forca maxima 
transmitida a base dividida pela amplitude Fy) da funcdo de forca- 
mento, Expresse sua resposta em termos de ¢, w, w, e do fator de 
amplificagao M. 


F=Fysen wt 


Problema 8/68 


8/69 Um dispositivo para produzir vibragdes € constituido de dois 
volantes que giram em sentidos opostos, cada um contendo uma 
massa excéntrica my = 1 kg, com um centro de massa a uma distan- 
cia e = 12 mm do seu eixo de rotagéo. Os volantes sdo sincronizados 
de modo que as posicées verticais das massas desbalanceadas sao 
sempre idénticas. A massa total do dispositivo é de 10 kg. Determine 
os dois valores possiveis da constante de mola equivalente k para a 
montagem, que permitiraéo a amplitude da forga periddica transmi- 
tida ao suporte fixo ser igual a 1500 N, devido ao desbalanceamento 
dos rotores a uma velocidade de rotagiéo de 1800 rpm. Despreze o 
amortecimento. 

Resp. k = 227 kN/m ou 823 KN/m 


Problema 8/69 
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8/70 Desenvolva e resolva a equacéo do movimento para a mas- 
sa que é submetida a forca F aplicada subitamente, que permanece 
constante apés a aplicacéo. O deslocamento e a velocidade da massa 
sao ambos nulos no instante de tempo t = 0. Trace 0 grafico de x con- 
tra ¢ para varios ciclos do movimento. 


Forca, F 


0 Tempo, ¢ 
Problema 8/70 


8/71 O instrumento sismico est4 montado sobre uma estrutura 
que sofre uma vibracdo vertical com uma freqtiéncia de 5 Hz e uma 
amplitude dupla de 18 mm. O elemento sensor possui uma massa 
m = 2kg,e a rigidez da mola 6 & = 1,5 kKN/m. O movimento da massa 
em relac&o a base do instrumento 6 gravado em um tambor rotativo 
e mostra uma amplitude dupla de 24 mm durante a condicéo de re- 
gime permanente. Calcule a constante de amortecimento viscoso c. 
Resp. c = 44,6 N-s/m 


Estratura 


Problema 8/71 


8/72 Determine a amplitude da vibrag&o vertical do reboque 
com suspensao de molas, enquanto viaja a uma velocidade de 25 km/ 
h sobre a estrada ondulada cujo contorno pode ser expresso por um 
termo de seno ou cosseno. A massa do reboque é de 500 kg e a massa 
das rodas isoladas pode ser desprezada. Durante o carregamento, 
cada 75 kg adicionados 4 carga fazem com que o reboque desga 3 
mm sobre suas molas. Assuma que as rodas estao em contato com a 
estrada o tempo todo e despreze o amortecimento. A que velocidade 
critica v, a vibragao do reboque é maxima? 

Resp. X = 14,75 mm, v, = 15,23 km/h 


ivan ta 


Problema 8/72 


460 Capitulo 8 


8/4 Visracho ve Corpos Ricaipos 

O assunto de vibracées de corpos rigidos no plano é intei- 
yamente andlogo ao de vibracées de particulas. Em vibragoes 
de particulas, a varidvel de interesse é a de translagéo (x), 
enquanto que, em vibragées de corpos rigidos, a varidvel de 
interesse principal pode ser a de rotagao (6). Desse modo, os 
principios da dinamica de rotagéo desempenham um papel 
central no desenvolvimento da equacéo de movimento. 

Veremos que a equacio do movimento para a vibracgdo 
rotacional de corpos rigidos possui uma forma matematica 
idéntica Aquela desenvolvida nas Segdes 8/2 e 8/3 para a 
vibragdo translacional das particulas. Como verificamos no 
caso de particulas, 6 conveniente tragar o diagrama de corpo 
livre para um valor positivo arbitrdrio da varidvel de deslo- 
camento, uma vez que um valor de deslocamento negativo 
facilmente conduz a erros de sinal na equagéo de movimento. 
A prdtica de medir o deslocamento a partir da posigéo de 
equilfbrio estatico e nao a partir da posigéo de deflexdo nula 
da mola continua a simplificar a formulacéo para sistemas 
lineares, porque as forgas e momentos iguais e opostos as- 
sociados com a posicéo de equilibrio estatico sao eliminados 
da andlise. 5 ’ 

Em vez de tratar individualmente os casos de (a) vibragao 
livre, nao amortecida e amortecida, e (b) vibragdes forgadas, 
nao amortecidas e amortecidas, como foi feito com particulas 
nas Segées 8/2 e 8/3, seguiremos diretamente para o proble- 
ma de vibracéo forcada amortecida. 


Vibragao Rotacional de uma Barra 


Como um exemplo ilustrativo, considere a vibragao rota- 
cional da barra esbelta uniforme da Fig. 8/16a. A Fig. 8/165 
representa o diagrama de corpo livre associado com a posigéo 
horizontal de equilibrio estatico. Igualando a zero o somaté- 
rio dos momentos em relagdo a O obtemos 


ple 4 LN a mel 4) = = me. 
(4 + 1) + me(4) 0 P 4 
onde P 6 0 médulo da forga estatica da mola. 
A Fig. 8/16c representa o diagrama de corpo livre asso- 
ciado com um deslocamento angular positivo arbitrario 0. 


Utilizando a equacaio de movimento rotacional 2My = Io6 
conforme desenvolvida no Capitulo 6, escrevemos 


L _(@ 4 L 
imai( cos a) (2 8 cos o)( cos a) 
= (° +k a sen 02 cos 0) 


+ (Fy cos w(t cos 0) =1 Ps 
3 9 
onde Ip = 1 + md? = mi?/12 + m(U/6)? = ml*/9 é obtido a partir 
do teorema dos eixos paralelos para momentos de inércia de 
massa. 

Para pequenos deslocamentos angulares, as aproxima- 
des sen 9= He cos = 1 podem ser utilizadas. Com P = mg/4, 
a equacdo do movimento, apés reorganizar e simplificar os 
termos, torna-se 


Fy cos at 
fe al on el tee 
P38 1 3 lo 3 
\ aan ED, SNE IER Gs ARETE. 
J i Lt mM 

c 
(a) 
O; 
Lew L ple 
2 18 | oL=0 
P mg 
(b) 


Figura 8/16 


# . f 
gre § 4 kg = Fold) cos wt 


8/25 
m m ml/9 aay 


O lado direito foi deixado sem simplificagéo, na forma M,(cos 
wt\/Ig, onde My = Fyl/3 é a amplitude do momento em rela- 
¢4o ao ponto O da forca aplicada externamente. Note que 
os dois momentos iguais e opostos associados as forgas de 
equilibrio estdtico se cancelam no lado esquerdo da equagao 
de movimento. Desse modo, nao é necessdrio incluir.as forgas 
e momentos do equilfbrio estatico na andlise. 


Equivalente Rotacional da Vibracao Transtacional 


Nesse ponto, observamos que a Eq. 8/25 possui uma forma 
idéntica 4 da Eq. 8/18 para o caso translacional, entado pode- 
mos escrever 


7 . My cos wt 
6 + 20,4 + 0,20 =——_ 
Io 


(8/26) 
Portanto, podemos utilizar todas as relagdes desenvolvidas 
nas Secées 8/2 e 8/3, apenas substituindo as grandezas de 
translag&o com as suas equivalentes de rotagio. A tabela 
a seguir mostra os resultados desse procedimento quando 
aplicado & barra em rotac&o da Fig. 8/16: 
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LINEAR ANGULAR (para 0 problema em questéo) 
F, it a Z My cos wt 
g+2g4 2, SO §+2§+%_- 22" 
m m m m m Io 
a, = Jkim @, = V4kim = 2/kim 
t=_¢-=-¢ pect aoe 


X_ = CoS! sen (wat + yr) 
Xp = X cos (wt — >) 


ral 


2mo,  4km 
og =a, /1- 2 = Siem -& 


2m 
8, = Ce~bat sen (wgt + W) 
8, = © cos (wt — $) 
Fy(t/3) 3Fy 
-mM— 
4 Rie 4kl 


o=a(M°) =m 


Na tabela anterior, a variavel k, na expressdo para 0 re- 
presenta a constante de mola torcional equivalente do siste- 
ma da Fig. 8/16 e é determinada escrevendo a expresso do 
momento restaurador da mola. Para um dngulo pequeno 6, 
esse momento em relacdo a O é 


M,, = —(k(21/3) sen @)[(2i/3) cos 6] = -GRi20 


Exemplo 8/7 


Uma verso simplificada de um péndulo utilizado em ensaios de impacto é mos- 


Desse modo, ky = hl”. Note que My/k, é a deflexio angular estati- 
ca que seria produzida por um momento externo constante My. 

Concluimos que existe uma analogia exata entre a vi- 
bragao de particulas e as pequenas vibragdes angulares de 
corpos rigidos. Além disso, a utilizagféo dessa analogia pode 
poupar a tarefa de um novo desenvolvimento completo das 
relagdes que descrevem um determinado problema de vibra- 
cdo de corpo rigido geral. 


trada na figura. Desenvolva a equagdo do movimento e determine o perfodo para as 
pequenas oscilagdes em torno do pino. O centro de massa G esta localizado a uma 
distancia 7 = 0,9 m de O, e 0 raio de giragéo em relagdo a O 6 kg = 0,95 m. O atrito no 
mancal 6 desprezivel. J 


Solugdo. Tracamos o diagrama de corpo livre para um valor positivo arbitrdrio da va- 
ridvel de deslocamento angular 6, que é medida no sentido anti-hordrio para 0 sistema 
de.coordenadas escolhido. Em seguida, aplicamos a equagdo que descreve 0 movimento 


para obter 
@ [2Mg = Ip 8] mgr sen 0 = mkg?6 
i ou 6+ £, sen 6=0 Resp. 
ko 


Note que a equag&o que descreve 0 movimento é independente da massa. Quando @ é 
pequeno, sen d= 6, e a equacao do movimento pode ser escrita como 


. «| or 
# 6+ e=0 
2 hoe 


@ A fregiiéncia em ciclos por segundo eo perfodo em segundos sao Sugestdes Uteis 


_1 [a Paes ee [ko 
Sn = 2a V hg? T= j.7 2a. = Resp. 


Para as propriedades fornecidas 


@® Com aescolha do ponto O como o centro para 
© momento, as reagdes nos mancais O, e O, 
nunca entram na equacéo do movimento. 

@® Para dngulos de oscilagdo grandes, a deter- 
minag¢ao do periodo para o péndulo exige o 


(0,95)? caleulo de uma integral eliptica. 
7 = On rr 2 = 2,01ls Resp. 7 
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Exemplo 8/8 


A barra uniforme de massa me comprimento / é articulada em seu centro. A mola de 
constante k na extremidade esquerda esta presa a uma superficie fixa, enquanto a mola 
da extremidade direita, também de constante x, est presa a um suporte que é subme- 
tido a um movimento harménico definido por yg = b sen wt. Determine a freqiiéncia de 
excitagaio w, que provoca ressondncia. 


Solucado. Utilizamos a equagao de movimento para o momento em relagdo ao ponto 
fixo O para obter 


L — ple ~y,)\4 = mpeg 
(1 Soeno) 5 cos i( Lene yp) boos igo 


Assumindo pequenas deflexées e simplificando obtemos 
6k 6kb 


64+ eg = 2 sent 
m mb 


A freqiiéncia natural pode ser identificada a partir da forma ja conhecida da equagdo 
como 


@, = J6kim 


Desse modo, w, = @, = V6k/m resultard em ressonancia (assim como na violagdo da 
hipétese de angulos pequenos!). 


Exemplo 8/9 


Desenvolva a equacéo do movimento para o cilindro circular homogéneo, que rola 
sem deslizar. Se a massa do cilindro é de 50 kg, o raio do cilindro 0,5 m, a constante de 
mola 75 N/m, ¢ 0 coeficiente de amortecimento 10 N-s/m, determine 


(a) a freqiiéncia natural nao amortecida 
(b) 0 fator de amortecimento 

(c) a freqiiéncia natural amortecida 

(d) o periodo do sistema amortecido. 


Além disso, determine x como uma funcdo do tempo se 0 cilindro é liberado a partir do 
repouso na posicéo x = —0,2 m quando t = 0. 


Solucéo. Temos uma escolha para as varidveis de movimento em que tanto x quanto 
o deslocamento angular @ do cilindro podem ser utilizados. Uma vez que o enunciado 
do problema envolve x, desenhamos o diagrama de corpo livre para um valor positivo 
arbitrario de x e escrevemos as duas equagées de movimento para o cilindro como 


(EF, = mE] ek — hx + F = mk 


[ZMg = 18] -Fr = jmr2g 

A condiga&o de rolamento sem deslizamento 6 ¥ = 76. A substituigdo dessa condigao na 
equacao do momento fornece F = 3mx. Inserindo essa expressao para a forca de atrito 
na equagao para as forgas na diregao x obtemos 

: ec. 2k 


+22x=0 
m* 3m” 


ogne tions 2 
ck — kx gmt =m ou E43 


A comparaciio da equagao anterior com aquela para o oscilador amortecido-padrao, Eq. 
8/9, nos permite afirmar diretamente 


2 k. 2k 275 

2. = = a 

(a) On = 3 = a7 = 3507 Lrad/s Resp. 
2c Loe 10 

(b} aZ =i = = Resp. 

(6) Wo, 3m g 3ma,  3(0)@) 0,0667 esp. 


a 
i | 
bs ad 
Zk Zk 
i 
yR=d sen of F B 
Sugestoes Uteis 


@® Tal como anteriormente, considerames ape- 
nas as variagdes nas forgas devidas a um 
movimento fora da posicgao de equilibrio. 


a Mp sin wt 

@ A forma-padrao aqui 6 6+ w,20 = ee 
Q 

onde My = we @ Io = kml. A freqiéacia 


natural w, de um sistema nfio depende da 
perturbagio externa. 


Sugestées Uteis 


@ O Angulo @ 6 considerado positive no senti- 
do hordrio para ser cinematicamente con- 
sistente com x. 

@ A forca de atrito F pode ser admitida em 
qualquer sentido. Constataremos que 0 sen- 
tido correto 6 para a direita quando x > Oe 
para a esquerda quando x < 0; F = 0 quando 
x=0. 


Posigéo de | , 


equilibrio Sa ~~ 


kx cx 
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Conseqiientemente, a freqiiéncia natural amortecida e o perfodo amortecido sao 


i 
H ( og = 0, fl —- @ = (V1 — (0,0667)? = 0,998 rad/s Resp. 


{d) Tq = Inlag = 27/0,998 = 6,305 Resp. 


Da Eq. 8/12, a solugdéo subamortecida para a equagdo do movimento é 


x = Ce$st sen (gt + yp) = Ce~ 0066 sen (0,998 + p) 


A velocidade é & = —0,0667Ce~ 9.0587 son (0,998 + yp) 
+ 0,998Ce~9086% eos (0,998 + yh) 


No instante de tempo t = 0, x e x sio 


%y = Csen yy = -0,2 


dq = —0,0667C sen w + 0,998C cos » = 0 
A solucdo para as duas equacées em C e wy fornece 
C = —0,200 m w@ = 1,504 rad 


Portanto, o movimento é definide por 


x% = —0,2002~ 0667 son (0,998¢ + 1,504) m Resp. 
PROBLEMAS : 8/75 A haste uniforme de comprimento / e massa m esta suspensa 
ba. em seu ponto médio por um arame de comprimento L. A resisténcia 
Problemas Introdutérios do arame a torcdo é proporcional ao seu Angulo de rotacdo 0 e 6 igual 


a (JG/L)6 onde J 6 o momento polar de inércia da segdo transversal 

do arame e G é 0 médulo de elasticidade transversal. Desenvolva a ‘ 
expresso para o perfodo 7 de oscilagaéo da haste, quando é colocada 
em rota¢géo em torno do eixo do arame. 


' 8/73 A haste leve e as pequenas esferas vinculadas, cada uma de 
massa m, séo apresentadas na posicao de equilibrio, onde todas as 
quatro molas estado igualmente pré-comprimidas. Determine a fre- 
qiiéncia natural w, e o periodo r para pequenas oscilagdes em torno sp NB 
do pino O sem atrito. Resp. + = an( mel.) 


12 
Resp. w, = Rh een 2m Sie 
ore m hk 
L 


Problema 8/73 


Problema 8/75 


8/74 De h do dif ial ilagdes d 
4 eae HS Set Me carp tee Pra ek pts pa 8/76 Uma placa retangular uniforme é articulada em torno de um 
péndulo sob a agdo das molas e determine o periodo +. A posigéo de 


i age tnd 3 on dae 7 eixo horizontal que atravessa um de seus vértices conforme mostra- 
equilibrio é vertical como indicada. A massa da haste é desprezivel. ; ok AN cas 
do. Determine a freqiiéncia natural w, para pequenas oscilacées. 


Problema 8/74 Problema 8/76 
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8/77 A casca cilindrica com paredes finas de raio r e altura h é 
soldada ao pequeno eixo em sua extremidade superior conforme in- 
dicado. Determine a freqiiéncia circular natural , para pequenas 
oscilacées do reservatério em torno do eixo y. 


- fel fee 
Resp. o = fe +75 


Problema 8/77 


8/78 Determine a freqiéncia natural f, para pequenas oscilacdes 
no plano vertical em torno do mancal O para o disco semicircular 
de raio r. 


Problema 8/78 


8/79 ‘Abarra uniforme de massa m é livremente articulada em tor- 
no de um eixo horizontal que atravessa o ponto O. Assuma pequenas 
oscilagées e determine uma expressdo para o fator de amortecimen- 
to £, Para qual valor c,, do coeficiente de amortecimento c o sistema 


serd criticamente amortecido? 
Resp. ¢ = 22. [-3.,¢, = 2a [km 
OPS a em’ BY 8 


Problema 8/79 


8/80 A placa quadrada fina esta suspensa por uma cavidade (nao 
mostrada) que se encaixa na pequena esfera de fixacdéo em O. Se a 
placa 6 levada a oscilar em torno do eixo A-A, determine o periodo 
para pequenas oscilagées. Despreze o pequeno deslocamento, massa, 
e atrito da esfera. 


Problema 8/80 


8/81 Sea placa quadrada do Prob. 8/80 é levada a oscilar em torno 


do eixo B-B, determine o perfodo para pequenas oscilacées. 
5b 


Resp, t = 2ar te 


8/82 O bloco retangular homogéneo de 250 kg é articulado em tor- 
no de um eixo horizontal que atravessa O e é apoiado por duas mo- 
las, cada uma de rigidez k. A base do bloco esta horizontal na posigéo 
de equilfbrio, com cada mola sob uma forca compressiva de 250 N. 
Determine a rigidez minima k das molas, que garantiré vibracao em 
torno da posigao de equilibrio. 


375 mm ' 375mm 


Problema 8/82 


Problemas Representativos 


8/83 O anel circular de raio r esta suspenso a partir de uma ca- 
vidade (nao mostrada) que se encaixa na pequena esfera de fixagao 
em O. Determine a razio R entre o perfodo para pequenas oscilacdes 
em torno do eixo B-B e 0 em torno do eixo A-A. Despreze o pequeno 
deslocamento, massa, e atrito da esfera. 


Resp, R = 2. 


a 
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Problema 8/83 


8/84 O mecanismo apresentado oscila no plano vertical em torno 
do pino O, As molas, ambas de igual rigidez k, estfo comprimidas na 
posigdo de equilibrio @ = 0. Determine uma expressfo para o periodo 
7 das pequenas oscilagdes em torno de O. O mecanismo possui uma 
massa m com centro de massa em G, e 0 raio de giracgao do conjunto 
em relacio a O é kg, 


Vertical 1) me 


Problema 8/84 


8/85 A massa da barra esbelta uniforme é de 3 kg. Determine a 
posicdo x para o cursor de 1,2 kg de tal mado que o periodo do siste- 
ma seja de 1 s, Assuma pequenas oscilagées em torno da posicéo de 
equilfbrio horizontal mostrada. 

Resp. x = 0,558 m 


0,8 m 


Problema 8/85 


8/86 A placa quadrada uniforme esta suspensa em um plano hori- 
zontal, pelos quatro cabos presos a seus vértices, a partir dos pontos 
fixos A e B sobre uma linha horizontal a uma distancia b acima da 
placa. Determine uma express&o para a freqiiéncia f,, das pequenas 
oscilagées da placa em torno do eixo A-B. 


Problema 8/86 


8/87 Quando o motor tem sua velocidade gradualmente elevada, 
uma oscilagaéo vibratéria muito grande de todo o motor em torno 
de O-O ocorre a uma velocidade de 360 rpm, o que mostra que essa 
velocidade corresponde a freqiiéncia natural de oscilacéo livre do 
motor. Se o motor possui uma massa de 43 kg e um raio de giragdo 
de 100 mm em relagao a O-O, determine a rigidez k de cada um dos 
quatro suportes de molas idénticos. 

Resp. k = 8820 N/m 


A 
y 


Problema 8/87 


8/88 Determine o valor mda massa do sistema (b) de modo que 
a freqiiéncia do sistema (b) seja igual & do sistema (a). Note que as 
duas molas sio idénticas e que a polia do sistema (a) é um cilindro 
homogéneo macigo de massa 7m. O cabo nao desliza sobre o cilindro. 


{a) ) 


Problema 8/88 
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8/89 O sistema do Prob. 8/45 é repetido aqui. Se 0 elemento de 
ligacdo AB possui agora uma massa m, e um raio de giracgéo kg em 
relagiio ao ponto O, determine a equagéo do movimento em termos 
da varidvel x. Assuma pequenas oscilagées. O coeficiente de amorte- 
cimento para o amortecedor é c. 


a? ko |. Ja? = 
— My +e nal + [ele + kx =0 


Resp. [rm + ro 


Problema 8/89 


8/90 O sistema do Prob. 8/46 é repetido aqui. Se a barra curva AB 
possui agora uma massa my e um raio de giragao kg em relagao ao 
ponto O, determine expressées para a freqiiéncia natural nado amor- 
tecida w, e para o fator de amortecimento £ em termos das proprie- 
dades conhecidas do sistema. Assuma pequenas oscilagées. O coefi- 
ciente de amortecimento para o amortecedor é ¢. 


Problema 8/90 


8/91 Duas barras uniformes e idénticas estao soldadas uma & ou- 
tra em um Angulo reto e sao articuladas em relag&o a um eixo hori- 
zontal que atravessa o ponto O como mostrado. Determine a fre- 
qiiéncia de excitagio critica w, do bloco B, que resultard em oscilagdes 
excessivamente grandes do conjunto. A massa do conjunto soldado 


ém. 
_ (6(%,2 
Resp. = 8 (2 + 8) 


t 
xg=bsen wt 


Problema 8/91 


8/92 Determine a freqiiéncia natural f, para pequenas oscilagdes 
do corpo composto no plano vertical em torno do mancal O. Aproxi- 
me 0 corpo como uma barra esbelta de massa m/5 e um disco semi- 
circular de massa m, ambos com a dimensdo r conforme indicado. 


Problema 8/92 

8/93 Ocilindro macico uniforme de massa m e raior rola sem des- 
lizar durante a sua oscilagdo sobre a superficie circular de raio R. Se 
o movimento esta limitado a pequenas amplitudes @ = 6), determine 
o periodo + das oscilagdes. Determine também a velocidade angular 
w do cilindro, quando cruza a linha de centro vertical. (Atengdo: Nao 
confunda w com 6 ou com @, conforme utilizado nas equagées de 
definicéo. Observe também que @ no é o deslocamento angular do 
cilindro.) 


Resp. 1 =2m 3K =) | 


o= 0 Vag(R ~ r)/3 


Problema 8/93 


8/94 A polia cilindrica, maciga e homogénea possui uma massa 7} 
eum raio r. Se a pega em B 6 submetida ao deslocamento harménico 
indicado, determine a equagéo de movimento do sistema em termos 
da variavel x. O cabo que liga a massa m, 4 mola superior nao des- 
liza sobre a polia. 
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Xg= bcos wt | 
he 
14 


AWWW 
hy B 


Problema 8/94 


8/95 O disco circular de massa m e momento de inércia J, em rela- 
cdo a seu eixo central, esta soldado ao eixo de ago, que, por sua vez, 
esta soldado ao bloco fixo. O disco recebe um deslocamento angular 
0 e em seguida é liberado, provocando uma vibragéo torcional do 
disco com 6 variando entre +) e —8). O eixo resiste 4 torgéo com um 
momento M = JG@L, onde J é 0 momento polar de inércia da secao 
transversal do eixo em relagao ao eixo de rotagdo, G é o médulo de 
elasticidade transversal do material do eixo (relagéio entre tensiio e 
deformagao de cisalhamento), 0 6 o Angulo de torc¢éo em radianos, e 
L &0 comprimento do eixo sob torgéo. Desenvolva a expressfo para 
a freqiiéncia natural f, da vibragao torcional. 


non toh 2 


Io ae 


@ 
Problema 8/95 


8/96 O “boneco” segmentado do Prob. 6/107 é reapresentado aqui. 
Assume-se que articulacdo do quadril O permanece fixa em relagio 
ao carro, e o tronco acima do quadril é considerado como um corpo 
rigido de massa m. O centro de massa do tronco esté em G e 0 raio 
de giracéo do tronco em relacéo a O é kg. Assuma que a resposta 
muscular atua como uma mola de torgao interna que exerce um mo- 
mento M = K@ sobre a parte superior do tronco, onde K é a constante 
de mola torcional e @ 6 0 deslocamento angular a partir da posic¢o 
vertical inicial. Se o carro é forgado a uma parada sibita com uma 
desaceleracdo constante a, desenvolva a equacdo diferencial para o 
movimento do tronco antes do seu impacto com o painel. 


es 


Ny 


Problema 8/96 


»8/97 Os elementos da suspensao traseira independente, do tipo 
“eixo-flutuante”, para automéveis sdéo representados na figura. O 
diferencial D esta firmemente fixado ao chassi do carro. Os semi- 
eixos sdo articulados em suas extremidades internas (ponto O para 
0 semi-eixo mostrado) e estado firmemente presos as rodas. Os ele- 
mentos da suspenséo nao mostrados limitam o movimento da roda 
ao plano da figura. A massa do conjunto roda-pneu 6 M = 45 kg, e 
seu momento de inércia de massa em relacgéo a um eixo diametral 
que passa através de seu centro de massa G é de 1,4 kg-m?. A massa 
do semi-eixo é desprezivel. A constante da mola e 0 coeficiente de 
amortecimento do amortecedor sao k = 8,75 kN/m ec = 2600 N-s/m, 
respectivamente, Se um desbalanceamento estatico esta presente no 
pneu, tal como representado pela massa concentrada adicional m = 
0,25 kg como apresentado, determine a velocidade angular w, que 
resulta no sistema de suspensao sendo excitado em sua freqiténcia 
natural nado amortecida. Qual seria a velocidade correspondente do 
veiculo v? Determine o fator de amortecimento ¢. Assuma pequenos 
deslocamentos angulares e despreze os efeitos giroscépicos e qual- 
quer vibragdo do chassi do carro. A fim de evitar as complicagdes as- 
sociadas com a variagao da forga normal exercida pela estrada sobre 
o pneu, considere o veiculo como posicionado sobre um elevador com 
as rodas suspensas livremente. 

Resp, = 10,21 rad/s, v = 12,87 km/h 

£=1,517 


m | H 
| Foo A = 600 mm—— 


ee by = 800 mm ——-—> 


Problema 8/97 


»8/98 Para o sistema de suspensdo do automével do Prob. 8/97, 

determine a amplitude X do movimento vertical do ponto G, se a ve- 

locidade angular do pneu corresponde (a) a freqiténcia natural nao 

amortecida do sistema e (b) a uma velocidade do veiculo de 90 km/h. 
Compare os dois resultados. 

Resp, (a) X = 0,611 mm 

(6) X= 1,731 mm 


do R6, 
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Figura 8/17 


8/5 Métopvos ve ENERGIA 


Nas Secdes 8/2 até 8/4 desenvolvemos e resolvemos as 
equacées de movimento para corpos em vibragao, isolando o 
corpo em um diagrama de corpo livre e aplicando a segunda 
lei de Newton do movimento. Com essa abordagem, fomos 
capazes de levar em consideragao as agées de todas as forgas 
que atuam sobre o corpo, incluindo as forcas de amorteci- 
mento por atrito. Existem muitos problemas onde 0 efeito 
do amortecimento é pequeno e pode ser desprezado, de modo 
que a energia total do sistema é essencialmente conserva- 
da. Para tais sistemas, verificamos que o princfpio de con- 
servacéo da energia pode freqiientemente ser aplicado com 
uma vantagem considerdvel na determinagao da equacao do 
movimento e, quando o movimento 6 harménico simples, na 
obtengdéio da freqiiéncia de vibragiio. 


Determinacao da Equacao de Movimento 


Para ilustrar essa abordagem alternativa, considere ini- 
cialmente 0 caso simples do corpo de massa m preso 4 mola de 
rigidez k e vibrando na direc&o vertical, sem amortecimento, 
Fig. 8/17. Tal como anteriormente, 6 conveniente medir a va- 
ridvel de movimento x a partir da posicéo de equilfbrio. Com 
essa referéncia, a energia potencial total do sistema, elastica 
e gravitacional, torna-se 

VV, + Vy = BR + dg)® — 7RO au? — mex 
onde 4,,, = mg/k 6 0 deslocamento estatico inicial. Substituin- 
= mg e simplificando resulta 


‘est 
= 1p,2 
V = 5kx 
Desse modo, a energia total do sistema vem a ser 


= mz? + thx? 
T + V= dma? + dhe 


Como T+ V é constante para um sistema conservativo, a 
sua derivada no tempo é nula. Conseqiientemente, 


d pee be pps 
“arty maK + kxx = 0 


Cancelando « obtemos a equacéo diferencial basica do mo- 
vimento 


mi + kx = 0 


que é idéntica & Eg. 8/1 desenvolvida na Secdo 8/2 para o 
mesmo sistema, Fig. 8/3. 


Determinacdo da Freqiiéncia de Vibracao 


A conservacao de energia pode também ser utilizada para 
determinar o perfodo ou a freqiiéncia de vibragéo para um 
sistema linear conservativo, sem a necessidade de desenvol- 
ver e resolver a equacdo do movimento. Para um sistema que 
oscila com movimento harménico simples em relacéio 4 posi- 
¢Ao de equilibrio, a partir de onde o deslocamento x é medido, 
a energia varia desde a energia cinética maxima e potencial 
nula, na posicéio de equilibrio x = 0, até a energia cinética 
nula e potencial maxima, na posic&o de deslocamento maxi- 
MO X = Xm4x- Desse modo, podemos escrever 

T, 


moe, = Vi 


max 
A energia cinética maxima é Bk Smin)*s e a energia potencial 
maxima é BR Xmax)- 

Para o oscilador harménico da Fig. 8/17, sabemos que o 
deslocamento pode ser escrito como x = X44, Sen (w,t + W) de 
modo que a velocidade maxima 6 Zing, = ,Xmgx- Desse modo, 
podemos escrever 


GMC Bygg)” = GRE may)” 


onde xp, 6 0 deslocamento mdximo, no qual a energia poten- 
cial 6 maxima. A partir desse balanco de energia, facilmente 
obtemos 


Op, = Vkim 


Esse método de determinar diretamente a freqtiéncia pode 
ser utilizado para qualquer vibragdo linear néo amortecida. 

A principal vantagem da abordagem de energia para a vi- 
brag&o livre de sistemas conservativos é que se torna desne- 
cess4rio desmembrar o sistema e levar em consideracéo to- 
das as forgas que atuam sobre cada membro. Na Segiio 3/7 do 
Capitulo 3 e nas Secdes 6/6 e 6/7 do Capitulo 6, aprendemos 
que, para um sistema de corpos interligados, um diagrama 
de forcas ativas do sistema completo nos permite calcular o 
trabalho U’ ‘das forgas ativas externas e igualar 4 variagao 
na energia mecAnica total 7'+ V do sistema. 

Dessa forma, para um sistema mecdnico conservativo 
de elementos interligados, com um tnico grau de liberda- 
de, onde U’ = 0, podemos obter a sua equagéo do movimento 
simplesmente definindo a derivada no tempo da sua energia 
mec4nica total constante igual a zero, obtendo 


d z 
qg FrV=0 


Onde V = V, + V, 6 a soma das energias potenciais, eldstica e 
gravitacional, do sistema. 

Além disso, para um sistema mec&nico interligado, do 
mesmo modo que para um tnico corpo, a freqiténcia natural 
de vibragao é obtida igualando a expressdo para a sua ener- 
gia cinética total mdxima 4 expresséo para a sua energia 
potencial maxima, onde a energia potencial é considerada 
nula na posic&éo de equilibrio. Essa abordagem para a de- 
terminacdo da freqiiéncia natural sé é valida se for possivel 
determinar que o sistema vibra em movimento harménico 
simples. : 
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| Exemplo 8/10 


A pequena esfera de massa 7 est4 montada sobre a haste leve articulada em O e 
apoiada na extremidade A pela mola vertical de rigidez k. A extremidade A é deslocada 
uma pequena distancia y, abaixo da posicdo de equilibrio horizontal e solta. Por meio 
do método de energia, desenvolva a equacio diferencial do movimento para pequenas 
oscilagdes da haste e determine a express&o para a sua freqiiéncia natural w, de vibra- 
1 ¢ao. O amortecimento é desprezivel. 


Solugde. Com o deslocamento y da extremidade da haste medido a partir da posigao 
de equilibrio, a energia potencial na posigao deslocada, para pequenos valores de y, 
vem @ ser 


1 b 
0} V=aV.+V,= 5 hy + Bog)? — 3 Peest” = me(®>) 


onde 6, 6 a deflexdo estatica da mola no equilfbrio. Mas a forca da mola na posicao 
de equilfbrio, para um somatério de momentos nulo em relacdo a O, 6 (b/l)mg = Rézsy. 
Substituindo esse valor na expressdo para V e simplificando resulta 


equilibrio 


| 


@ V= Shy? 


Sugestées Uteis 


A energia cinética na posigéo deslocada é 

@ Para valores grandes de ¥, 0 movimento 
circular da extremidade da haste levaria a 
expresséo para a deflexéo da mola a ficar 
incorreta. 

@® Mais uma vez aqui, constatamos a simplici- 

dade da expressao para a energia potencial 

quando o deslocamento é medido a partir da 

posigao.de equilibrio. 


onde observamos que o deslocamento vertical de m 6 (b/1)y. Desse modo, com a soma das 
energias constante, a sua derivada no tempo é nula, e temos 


a = 4/1 fb? Lye] n 

att” 4) 4m(65) + bt] : 

que resulta 
y+ nk =0 R 
y me esp. 


quando ¥ é cancelado, Por analogia com a Eq. 8/2, podemos expressar a freqiiéncia do 
movimento diretamente como 


OW, = ; vkim Resp. 


De forma alternativa, podemos obter a freqiiéncia igualando a energia cinética mé- 
xima, que ocorre em y = 0, a energia potencial méxima, que ocorre em y = ¥o = mex, Onde 
a deflexéio 6 maxima. Desse modo, 


1 fo. \P_a 2 
Tnax = Vinix fornece 5" 7 Smax | = 5 ’Ymix 


Sabendo que temos uma oscilagdo harménica, que pode ser expressa como y = Yyugq SEN. 
wt, teMOS Imax = Vmax n- Substituindo essa relacéo no balanco de energia obtemos 


1 (2 pad y 2 =! Sih R 
2p mix®n | = 9 max de modo que On = 5 vhim ‘esp. 


do mesmo modo que anteriormente. 
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Exemplo 8/11 


Determine a freqiiéncia natural w, da vibracdo vertical do cursor de 3 kg ao qual 
estao fixados os dois elementos de ligagdo uniformes de 1,2 kg, que podem ser conside- 
rados como barras esbeltas. A rigidez da mola, que estd presa tanto ao cursor quanto 
A base, 6 & = 1,5 kN/m, e as barras sao ambas horizontais na posicdo de equilibrio. Um 
pequeno rolete na extremidade B de cada elemento de ligagdo permite a extremidade A 
se deslocar com o cursor. A reducao na velocidade devida ao atrito é desprezfvel. 


Solucdo. Na posic¢ao de equilibrio, a compress&o P na mola é igual ao peso do cursor de 
3 kg, adicionado & metade do peso de cada barra ou P = 3(9,81) + 2GX1,2)(9,8) =41,2N. 
A deflexdo estatica correspondente da mola é 6,,, = P/k = 41,2/1,5(108) = 27,5(10-) m. 
Com a varidvel de deslocamento y medida para baixo a partir da posigao de equilibrio, 
a qual se torna a posic&o de energia potencial nula, a energia potencial para cada ele- 
mento na posicao deslocada é 


(Mola) V, = sky + Seq)? — 5 bi? = F hy? + RBey 


= i (1,5)(10%)y? + 1,5(109)(27, 5)(10™8)y 
= T50y? + 41,2y J 


(Cursor) V, = —m gy = ~8(9,81)y = —29,4y d 
® (Cada barra) Vy = mg? = ~1,2(9,81) 2 = -5,89y 5 


A energia potencial total do sistema vem a ser entio 
@ V = T50y? + 41,2 ~ 29,4y — 2(5,89)y = 750y? J 
A energia cinética maxima ocorre na posi¢éo de equilibrio, onde a velocidade y do 
cursor tem 0 seu valor maximo. Nessa posi¢do, na qual as barras AB estiio horizontais, a 


@® extremidade B é 0 centro instantaneo de velocidade nula para cada barra, e cada barra 
gira com uma velocidade angular ¥/0,3. Desse modo, a energia cinética de cada parte é 


(Cursor) T= emi? -3 y2 J 


av 
(3 m 608 =4 nj? 
aut 6 


(Cada barra), T= 4 Igo = 3 
= 5 (,2)9? = 0,25" 
Portanto, a energia cinética do cursor e de ambas as barras 6 


7 = 35? + 200,292) = 1,95? 


Com o movimento harménico expresso por y = Ymx SEN Wyt, LEMOS Js = Ymax Ons de 
@® modo que o balango de energia Tyas. = Vinay COM Y = Jmgy VEN a Ser 
® 190, fxn)” = TOY agg? ou 


w, = ¥750/1,9 = 19,87 Hz Resp. 


Sugestdes Uteis 


@ Observe que o centro de massa de cada bar- 
ra se desloca para baixo apenas a metade do 
deslocamento do cursor. 

® Notamos mais uma vez que a medida da va- 
ridvel de movimento y a partir da posigfo 
de equilibrio, resulta na energia potencial 
total sendo simplesmente V = hy”. 

@® O conhecimento da cinematica de corpo ri- 

gido é essencial nesse ponto. 


@ Para perceber a vantagem do método de tra- 
balho-energia para esse e para problemas 
similares de sistemas interligados, vocé é 
incentivado a explorar as etapas necessé- 
vias para a solucéo por meio das equacdes 
de movimento, para forgas e momentos, das 
partes isoladas. 

® Se as oscilagées fossem grandes, observa- 
riamos que a velocidade angular de cada 
barra em sua posigao geral seria igual a 
4140,09 — y, 0 que provocaria uma respos- 
ta nao linear, néo mais descrita por y = Ymsn 
sen at, 
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PROBLEMAS 


(Resolva os problemas a seguir pelo método de energia da Secdo 
8/5). 


Problemas introdutérios 


8/99 Desenvolva a equacéo do movimento para o péndulo, que 
consiste na haste esbelta uniforme de massa m e na esfera de massa 
M. Assuma pequenas oscilacées e despreze o raio da esfera. 


Resp. 6 + [ee us a 


Bim + aM |° *° 


Problema 8/99 


8/100 A energia potencial V de um sistema massa-mola linear é 
dada, em joules, por 64x, onde x € 0 deslocamento em metros, medi- 
do a partir da posicdo de equilfbrio neutra. A energia cinética T do 
sistema, em joules, é dada por 8%”. Determine a equacao diferencial 
do movimento para o sistema e encontre o perfodo r de sua oscilacao. 
Despreze a perda de energia. 


8/101 Determine a freqiiéncia natural f, do péndulo invertido. 
Assuma pequenas oscilagées e indique quaisquer restric¢ées sobre 
a sua solugdo. 


Problema 8/101 


8/102 A barra OA de 1,5 kg esta suspensa verticalmente a partir 
do mancal O e é limitada pelas duas molas, cada uma de rigidez k = 
120 N/m e ambas igualmente pré-comprimidas, com a barra na posi- 
co de equilibrio vertical. Considere a barra como uma haste esbelta 
uniforme e calcule a freqiiéncia natural f,, das pequenas oscilagées 
em torno de O. 


CO : 


Problema 8/102 


8/103 Determine o periodo 7 para o aro circular uniforme de raio 
r, enquanto oscila com pequena amplitude em torno da aresta da 
cunha horizontal. 


or 
Resp, 1 = 2a [= 
is & 


Problema 8/103 


8/104 Aroda raiada com raio r, massa m, e raio de giragao centroi- 
dal k rola sem deslizar sobre a inclinagao. Determine a freqiiéncia 
natural de oscilagao e examine os casos limites dek =O ek =r. 


Problema 8/104 


8/105 Determine o periodo 7 das pequenas oscilagées da casca ci- 
lindrica do Prob. 8/77, repetido aqui, em torno do eixo y. 


aon f2 fey 
Resp. T = 2a gh 5 +3 
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Problema 8/105 


8/106 O comprimento da mola é ajustado de modo que a posigao 
de equilfbrio do braco 6 horizontal conforme mostrado, Despreze a 
massa da mola e do braco e calcule a freqiiéncia natural f, para 
pequenas oscilagdes. 


Problema 8/106 


Problemas Representativos 


8/107 Calcule a freqiiéncia f,, de oscilagéo vertical do sistema 
apresentado. A polia de 40 kg tem um raio de giragéo em relagao ao 
seu centro O de 200 mm. 

Resp. f, = 1,519 Hz 


Problema 8/107 


8/108 O disco possui um momento de inércia de massa Jy em re- 
lagdo a O e 6 movido por uma mola de torgéo com constante K. A 
posi¢&o dos pequenos cursores, cada um dos quais possui massa m, 
é ajustavel. Determine o valor de x para o qual o sistema tem um 
periodo conhecido 7. 


Problema 8/108 


8/109 Pelo método dessa seciio, determine o periodo de oscilacio 
vertical. Cada mola possui uma rigidez de 1200 N/m, e a massa das 
polias pode ser desprezada. 

Resp. 7=0,321s 


Problema 8/109 


8/110 0 eixo de rotagéo da plataforma giratéria esta inclinado em 
um Angulo a a partir da vertical. A haste da plataforma 6 livremente 
articulada nos mancais que ndo sfio mostrados, Se um pequeno bloco 
de massa mm. é colocado a uma distancia r a partir do ponto O, deter- 
mine a freqiiéncia natural w, para pequenas oscilagées rotacionais 
através do Angulo @.O momento de inércia de massa da plataforma 
giratéria em relagao ao eixo de sua haste é I. 


Problema 8/110 


8/111 O cilindro circular homogéneo do Prob. 8/93, reapresentado 
aqui, rola sem deslizar sobre a trajetéria de raio R. Determine o 
periodo 7 para pequenas oscilagées. 


Problema 8/111 


8/112 As extremidades da barra uniforme de massa m deslizam. 
livremente nas ranhuras vertical e horizontal como mostrado. Se a 
barra esta em equilibria estatico quando 0 = 0, determine a freqiién- 
cia natural , das pequenas oscilagées. Que condic&o deve ser im- 
posta sobre a constante de mola # a fim de que ocorram oscilacées? 


k 


Problema 8/112 
8/113 A haste esbelta uniforme de comprimento / e massa my esta 
fixada ao disco uniforme de raio //5 e massa m,. Se o sistema é apre- 


sentado em sua posigao de equilibrio, determine a freqiténcia natu- 
ral w, e a velocidade angular maxima w para pequenas oscilacées de 


amplitude. @) em torno do eixo O. 
2 6h 
Resp. tn = 3.157 Sémy 
= 6h 
@ = 360.1 3m, + 26m, 


2U5 be 15 
Problema 8/113 
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8/114 Desenvolva a expressao para a freqiiéncia natural f, do sis- 
tema composto de dois cilindros circulares homogéneos, cada um de 
massa M, eo elemento de ligagéo AB de massa m. Assuma pequenas 
oscilacées. 


Problema 8/114 


8/115 Cada uma das duas barras esbeltas uniformes de 1,5 kg 
é articulada livremente em A, com seu pequeno rolete de guia, na 
extremidade superior, livre para se deslocar na guia horizontal. As 
barras séo sustentadas em suas posigdes de equilibrio a 45° pela 
mola vertical com rigidez 1050 N/m. Se o ponto A recebe um des- 
locamento vertical muito pequeno e em seguida é solto, calcule a 
freqiiéncia natural do movimento resultante. 

Resp. f,, = 3,65 Hz 


Vertical 


k= 
1050 N/m 


A 
Problema 8/115 


8/116 O bloco de 12 kg 6 apoiado pelas duas barras de 5 kg com 
duas molas de torg&o, cada uma de constante K = 500 N-m/rad, dis- 
postas como apresentado, As molas so suficientemente rigidas de 
modo que o equilibrio estdvel é verificado na posic¢fio mostrada. De- 
termine a freqiiéncia natural f, para pequenas oscilagées em torno 
dessa posigdo de equilibria. 


B(O;)) 


Problema 8/116 
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8/117 O semicilindre de massa m e raio r rola sem deslizar sobre 
a superficie horizontal. Por meio do método dessa segao, determine o 
periode 7 para pequenas oscilagGes. 

Resp. t = 7, Brig 


Problema 8/117 


8/118 Cada um dos dois blocos deslizantes A possui uma massa m 
e estd limitado a se deslocar em uma das ranhuras radiais lisas do 
volante, que 6 acionado a uma velocidade angular constante o. Cada 
uma das quatro molas possui uma rigidez k. E correto afirmar que 
o sistema composto pelo volante, blocos, e molas possui uma energia 
constante? Explique sua resposta. 


Problema 8/118 


8/119 A suspensio dianteira de um automdvel 6 apresentada. 
Cada uma das molas helicoidais possui uma rigidez de 46,8 kN/m. 
Se a massa da extremidade dianteira do chassi e da parte equiva- 
lente da carroceria, presa A extremidade dianteira, é de 800 kg, de- 
termine a freqliéncia natural f,, da oscilagao vertical do chassi e da 
earroceria na auséncia de amortecedores. (Sugestdo: Para relacio- 
nar a deflexdo da mola ao deslocamento do chassi e da carroceria, 
considere o chassi fixo e assuma que o solo e as rodas se deslocam 
verticalmente.) 

Resp. f, = 1,148 Hz 


8/120 A haste esbelta uniforme de comprimento 2b é sustentada 
no plano horizontal por uma suspensao bifilar. A haste é colocada em 
oscilag&o com angulos pequenos em torno do eixo vertical através de 
seu centro O. Desenvolva a expressdo para o periodo 7 da oscilagao. 
(Sugestao: A partir do esboco auxiliar, observe que a haste se eleva 
de uma distancia A correspondente a uma rotacdo angular 8. Obser- 
ve também que /f = b@ para Angulos pequenos e que cos B pode ser 
substituido pelos dois primeiros termos da sua expansdo em série. 
Uma solugdo harménica simples da forma 9 = 6) sen o,t pode ser 
utilizada para Angulos pequenos.) 


Problema 8/120 


8/121 A casca cilindrica semicircular de raio r com espessura de 
parede pequena, porém uniforme, é colocada em oscilagéo com des- 
locamentos pequenos sobre a superficie horizontal. Se nao ocorre 
deslizamento, determine a expresso para 0 perfodo r de cada osci- 
lag&o completa. 


Resp. + = 2a 2yr 


Problema 8/121 


8/122 Um furo de raio R/4 é perfurado através de um cilindro de 
raio R para formar um corpo de massa m como mostrado. Se o corpo 
rola sobre a superficie horizontal sem deslizar, determine o periodo 


7 para pequenas oscilagdes. 
Resp. t = 41,4 £ 
& 


Problema 8/119 


Problema 8/122 


a 
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8/6 RevisAo po CapituLo 


No estudo das vibragdes de particulas e dos corpos rigi- 
dos no Capitulo 8, observamos que 0 assunto é simplesmente 
uma aplicagdo direta dos principios fundamentais da dina- 
mica, tal como apresentado nos Capitulos 3 e 6. No entanto, 
nesses capitulos anteriores, determinamos o comportamento 
dinamico de um corpo apenas em um instante especifico de 
tempo ou encontramos as variagdes no movimento que re- 
sultam apenas de intervalos finitos de deslocamento ou de 
tempo. O Capitulo 8, por outro lado, discutiu a solugdo das 
equagdes diferenciais que descrevem 0 movimento, de modo 
que o deslocamento linear ou angular pode ser totalmente 
expresso como uma funcéio do tempo. 


Vibracdo de Particulas 


Dividimos o estudo da resposta no dominio do tempo de 
particulas nas duas categorias de movimento, livre e forgado, 
com as subdivisées adicionais de amortecimento desprezivel 
e significativo. Verificamos que o fator de amortecimento ¢ é 
um parametro conveniente para determinar a natureza das 
vibragées nao forgadas, porém com amortecimento viscoso, 

A principal licéo associada ao forcamento harménigo 6 
que a excitacao de um sistema levemente amortecido com 
uma forga cuja freqiiéncia é préxima a freqiéncia natural, 
pode provocar um movimento de amplitude excessivamente 
grande-uma condicéo chamada ressonancia, que normal- 
mente deve ser cuidadosamente evitada. 


Vibracao de Corpos Rigidos 


No estudo das vibragdes de corpos rigidos, observamos 
que a equagéo para pequenos movimentos angulares possui 


PROBLEMAS DE REVISAO 


8/123 O projétil de 0,1 kg é disparado contra o bloco de 10 kg, 
que esta inicialmente em repouso, sem nenhuma forga na mola. A 
mola esta presa em ambas as extremidades. Calcule 0 deslocamento 
horizontal maximo X da mola e o perfodo de oscilagao resultante do 
bloco e do projétil alojado. 

Resp, X = 0,287 m, 7 = 0,365 s 


0,1 kg 
Seeisesiee)] ~<-——~~ 500 m/s 


Problema 8/123 


8/124 Uma viga I com 20 m esta sendo erguida pelo esquema de 
cabos mostrado. Determine o periodo 7 das pequenas oscilacdes em 
torno da conex&éo O, que se supdée permanecer fixa e em torno da 
qual os cabos giram livremente. Considere a viga como uma haste 
esbelta. 


uma forma idéntica aquela para as vibracdes de particulas. 
Enquanto as vibracées de particulas podem ser completa- 
mente descritas pelas equagdes que definem o movimento 
de translac&o, as vibragdes de corpos rigidos normalmente 
exigem as equacées da dinamica de rotagao. 


Métodos de Energia 


Na ultima segao do Capitulo 8, verificamos como 0 méto- 
do de energia pode facilitar a determinagdo da freqiiéncia 
natural @, em problemas de vibracdo livre, onde o amorte- 
cimento pode ser desprezado. Aqui, a energia mec4nica total 
do sistema é assumida como sendo constante. Igualando a 
sua primeira derivada no tempo a zero, conduz diretamente 
a.equacéo diferencial do movimento para o sistema. A abor- 
dagem de energia permite a andlise de um sistema conser- 
vativo de elementos interligados, sem o desmembramento 
do sistema. 


Graus de Liberdade 


Ao longo do capitulo, restringimos nossa atengao a siste- 
mas com um grau de liberdade, onde a posicéo do sistema 
pode ser especificada por uma tnica varidvel. Se um sistema 
possui m graus de liberdade, ele possui n freqtiéncias natu- 
rais.'‘Desse modo, se uma forga harmonica é aplicada a um 
sistema desse tipo, o qual é levemente amortecido, existem.n 
freqiiéncias de excitac&o que podem provocar um movimento 
de grande amplitude. Por meio de uma técnica denominada 
andlise modal, um sistema complexo com n graus de liber- 
dade pode ser reduzido a n sistemas com um tnico grau de 
liberdade. Por essa razéo, 0 conhecirtiento aprofiindado do 
material desse capitulo 6 fundamental para o estudo mais 
avan¢cado de vibragdes. 


‘45° 45° 


K ~— 20m. 


Problema 8/124 


8/125 O disco circular uniforme esta suspenso por uma cavidade 
(n&o mostrada) que se encaixa sobre a pequena esfera de fixacdo em 
O. Determine 0 periodo para movimentos pequenos, se o disco oscila 
livremente em torno (a) do eixo A-A e (5) do eixo B-B. Despreze 0 
pequeno deslocamento, massa, e atrito da esfera. 


a ee 
Resp. (a) w, = 2 ae (0) @, = 3p 


| 
| 
i 
| 
: 
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Problema 8/125 


8/126 A placa triangular uniforme gira livremente em torno de 
um eixo horizontal que atravessa o ponto O. Determine a freqiiéncia 
natural para pequenas oscilagées. 


Problema 8/126 


8/127 Determine o perfodo 7 para pequenas oscilagées do conjunto 
composto por duas barras leves e duas particulas, cada uma de mas- 
sa m., Examine a sua expresséo quando o Angulo @ se aproxima dos 


valores 0 e 180°. 
Resp. 7 = BI cos (aid) 


m m 


Problema 8/127 


8/128 Determine a freqiiéncia natural f, das oscilagées verticais 
do cilindro de massa m. A massa e 0 atrito do tambor escalonado sao 
despreziveis. 


Problema 8/128 


8/129 Uma barra esbelta possui o formato de um semicirculo de 
raio r como mostrado. Determine a freqiténcia natural f,, para pe- 
quenas oscilacées da barra enquanto esta apoiada sobre a aresta da 
cunha horizontal, no ponto médio de seu comprimento. 


Resp. fr = x £ 


Problema 8/129 


8/130 Determine a maior amplitude xp para a qual 0 disco circular 
uniforme rolard sem deslizar sobre a superficie horizontal. 


Us, Ue 


Problema 8/130 


8/131 Calcule o fator de amortecimento ¢ do sistema apresentado, 
se a massa e 0 raio de giragéio do cilindro escalonado sao m = 8 kg € 


k = 135 mm, a constante de mola é k = 2,6 kN/m, e 0 coeficiente de’ 


amortecimento do cilindro hidraulico é ¢ = 30 N-s/m. O cilindro rola 
sem deslizar sobre o raio r = 150 mm e a mola pode suportar tanto 
tragao como compressao. 

Resp. £ = 0,0773 


Problema 8/131 


8/132 Um oscilador linear com massa m, constante de mola k, e 
coeficiente de amortecimento viscoso c 6 colocado em movimento 
apés ser solto de uma posi¢ao deslocada. Desenvolva uma expressio 
para a perda da energia Q durante um ciclo completo em termos da 
amplitude x, no inicio do ciclo. (Veja a Fig. 8/7.) 


8/133 Ocilindro A de raio r, massa m, e raio de giracao R é aciona- 
do por um sistema cabo-mola fixado ao cilindro acionador B, que os- 
cila conforme indicado. Se os cabos nao deslizam sobre os cilindros, e 
se ambas as molas estéo esticadas até o ponto em que nao se afrou- 
xem durante um ciclo de movimento, determine uma expressao para 
a amplitude 6,,,, da oscilacéo em regime permanente do cilindro A. 


rolr ‘Oh 
Resp. Omax = $9 ° gy? onde @, = z = 
w@ 
On} > ‘ 


k 


Problema 8/133 


8/134 O instrumento sismico mostrado esta fixado no convés de 
um navio préximo da popa, onde a vibragéo induzida pela hélice é 
mais pronunciada. O navio possui uma unica hélice com trés pds 
que gira a 180 rpm e opera parcialmente fora da Agua, conseqtiente- 
mente provocando um choque no instante em que cada pa rompe a 
superficie. O fator de amortecimento do instrumento é £ = 0,5, e sua 
freqiiéncia natural nao amortecida é de 3 Hz. Se a amplitude medida 
de A em relagdo a sua estrutura é de 0,75 mm, calcule a amplitude 
5p da vibragao vertical do convés. 


Problema 8/134 
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8/135 Uma bala de 60 g é disparada com uma velocidade de 300 
m/s contra o bloco de 5 kg montado em uma viga em balanco ri- 
gida, porém leve. A bala fica alojada no bloco, o qual, em seguida, 
vibra com uma freqiiéncia de 4 Hz. Caicule o deslocamento maximo 
A durante a vibrag&o e determine a constante de amortecimento ¢ 
em N-s/m se a razao entre duas amplitudes separadas de dez ciclos 
completos é de 0,6. Despreze qualquer perda de energia durante o 
primeiro quarto de ciclo. 

Resp. A= 0,1415 m, c = 2,07 N-s/m 


Ske 300 m/s 
Problema 8/135 


8/136 Um motor experimental de 220 kg esté montado sobre um 
banco de ensaios com suportes eldsticos em A e B, cada um com uma 
rigidez de 105 kN/m. O raio de giracéo do motor em relacdo a seu 
centro de massa G é de 115 mm. Com 0 motor desligado, calcule a 
freqiiéncia natural (f,), de vibragao vertical e (f,)) de rotagio em 
torno de G. Se o movimento vertical é suprimido e ocorre um leve 
desbalanceamento em rotagao, a que velocidade N o motor nao deve 
operar? : 


he | 
«250 mm->+<-250 mm~| 


Problema 8/136 


8/137 Uma maquina de 200 kg se apdia sobre quatro suportes 
no cho, cada um dos quais possui uma constante de mola efetiva k = 
250 kN/m e um coeficiente de amortecimento viscoso efetivoc = 1000 
N-s/m. Sabe-se que o chao vibra verticalmente com uma freqiiéncia 
de 24 Hz. Qual seré o efeito sobre a amplitude de oscilagéo absoluta 
da maquina se os suportes forem substituidos por outros novos, que 
possuem a mesma constante de mola efetiva, porém o dobro do coe- 
ficiente de amortecimento efetivo? 

Resp. A amplitude aumentard em 28,9%! 
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oe *problemas para Resolucdo com Auxilio do 
Computador 


*/138 Represente graficamente a resposta x do corpo de 20 kg ao 
longo do intervalo de tempo 0 = ¢ = 1 segundo. Determine os valores 
maximo e minimo de x e seus respectivos instantes de tempo. As 
condicées iniciais so x» = 0 e %) = 2 m/s. 


Je 


F = (700 cos 602) N 
alien 


Problema 8/138 


*8/139 A massa de um sistema criticamente amortecido, que pos- 
sui uma freqiiéncia natural w, = 4 rad/s, é liberada a partir do repou- 
so com um deslocamento inicial x9. Determine o tempo ¢ necessdrio 
para a massa atingir a posigéio x = 0,1x9. 

Resp. t = 0,972 s 


*8/140 A massa de 4 kg esta suspensa pela mola de rigidez k = 350 
N/m e esta inicialmente em repouso na posi¢ao de equilibrio. Se uma 
forca para baixo F = Ct é aplicada ao corpo e atinge um valor de 40 
N quando ¢ = 15, desenvolva a equagao diferencial do movimento, 
obtenha a sua solugao, e trace o deslocamento y em milimetros como 
uma fungao do tempo ao longo do primeiro segundo. O amortecimen- 
to é desprezivel. 


k = 350 N/m 


Res ee eo 


Problema 8/140 


*8/141 Na figura sao apresentados os elementos de um medidor 
de deslocamentos usado para estudar 0 movimento yz = 6 sen wt da 
base. O movimento da massa em relagdo 4 carcaga é registrado no ci- 
lindro giratério. Se 2, = 360 mm, /, = 480 mm, /, = 600 mm, m = 0,9 kg, 
c=1,4N-s/m, e w = 10 rad/s, determine a faixa para a constante de 
mola k por meio da qual a amplitude do deslocamento relativo regis- 
trado é inferior a 1,56. Assume-se que a razdo w/w, deve permanecer 
maior que a unidade. 

Resp. 0 <k < 27,4 N/m 


x Posicaéo 
neutra 


Problema 8/141 


*8/142 O cilindro de 4 kg esta preso a um amortecedor viscoso e & 
mola de rigidez & = 800 N/m. Se o cilindro é liberado a partir do re- 
pouso, no instante de tempo ¢ = 0, da posigéio em que esta deslocado 
de uma distancia y = 100 mm em relacéo a sua posigao de equilfbrio, 
trace o grafico do deslocamento y em fung&o do tempo, durante o 
primeiro segundo, para os dois casos em que 0 coeficiente de amorte- 
cimento viscoso 6 (a) ¢ = 124 N-s/m e (b) c = 80 N-s/m. 


Posigéo de 
equilibrio 


k= 800 N/m 


4 kg 


Problema 8/142 


*8/143 Determine e represente graficamente a resposta x = f(t) 
para o oscilador linear nao amortecido, submetido a forga J que va- 
ria linearmente com o tempo, durante os primeiros 3/4 de segundo, 
conforme indicado. A massa estaé inicialmente em repouso, com x = 0 
no instante de tempo ¢ = 0. 

Resp. x = 0,0926(¢ — 0,0913 sen 10,95)m 


*8/144 O oscilador linear amortecido de massa m = 4 kg, constante 
de mola k = 200 N/m, e fator de amortecimento viscoso £ = 0,1 est 
inicialmente em repouso em uma posico neutra, quando é submeti- 
do a um carregamento impulsivo repentino F durante um intervalo 
muito curte de tempo, conforme mostrado. Se 0 impulso I = {F dt = 
8 Ns, determine o deslocamento resultante x como uma fungio do 
tempo e trace um grafico para os dois segundos imediatamente apés 
o impulso. 
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me mad 


Problema 8/144 
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Veja o Apéndice A do Vol.1 Estdtica, para um tratamen- 
to da teoria e dos cdlculos de momentos de inércia de drea. 
Como esse conceito tem um papel importante no projeto de 
estruturas, especificamente aquelas tratadas em estatica, 
apresentamos apenas uma breve definigéo nesse volume de 
Dindmica, de modo que o estudante possa apreciar as dife- 
rengas bdsicas entre os momentos de inércia de area e de 
massa. 

Os momentos de inércia de uma drea plana A em relacao 
aos eixos x e y contidos no seu plano e em relag&o ao eixo z 
perpendicular ao seu plano, Fig. A/1, sao definidos por 

I= | yaa 1, = [ a?da ,= | r2dA 
onde dA é 0 elemento diferencial de area e r? = x? +. Cla- 
ramente, o momento de inércia polar I, 6 igual 4 soma I, + I, 
dos momentos de inércia retangulares. Para placas planas 
finas o momento de inércia de drea é util no cdlculo do mo- 
mento de inércia de massa, como explicado no Apéndice B. 


Momentos DE 
INERCIA DE AREA 


O momento de inércia de area 6 uma medida da distribui- 
cao da area em relagéo ao eixo em questao e, para esse eixo, 
é uma propriedade constante da drea. As dimensdes do mo- 
mento de inércia de area sao (distancia)*, dadas em m‘ ou em 
mm*‘ em unidades SI. Por outro lado, o momento de inércia 
de massa é uma medida da distribuigéo de massa em relacdo 
ao eixo em questdo e suas dimensies sao (massa)(distancia)?, 
que s&o expressa em kg-m* em unidades SI. 


Figura A/T 


1 
| 


DESCRICAO DO CAPITULO 


B/1 Momentos de Inércia de Massa em relacdo a um 
Eixo 
B/2 Produtos de Inércia 


B/1) Momentos pe INEércia DE Massa Em 
RELACAO A uM E1xo 


A equacdo de movimento rotacional em relagao a um eixo 
normal ao plano de movimento para um corpo rigido em mo- 
vimento contém uma integral que depende da distribuigéo da 
massa em relacdo ao eixo de momento. Essa integral existe 
sempre que um corpo rigido tem uma aceleracéo angular eém 
relacdo ao seu eixo de rotagao. Assim, para se estudar a dina- 
mica da rotagao, deve-se ter familiaridade total com 0 calcula 
dos momentos de inércia de massa para corpos rigidos. 

Considere um corpo de massa m, Fig. B/1, girando em 
torno de um eixo O-O, com uma aceleracéo angular a. To- 
das as partfculas do corpo se movem em planos paralelos, 
que s&o normais ao eixo de rotagéio O-O. Podemos escolher 
qualquer um dos planos como o plano de movimento, embora 
aquele que contém o centro de massa seja normalmente o 
designado. Um elemento de massa dm tem um componente 
de acelerac&o tangente ao seu percurso circular valendo ree, 
da segunda lei de Newton de movimento, a forca tangencial 
resultante sobre esse elemento vale ra dm. O momento des- 
sa forca em relagio ao eixo O-O € r’a.dm, e 0 somatério dos 
momentos dessas forgas para todos os elementos é fr2a dm. 

Para um corpo-rigido, a 6 0 mesmo para todas as linhas 
radiais no corpo e podemos retiré-lo da integral. A integral 
resultante 6 denominada momento de inércia de massa, J, do 
corpo em relacéo ao eixo O-O, e vale 


(B/i) 


Essa integral representa uma propriedade importante de um 
corpo e esté envolvida na andlise de qualquer corpo que te- 
nha aceleragao rotacional em relagaéo um determinado eixo. 


Figura B/1 


MIoMENTOS DE 
INERCIA DE Massa 


Assim como a massa m de um corpo é uma medida da resis- 
téncia A aceleracdo de translagdo, o momento de inércia I é 
uma medida da resisténcia a aceleracéo rotacional do corpo. 

A integral do momento de inércia pode ser expressa alter- 
nativamente como 


I= %r2m, (B/la) 
onde r; 6 a distancia radial desde 0 eixo de inércia até a par- 
ticula representativa de massa m,; e onde 0 somatério 6 feito 
em relacdo a todas as particulas do corpo. 

Se a massa especifica p for constante em todo o corpo, o 
momento de inércia se torna 


T=p{ fav 


onde dV é 0 elemento de volume. Nesse caso, a integral, por 
si s6, define um propriedade puramente geométrica do cor- 
po. Quando a massa especffica n&o é constante, sendo dada 
em fungdo das coordenadas do corpo, ela deve permanecer 
dentro da integral e seu efeito 6 levado em conta durante a 
integragdo. , 

Em geral, as coordenadas que melhor se ajustam aos 
contornos do corpo devem ser usadas na integragao. E par- 
ticularmente importante que seja feita uma boa escolha do 
elemento de volume dV. Para simplificar a integragéo, um 
elemento com a menor ordem possivel deve ser escolhido e a 
expressao correta para o momento de inércia do elemento em 
relagéo ao eixo envolvido deve ser usada. Por exemplo, ao se 
determinar 0 momento de inércia de um cone rigido em re- 
lac&o ao seu eixo central, podemos escolher um elemento na 
forma de um disco circular de espessura infinitesimal, Fig. 
B/2a. O momento de inércia diferencial para esse elemento 


Figura B/2 


Sid eiieaepueiiis 


reese 


é a expressdo para 0 momento de inércia de um cilindro cir- 
cular de altura infinitesimal em relagdo ao seu eixo central. 
(Essa expressdo ser4 obtida no Exemplo B/1.) 

Alternativamente, poderiamos escolher um elemento na 
forma de uma casca cilindrica de espessura infinitesimal, 
como mostrado na Fig. B/2b. Como toda a massa do elemento 
est4 a uma mesma distancia r do eixo de inércia, o momento 
de inércia diferencial para esse elemento vale simplesmente 
r? dm, onde dm é a massa diferencial da casca elementar. 

A partir da definigéo do momento de inércia de massa, 
sua dimensdo é (massa\(distancia)? e é dada em unidades de 
kg-m? em unidades SI. 


Raio de Giracao 


O raio de giragao k de uma massa m em relac&o a um eixo 
para o qual o momento de inércia vale I é definido como 


(B/2) 


Assim, k é uma medida da distribuicao da massa de um de- 
terminado corpo em relagéo ao eixo em questdo e sua de- 
finigéo é semelhante 4 definic&o do raio de giracdo para o 
momento de inércia. Se toda a massa m de um corpo pudesse 
ser concentrada a uma distancia k do eixo, o momento de 
inércia nao seria alterado. 

O momento de inércia de um corpo em relacdo a um eixo 
particular é, freqitientemente, indicado especificando-se a 
massa do corpo e o raio de giragdo do corpo em relagéo ao 
eixo. O momento de inércia 6, entdo, calculado a partir da 
Eq. B/2. 


Transferéncia de Eixos 


Se o momento de inércia de um corpo é conhecido em re- 
lagdo a um eixo que passe pelo seu centro de massa, ele pode 
ser facilmente determinado em relagéo a qualquer eixo pa- 
ralelo. A provar essa afirmativa, considere os dois eixos pa- 
ralelos na Fig. B/3, sendo que um dos eixos passa pelo centro 
de massa G e 0 outro é um eixo paralelo passando por um 
outro ponto C. As distancias radiais a partir dos dois eixos 
até qualquer elemento de massa dm s4o ry er, e a separagio 
entre os eixos é d. Substituindo a lei dos cossenos r? = r)? + 
d? + 2rqd cos @ na definigéo do momento de inércia em rela- 
gdo ao eixo que passa por C temos 


1 [ dm = [ (rg? +d? + 2rad cos 6) dm 
= | ro2dm+d? | dm+ad{ udm 


A primeira integral 6 0 momento de inéreia I em relagao ao 
eixo que passa pelo centro de massa; 0 segundo termo é md? 
e a terceira integral vale zero, pois a coordenada u do centro 
de massa, em relac&o ao eixo que passa por G vale zero. As- 
sim, o teorema dos eixos paralelos é 


(B/3) 


Lembre que a transferéncia no pode ser feita a menos que 
um eixo passe pelo centro de massa e a menos que os eixos 
sejam paralelos. 


ie _ 
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Figura B/3 


Quando as expressdes para os raios de giracdo sio substi- 
tuidas na Eq. B/3, resulta 


(B/3a) 


A Eq. B/8a é o teorema dos eixos paralelos para a determi- 
nacao do raio de giragéo k em relacéo a um eixo que esteja a 
uma distancia d de um eixo paralelo que passe pelo centro de 
massa, para 0 qual o raio de giragao vale k. 

Para problemas de movimento plano, onde a rotacao ocor- 
re em relagao a um eixo normal ao plano de movimento, um 
subscrito unico para J é suficiente para designar 0 eixo de 
inércia. Assim, se a placa da Fig. B/4 tem movimento no pla- 
no x-y, 0 momento de inércia da placa em relagao ao eixo z 
que passa por O é denominado I. Para um movimento tridi- ! 
mensional, entretanto, onde os componentes de rotacéo po- 
dem ocorrer em relacdo a mais do que um eixo, usamos dois 
subscritos para preservar a simetria da notagdo com os ter- 
mos dos momentos de inércia, que estado descritos na Secéio 
B/2. Assim, os momentos de inércia em relagio aos eixos x, y 
ez séo denominados I,,, I, e I,,, respectivamente, e, da Fig. 
B/5 vemos que esses termos sao 


(B/4) 


Essas integrais est&o citadas nas Eqs. 7/10 da Secio 7/7 so- 
bre o momento angular na rotag4o em trés dimensies. 


| 
| 
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Figura B/5 


As expressées que definem os momentos de inércia de 
massa e os momentos de inércia de drea sfo semelhantes. 
Uma relagao exata entre as duas expressdes dos momentos 
de inércia existe para o caso de chapas planas. Considere a 
chapa plana de espessura uniforme na Fig. B/4. Se a espes- 
sura constante vale ¢ e a massa especifica vale p,o momento 
de inércia de massa I,, da placa em relagao ao eixo z normal 
a ela vale 


1, = [ rdm = pt { rdA = pel, (Bis) 


Assim, o momento de inércia de massa em relagéio ao eixo z 
é igual A massa por unidade de 4rea, pt, vezes 0 momento de 
inércia polar, Z,, da drea da placa em relagao ao eixo z. Se ¢ 
for pequeno em comparacéo com as dimensées da placa, os 
momentos de inércia de massa I,, e Iyy da placa em relacéo 
aos eixos x ey so bem aproximados por 


Tay = [ 2dm= pt [ y°aA = oi, 


(B/6) 
Ly = { x2dm= pt { 22aA = ott, 


Exemplo B/1 > 


Determine o momento de inércia e o raio de giragéo de um cilindro homogéneo de 


massa m e raio r em relagéo ao seu eixo central 0-0. 


Solucado. Um elemento de massa em coordenadas cilindricas vale dm = pdV = ptry dro 
d6, onde’ p 6 a massa especffica do cilindro. O momento de inércia em relagéio ao eixo 


do cilindro é 
Qn pr “4 
r= [ r2dm= pe [ { 70° dry d6'= pt 2 = 5 mr 
o Jo 2 


O raio de giragao vale 


Assim, os momentos de inércia de massa s&o iguais 4 mas- 
sa por unidade de area unitdria, pt, vezes os momentos de 
inércia de Area correspondentes. Os dois subscritos para os 
momentos de inércia de massa distiguem essas quantidades 
dos momentos de inércia de drea. 

Além disso, como I, = I, + I, para os momentos de inércia 
de area, temos que 


Fey = Lae + Dy (B/7) 


que é valida apenas para uma chapa plana fina. Hssa restri- 
cdo advém das Eqs. B/6, que nao sao validas a menos que a 
espessura ¢, ou a coordenada z do elemento, seja desprezdvel 
em comparacdo com a distancia do elemento aos eixos x ou y 
correspondentes. A Eq. B/7 é muito util quando se lida com 
um elemento de massa diferencial, tomado como sendo um 
elemento plano de espessura diferencial, por exemplo, dz. 
Nesse caso, a Eq, B/7 6 exatamente valida e se torna 


| yy = Ugg + Ty (B/7a) 


para os eixos x e y no plano da placa. 


Corpos Compostos 


De modo andlogo ao caso dos momentos de inércia de 
area, o momento de inércia de massa de um corpo composto 
éasoma dos momentos de inércia das partes individuais em 
relagéo ao mesmo eixo. E conveniente tratar, com freqiiéncia, 
um corpo composto como se definido por volumes positivos e 
volumes negativos. O momento de inércia de um elemento 
negativo, tal como o de um material removido para fazer um 
furo, deve ser considerado como uma quantidade negativa. 

Um resumo de algumas das formulas mais uteis dos mo- 
mentos de inércia de massa, de varias massas de formas co- 
muns, é dado na Tabela D/4, Apéndice D. 


Resp. 

Sugesties Uteis 

@ Se houvéssemos comecado com uma casca 
Resp. cilfndrica de raio rye. comprimento axial ¢, 


como nosso elemento de massa dm, entao, 
dl=re dm diretaniente. O leitor deve ava- 
liar a integral. 

@® O resultado f= mr vale apenas para, um. 
cilindro sélido homogéneo e néo. pode ser 
usado para qualquer outro figura de perife- 


ria circular. 


ee 
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Exemplo B/2 


Determine o momento de inércia e 0 raio de giracéio de uma esfera sélida homogénea 
de massa m e raio r em relacdo ao seu didmetro. 


Solucdo. Um segmento circular de raio y e espessura dx é escothido como 0 elemento 
de volume. A partir dos resultados do Exemplo B/1, 0 momento de inércia em relagéio ao 
eixo x do cilindro elementar é 


Aly, = Adm)y? = bmpy? dey? = = (2 ~ 22)? de 


onde p é a massa especifica constante da esfera. O momento de inércia total em relagdo 
ao eixo x é 


Ta, = zy (r? — x)? dx = Spr = 2m? Resp. 
-r 


otf a 
ee fz jer Resp. 


Q raio de giragao é 


Exemplo B/3 


Determine os momentos de inércia do paralelepipedo retangular homogéneo de 
massa m e raio r em relagao aos eixos do centréide, x» ez, e em relagdo ao eixo x passan- 
do em uma das extremidades. 


Solugdo. Um segmento transversal de espessura dz é selecionado como 0 elemento de 
volume. O momento de inércia desse segmento de espessura infinitesimal é igual ao 
momento de inércia da drea da segdo multiplicado pela massa por unidade de area pdz. 
Assim, o momento de inércia do segmento transversal em relaciio ao eixo y’ 6 

dlyy. = (p de\qgab ) 
e em relagao ao eixo x’ 6 

Alyy: = (9 dz) Gga%) 
Enquanto o elemento for uma placa de espessura diferencial, o principio dado pela Eq. 
B/Ta pode ser aplicado, dando 

ab 
Oy = Aygs + dlyy = (p dz) $5 (a? + 6%) 


Essas expressdes podem ser agora integradas para se obter os resultados desejados. 
O momento de inércia em relagdo ao eixo z 6 


pab i 1 
I, = | dl, = => (a* + 67) | dz = z5m(a? + b?) Resp. 
| 12 a a ignla esp. 


onde m 6 a massa do bloco. Trocando-se os simbolos, 0 momento de inércia em relacdo 
AO C1X0 Xp 


I. = % m(a? + 1) Resp. 


XyXq 
O momento de inércia em relagéo ao eixo x pode ser encontrado pelo teorema dos eixos 
paralelos, Eq. B/3. Assim, 
Teg = Toga, + mE) = Lmla? + 422) R 
ex ‘XoXo 2 TES: LSP. 
Esse ultimo resultado pode ser obtido expressando o momento de inércia do segmento 


elementar em relagio ao eixo x e integrando a expresséo ao longo do comprimento da 
barra. Novamente, pelo teorema dos eixos paralelos 


Aly, = A yg + 2? dn = (p de\ya*) + 2%pab de = pao 2 + 4) dz 


Sugestao Util 


@ Este 6 um exemplo onde empregamos um 
resultado anterior para dar 0 momento de 
inércia do elemento escolhido, que, nesse 
caso, € um cilindro circular de comprimento 
axial diferencial dx. Seria tolice iniciar com 
um elemento de terceira ordem, tal como p 
dx dy dz, quando podemos resolver facil- 
mente o problema com um elemento de pri- 
meira ordem. 


Sugestao Util 


@ Faga referéncia as Eqs. B/6 e lembre a ex- 
press&o para o momento de inércia de drea 


de um retdngulo, em relagéo a um eixo que 
passe pelo seu centro e seja paralelo A sua 
base. 
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a 


A integracio d4 o resultado obtido anteriormente: 


1 ae pabl 2 
2 a 2 = 24 Vd 2 2, 
Leg pa | (g+2) 3 (: + | pga’ + 49?) 


Aexpressio para I, pode ser simplificada para umia barra prismatica longa ou para 
uma barra esbelta:cujas dimensdes transversais sejam pequenas em comparac¢do com 0 
comprimento. Nesse ¢aso, a” pode ser desprezado em comparacgado com 4? eo momento 
de inércia de uma barra esbelta em relagio a um eixo que passe por uma extremidade 
normal & barra seré I = ml. Pela mesma aproximacéio, o momento de inércia em re- 


PROBLEMAS 
Problemas introdutorios 


B/1 Siga o indicado na Sugestao Util 1 do Exemplo B/1 ¢ use 0 ele- 
mento diferencial mostrado na figura para mostrar que o momento 
de inércia de massa do cilindro circular homogéneo em relagio ao 
seu eixo central O-O vale I = mr’. 


Problema B/t 


B/2 A partir dos resultados do Exemplo B/2 prediga, sem calcular, 
os momentos de inércia do hemisfério sélido homogéneo de massa m 
em relagéo aos eixos x ez. 


| 


Problema B/2 


B/3 Use o elemento de massa dm = p dx, onde p 6 a massa por uni- 
dade de comprimento, e determine os momentos de inércia de massa 
L, eLyy da barra esbelta homogénea de massa m e comprimento /. 


Resp. Ly = jm, Lge = dm? 


lac&o a um eixo que passe pelo centréide e seja normal a barra € l= jm. 


U2 | ~x 


Problema B/3 


B/A A partir dos resultados do Exercfcio B/1, aplicados a um disco 
circular, prediga, sem calcular, o momento de inércia da casca cénica 
fina de massa me raio r em relaciio ao eixo z. Observe a distribuigao 
radial da massa, olhando o cone ao longo do eixo z. 


iN 


| 
| 
Problema B/4 


B/5 O momento de inércia do cilindro sélido homogéneo de raio r 

em relagdo a um eixo paralelo ao eixo central do cilindro pode ser 

obtido aproximadamente, multiplicando-se a massa do cilindro pelo 

quadrado da distancia d entre os dois eixos. Que erro percentual e 
ocorre se (a) d = 10r e (6) = 2r? 

Resp. (a) [e| = 0,498% 

(b) Je] =11,11% 


i 


Problema B/5 


B/6 Determine 0 momento de inércia da barra esbelta uniforme 
em relagdo ao eixo x. Faga uso do seu resultado para escrever, por 
inspecdo, o momento de inércia em relagao ao eixo y. Use esses dois 
resultados para determinar 0 momento de inércia em relagao ao eixo 
z e verifique seus resultados com aqueles do Prob. B/3 e do Exemplo 
B/3 para a << 1. 


Problema B/6 


B/7 O momento de inércia de uma esfera sélida homogénea de raio 
r,em relagdo a qualquer eixo x que nao passe por seu centréide pode 
ser aproximadamente obtido multiplicando a massa da esfera pelo 
quadrado da distancia d entre o eixo x e o eixo paralelo passando 
pelo centréide, Que erro percentual e ocorre se (a) d = 2r e (6) = 
10r? 

Resp. (a) |e|= 9,09%, (6) je | = 0,398% 
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Problema 8/8 


B/9 Determine o momento de inércia da placa fina, triangular 
e eqilildtera de massa m, em relagdo ao eixo z-z, normal A placa e 
passando pelo seu centro de massa G. Resolva o problema usando 
os resultados para uma 4rea triangular da Tabela D/3, as relacées 
desenvolvidas para placas planas finas e 0 teorema de transferéncia 
de eixo. 

Resp. I, * jm? 


Problema B/9 


B/10 Para apreciar melhor a maior facilidade de integragéo usan- 
do elementos de menor ordem, determine 0 momento de inércia de 
massa I,, da placa fina homogénea usando o elemento quadrado (a) 
e, entdo, usando o elemento retangular (b). A massa da placa é m. 
Avalie, entao, I,, por inspegiio e, finalmente, determine J,,. 


Problema B/7 


B/8 Cada barra “esbelta” tem um raio r finito. Fazendo referéncia 
a Tabela D/4, desenvolva uma expressdo para o erro percentual re- 
sultante, e, se o raio r de uma barra cilindrica sdlida e homogénea 
de comprimento / é desprezado quando se calcula seu momento de 
inércia I,,. Avalie sua expressao para as razées r/l = 0,01; 0,1 e 0,5. 


Problema B/10 


B/11 Aplaca metdlica retangular tem uma massa de 15 kg. Calcu- 
Je seu momento de inércia em relacdo ao eixo y. Qual é a grandeza do 
erro percentual e introduzido pelo emprego da relagéo aproximada 
im? para [,,? 

Resp. 1, = 0,5 kg-m®, e =-0,25% 


| 
i 
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Problema B/11 
8/12 Calcule o momento de inércia de massa em relagdo ao eixo 


O-O para o bloco uniforme de ago de 250 mm e com seg&o transversal 
de 150 por 200 mm. 


150 mm 


Problema B/12 


B/13 Determine J,, para o cilindro com um furo circular centrado. 
A massa do corpo vale m. 4 
Resp. Tux = g7m(rq + 7°) 


Problema B/13 


B/14 Calcule o raio de giragio em relagiio ao eixo O-O para o disco 
de ago furado. 


Problema B/14 


B/15 O bloco moldado de plastico tem uma quantidade de 1300 
kg/m*, Calcule seu momento de inércia em relagéo ao eixo y-y. Que 
erro percentual e é introduzido pelo emprego da relagao aproximada 
gml? para I,,? 

Resp. 1,, = 1,201 ke-m’, |e| = 1,538% 


x7 . i} wt 
t= 180 
180 y 


Dimensées em milimetros 


Problema B/15 


Problemas Representativos 


B/16 Determine o momento de inércia do semi-arco de massa m 
em relag&o ao seu eixo diametral a-a e em relagiio ao eixo b-b que 
passa através do ponto médio do arco e 6 normal ao plano do arco. O 
raio da segdo transversal circular é pequeno em comparacdo com r. 


Problema B/16 


B/17 Osemidisco circular tem uma massa de 2 kg e sua espessura 
fina pode ser desprezada em comparacéo com seu raio de 250 mm, 
Calcule 0 momento de inércia do disco em relagio aos eixos x’, y’, 
yrez. 
Resp. Ip = Ly = 0,03812 kgm? 
Tyy = 0,0501 kg-m?, I,, = 0,0625 kg-m? 


Problema B/17 


B/18 Determine o comprimento L de cada uma das barras esbeltas 
de massa m/2 que devem ser presas concentricamente as faces do 
disco fino homogéneo de massa m, para fazer com que os momentos 
de inércia de massa do conjunto, em relacdo aos eixos x e 2, sejam 
iguais. 


Problema B/18 


B/19 Uma raquete de badminton 6 construida de barras esbéltas 
uniformes, dobradas na forma mostrada. Despreze as cordas e a ma- 
nopla de madeira encaixada ao cabo e estime o momento de inércia 
de massa em relagio ao eixo y que passa por O, que é a posicdo da 
mao do jogador. A massa por unidade de comprimento do material 
da barra vale p. 


Resp. I = & + Bmol4 


y 
| 
| 
L 
Sa 
HY —— 


{fk 


he L | 
Problema B/19 


B/20 Calcule 0 momento de inéreia da barra afilada de aco, de 
segao transversal circular, em relagéo a um eixo normal a barra e 
passando por O. Observe que o didmetro da barra é pequeno em 
comparagao com seu comprimento. 


} 100 mm 


} 10 mm 


Problema B/20 


8/21 Calcule o momento de inércia do volante de controle, em aco, 
mostrado em segdo, em relacéo ao seu eixo central. O volante tem 
cito raios, cada um dos quais tem uma drea de seco transversal de 
200 mm?. Que porcentagem n do momento de inércia total é devida 
& borda externa? 

Resp. I = 1,081 kg-m?, n = 97,8% 
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be 95 
200 mm? —~ 
120-4 
hi: ! 
—x | 
a 50 100 300 400 
raaeal | 
4 
sedis 
Z 


Dimensées em milimetros 


Problema B/21 


B/22 No estudo da reentrada em alta velocidade na atmosfera ter- 
restre, pequenos cones sdlidos séo langados em alta velocidade em 
um gas de baixa massa especffica. Uma condic&o de estabilidade cri- 
tica ocorre quando 0 momento de inércia do cone em relacdo ao seu 
eixo de giragéo a-a é igual ao momento de inércia em relacéo a um 
eixo transversal b-b que passa pelo seu centro de massa. Determine 
o valor critico do Angulo « do cone para essa condicao. 


Problema B/22 


B/23 O cilindro circular uniforme tem massa m, raio re compri- 
mento /, Desenvolva a expresso para seu momento de inércia em 
relagdo ao eixo x em sua extremidade. Pp 


Resp. Lax = n( = + ) 


| 
| 
: 
: 
| 
| 
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B/24 Use os resultados dados para o Prob. B/23 e desenvolva uma 
expressio para o erro percentual e ao calcular-se o momento de inér- 
cia do cilindro em relagdo ao eixo x da extremidade desprezando-se o 
termo mr?/4. Considere a faixa 0 < r/l < 1. Faca um grafico dos seus 
resultados e diga o erro para rfl = 0,2. 


B/25 Para qual comprimento / do cilindro sélido homogéneo os mo- 
mentos de inércia em relacdo aos trés eixos coordenados, que passam 
pelo centro de massa G, sdo iguais? Faga referéncia aos resultados 
do Prob. B/23 quando necessario. 

Resp.l= ry3 


Problema B/25 


B/26 A mola espiral uniforme tem uma massa de 2 kg. Faca uma 
aproximagdio dos seus momentos de inércia em relagiio aos eixos x,y 
ez, a partir da analogia das propriedades de uma casca cilindrica. 


Problema B/26 


B/27 A barra uniforme de comprimento 46 e massa m esta dobra- 
da na forma mostrada. O didmetro da barra é pequeno em compara- 
cao com seu comprimento. Determine o momento de inércia da barra 
em relacéio aos seus trés eixos coordenados. 

Resp. Tux = Tez = 3b? [yy = Grid? 


Problema B/27 


B/28 Calcule 0 momento de inércia do semicilindro sélido de ago, 
em relagéo ao eixo x-x e em relagéo ao eixo paralelo x99. (Veja a 
Tabela D/1 para a massa especifica do aco.) 


Problema B/28 


B/29 © péndulo do relégio consiste em uma barra esbelta de com- 
primento / e massa m e de um contrapeso de massa 7m. Despreze 
os efeitos do raio do contrapeso e determine J, em funcdo da posicao 
x do contrapeso. Calcule a razio R entre Jp avaliado para x = ay ely 
avaliado para x =1. 

Resp. Io = m(Tx? + 30), R = 0,582 


m 
Problema B/29 


B/30 Determine os momentos de inércia de massa da placa para- 
bélica fina de massa m, em relacéo aos eixos x, y e 2. 


Problema B/30 


B/31_ 0 raio varidvel y do sdélido de revolugdo 6 proporcional ao 
quadrado da sua coordenada x. Se a massa do corpo é m, determine 
Le . 

Resp. Liz = 2mr 


1 
i 


Problema B/31 


B/32 Uma placa quadrada, da qual foi removido um setor circular 
de um quarto de circulo, tem uma massa resultante m. Determine 
seu momento de inércia em relagdo ao eixo A-A normal ao plano da 
placa. 


Problema B/32 


B/33 Determine 0 raio de giracdo do paraboldide de revolucao mos- 
trado em relacao ao eixo z. A massa do corpo homogéneo vale m. 
Resp. k, = 


Bi 


Problema B/33 


B/34 Determine o momento de inércia do paraboldide de revolucao 
do Prob. B/33 em relagiio ao eixo y. 


B/35 Determine 0 momento de inércia do anel de massa m, e do 
meio anel de massa m, em relacdo ao eixo tangente x-x. 


Resp. Anel: Iz = Braye? 


Meio anel: I, = mar? (2 - 4) 


t, 


Momentos de inércia de Massa 491 


+2) 
Problema B/35 
B/36 Calcule o momento de inércia do cone circular homogéneo de 


massa m, raio da base re altura h, em relagdo ao eixo do cone, x, e 
em relagéo ao eixo y que passa pelo vértice. 


bs 
i 
be 


Problema B/36 


B/37 Determine 0 momento de inércia, em relagéo ao eixo x, do 
semi-elipséide de revolucao, sdlido e homogéneo, de massa m. 


Resp. Lox = mia? +B) 


Problema B/37 


B/38 Um modelo preliminar para uma espagonave consiste em 
uma casca cilindrica e dois painéis planos como mostrado. A casca 
e os painéis tém a mesma espessura e massa especffica. Pode ser 
mostrado que o momento de inércia em relagdo ao eixo 1-1 deve ser 
menor do que o momento de inércia em relacio ao eixo 2-2, de modo 
a que a espaconave tenha uma rotagdo estavel em torno do eixo 1-1. 
Determine o valor critico 2, que deve ser ultrapassado para assegu- 
rar uma rotacdo estavel em torno do eixo 1-1. 
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1 
1 
i 
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1 
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Problema B/38 


B/39 Determine, por integracéo, 0 momento de inércia da meia 
easca cilindrica de massa m em relagéo ao eixo a-a. A espessura da 
casca 6 pequena em comparagéio com r. 


2 
Resp. Taq = - (2 + ) 


ear ip 


Problema B/39 


B/40 As barras metdlicas esheltas estado soldadas juntas na configu- 
ragéio mostrada. Cada segmento de 100 mm tem uma massa de 0,12 kg. 
Calcule o momento de inércia do conjunto em relagéo ao eixo y. 


Problema B/40 


B/41 Oconjunto soldado mostrado é feito de uma barra de ago, que 
tem uma massa de 0,993 kg por metro de comprimento. Calcule o 
momento de inércia do conjunto em relagdo ao eixo x-x. 

Resp. 1, = 18,67(107) kg-m? 


Dimensées em milfmetros 
Problema B/41 


B/42 A cspessura da placa triangular homogénea, de massa m, va- 
ria linearmente com a distancia, do vértice para a base. A espessura 
ana base é pequena em comparagdo com as outras dimensées. De- 
termine o momento de inércia da placa em relacéo ao eixo y situado 
ao longo da mediatriz da base. 


Problema B/42 


B/43 Determine o momento de inércia da placa triangular descrita 
no Prob. B/42 em relagio ao eixo z. 


af 
Resp. Ie = a n( + i) 


B/44 Determine o momento de inércia, em relacdo ao eixo central, 
do tubo circular de massa m obtido pela revolugéo completa do anel 
fino mostrado na vista em corte, em torno do eixo central. 


Problema B/44 


B/45 Determine os momentos de inércia da casca hemisférica em 
relacdo aos eixos x e z. A massa da casca 6 m e sua espessura 6 des- 
prezivel em comparagao com 0 raio r. 

Resp. Ly, = Taz = 2 mrt 


Problema B/45. 


B/46 Determine J, para o setor conico de bases de raio r; e rp € 
massa 7m. 


Problema B/46 


*B/47_ Um projeto preliminar para garantir estabilidade para uma 
| espaconave consiste na casca cilindrica e de dois painéis quadrados 
como mostrado. A casca e os painéis tém as mesmas espessura e 
massa especifica. Pode ser mostrado que a estabilidade rotacional 
em torno do eixo z pode ser mantida se I,, for menor do que I, ¢ J,,. 
Determine a limitacdo de L, para um dado valor de r. 

Resp. L > 4,54r 


| Problema B/47 


»B/48 Ocubo, com entalhes semicirculares em duas faces opostas, 
6 fundido em chumbo. Calcule 0 momento de inércia do sélido em 


relagdo ao eixo a-a. 
Resp. Inq = 0,867 kg-m? 


Dimensées em milimetros 


Problema B/48 
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»B/49 Calcule, em relag&o ao eixo O-O, 0 momento de inércia do 
martelo. A massa total da cabeca vale 0,8 kg e a massa do cabo vale 
0,5 kg. 

Resp. Ing = 0,0671 kg-m® 


40mmdia ~ 


Problema B/49 


»B/50 Por integragdo direta, determine 0 momento de inércia do 
disco semicircular fino de massa m e raio R em relacao ao eixo Z.O 
disco esta inclinado de um Angulo @ em relacdo ao plano X-y. 


Resp. Izg = imRAL + cos? #) 


Problema B/50 
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aerate SS SSerravoweenrwesinutteaieeteniteatihelesheS 


B/2 Proputos pe INERCIA 
STE Et 

Para problemas lidando com a rotagéo de corpos em trés 
dimens6es, a expresséo para a quantidade de movimento 
momento angular contém, além dos termos de momento de 
inéreia, termos de produto de inércia definidos como 


(BI8) 


Essas expressées foram citadas nas Eqs. 7/10, na generaliza- 
¢&o da expresso para a quantidade de movimento, Eq. 7/9. 

O cAlculo dos produtos de inércia envolve 0 mesmo pro- 
cedimento bdsico que seguimos no cdlculo dos momentos de 
inércia e na avaliacao de outras integrais de volume em re- 
lagao A escolha do elemento e dos limites de integragao. A 
unica precaugéo especial que precisamos ter 6 a de checar 
duplamente os sinais algébricos nas expressdes. Enquanto 
os momentos de inércia sdéo sempre positivos, os produtos 
de inércia podem ser tanto positivos quanto negativos. As 
unidades dos produtos de inércia sio as mesmas que as dos 
momentos de inércia. 

Vimos que o célculo dos momentos de inércia é, freqiien- 
temente, simplificado usando 0 teorema dos eixos paralelos. 
Um teorema similar existe para a transferéncia dos produ- 
tos de inércia e vamos prové-lo facilmente a seguir. Na Fig. 
B/6 est mostrada uma vista x-y de um corpo rigido com ei- 
xos paralelos x9-y9 passando pelo centro de massa G e loca- 
lizados a uma distancia d, e d, dos eixos x-y. O produto de 
inércia em relagao aos eixos x-y, por definigéo, é 


I= [ avdm= { G+ dob +4) dm 


= | xayodm + dyd, [ dm+d, | yodm +d, | xd 


= 


XoYo 


+ md,d, 


As duas tltimas integrais desaparecem, pois os primeiros 
momentos de massa em relagdo ao centro de massa sAo ne- 
cessariamente nulos. 


Relagdes semelhantes existem para os dois termos de pro- 
duto de inércia remanescentes. Retirando os subscritos 0 e 
usando uma barra para designar a quantidade relativa ao 
centro de massa, obtemos 


(B/9) 


Essas relacdes de transferéncia de eixos sio validas apenas 
para transferir para ou de eixos paralelos passando pelo cen- 
tro de massa. 

Com 0 auxilio dos termos do produto de inércia, podemos 
calcular o momento de inércia de um corpo rigido em relagao 
a qualquer eixo preestabelecido passando pela origem das 
coordenadas. Suponha que devamos determinar o momento 
de inércia em relaciio ao eixo OM, para 0 corpo rigido da Fig. 
B/7. Os cossenos diretores de OM sfo 1, m,n e um vetor uni- 
tario A ao longo de OM pode ser escrito como A = li + mj + nk. 
O momento de inércia em relacéo a OM é 


Iyy= [ RBdm = [ (ex A)-G x A)dm 


onde |r x Aj =r sen 0=h. O produto vetorial da 
(e XA) = Gn — am) + (el — xn)j + Gem — yDk 
e, apés ordenarmos os termos, o produto escalar dé 


(u X A)+(e XA) = h? = (G7? + 27)? + (x? + 22)? + (x? + y)n? 


~ Qxylm — 2xzln — Qyamn 


Assim, com a substituicgéo das expressdes das Eqs. B/4 e B/8, 
temos 


Essa expressdo dé o momento de inércia em relacéo a qual- 
quer eixo OM, em funcdo dos cossenos diretores do eixo e dos 
momentos e produtos de inércia em relag&o aos eixos coor- 
denados. 


i 
| 
i 
! 
| 
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nescence mires cP Tt SST 


Eixos Principais de Inércia 
Como observado no Sego 7/7 a matriz 


Le Ly —lee 
7 ae a 
mle ly Iz 


cujos elementos aparecem na expanséo da expresso da 
quantidade de movimento angular, Eq. 7/11, para um cor- 
po rigido com eixos associados, é denominada a matriz de 
inércia ou o tensor de inércia. Se examinarmos os termos 
de momento de inércia e de produto de inércia para todas 
as possiveis orientagdes dos eixos em relagéo ao corpo para 
uma dada origem, achamos, no caso geral, uma orientacéo 
dos eixos x-y-z, para a qual os termos de produto de inércia 
desaparecem e a matriz toma a forma diagonal 


In 0 0 
0 Ly, 0 
0 0 L, 


Esses eixos x-y-z so chamados de eixos principais de inércia 
e I,,, 1, e I,, 840 chamados de momentos de inércia princi- 
pais, que representam os valores maximo, minimo e inter- 
medidrio dos momentos de inércia, para a origem particular 
escolhida. 

Pode ser mostrado que para qualquer orienta¢ao dos eixos 


x-y-z, a solugdo do determinante 


Tee I —Tyy Lag 
Iy-l hy, |= 0 (B/11) 


em relagio a J leva as trés raizes I,, I, eI, da equagao ctbica 
resultante, as quais sdo os trés momentos de inércia prin- 


Exemplo B/4 


A placa dobrada tem uma espessura uniforme ¢, que é desprezivel em comparagao 
com suas outras dimensdes. A massa especffica do material da placa é p. Determine os 


produtos de inércia da placa em relacdo aos eixos escolhidos. 


Figura B/8 


cipais. Além disso, os cossenos diretores J, m e n dos eixos 
principais de inércia sao dados por 


(ly, — Dl — Tym — In = 0 
I] + Uy ~ Dm - Ign = 0 (B12) 
Lyd — Izy + (yg ~ Dn = 0 


Essas equacées, juntamente com /? + m? +n? = 1, permitirdo 
que a determinacio dos cossenos diretores seja feita para 
cada uma das trés raizes (I's). 

Para auxiliar com a visualizacao dessas conclusées, con- 
sidere o bloco retangular, Fig. B/8, que tem uma orientagao 
arbitraria em relacdo aos eixos x-y-z. Por simplicidade, o cen- 
tro de massa G esta localizado na origem das coordenadas. 
Se os momentos e produtos de inércia do bloco em relagdo 
aos eixos x-y-z forem conhecidos, entao, a solugao da Eq. B/11 
daria as trés raizes 1, I, e Iz, que sAo os momentos de inércia 
principais, A solugdo da Eq. B/12 usando cada uma das trés 
raizes, uma de cada vez, juntamente com 1? + m? +n? = 1, 
daria os cossenos diretores /, me n para cada um dos respec- 
tivos eixos principais, que séo sempre mutuamente perpen- 
diculares. A partir das proporgées do bloco, como desenhado, 
vemos que Z, 6 0 momento de inércia maximo, I, é 0 valor 
intermediério e I, é o valor minimo. 


Sofugado. Cada uma das duas partes é analisada separadamente. 


Parte retangular. Na vista separada dessa parte, incorporamos eixos paralelos, xp-7o, 
‘passando pelo centro de massa G e.usamos 0 teorema da transferéncia de eixos. Por 


‘-simetria, vemos que I,, = I,,y,. = Assim, 


tt, =Z, tid) 1, = 0 + ptab{ -2|(2) = -1 pio 
ay. hy ty. xy aN\2 4 


: “Como a codrdenada z de todos os elementos da placa é zero, segue que I= I, =.0: 


Sugestées Uteis 
@ Devemos ser cuidadosos para preservar o mesmo sentido das coordenadas. Assim, 
2g €¥q positivos.devem concordar com x e y positives. 


} 
i 
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Parte triangular. Na vista separada dessa parte, localizamos o centro de massa G 
e construimos os eix0s x9, ¥9 € Zp passando por G, Como a coordenada xp de todos os ele- 
mentos vale zero, segue que J,, = I,,,,=0 eI, = 1,2, = 0. Os teoremas de transferéncia 
de eixos, entio, dao 


Fi 5 2b i 
(Ly = Ly + md,dj) f= 0+ prbo(-a( 2) = ~ 3 ptab?e 
Use =Iee + md] T= O0+ pebet-ci($) = ~ 2 ptabe? 


Obtemos J,, por integragdo direta, observando que a distancia a do plano do trian- 
gulo, desde 6 plano y-z, nao afeta de modo algum as coordenadas y e z. Com 0 elemento 
de maséa dm = pt dy dz, temos 


@ [2.= f veam| I, ran * [P seaedy = wf ep 


= pte? 


9B? ii pr dy = 5g vtbPe? 


Somando as expressées para as duas partes temos 


I,=- Tota?b? -hotab = — J ptab™(8a + 4c) Resp. 

I.= 0 ~ jotabe? = —jotabe® Resp. 
by 1 

I= 0 +qptb’c? = +5 ptb ce? Resp. 


Exemplo B/5 


A dobradiga 6 feita em uma placa de aluminio, com uma massa de 13,45 kg por 
' metro quadrado. Calcule os momentos de inércia principais em relacao a origem O e 
os cossenos diretores dos eixos principais de inércia. A espessura da placa é pequena 
. comparada com as outras dimensées. 


” $olucdo. As massas das trés partes sao 
: my = 18,45(0,21)(0,1) = 0,282 kg 
O tng = ~13,450(0,095)? = ~0,0518 kg 
mg = 13,45(0,12)(0,11) = 0,1775 kg 


@® Escolhemos integrar primeiro em relagiio a 
z, onde o limite superior é a altura varidvel 
z= cy/b. Se fossemos integrar primeiro em 
relagio a y, os limites da primeira integral 
seriam desde a varidvel y = bz/c até b. 


Parte I 
Tyg = Gb? = 3(0,282)(0,1)? = 9,42(10~4) kg-m? 
O) Ly = ~ + B®) = $(0,282)[(0,21)? + (0,1)9] = 50,9(10~4) kg-m? 
1m 

I, = }ma? = 3(0,282)(0,21)? = 41,5(1074) kg-m? 

Iy=0 1, =0 

I, = 1, + magi, 

=0+ mae = 0,282(0,105)(0,05) = 14,83(10-4) kg-m? 
Sugestides Uteis 


@ Observe que a massa do furo 6 tratada como negativa. 


@® Vocé pode obter facilmente essa equacdo. Verifique também a Tabela D/4. 


a=210 
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Parte 2 
2 
Igg = mr? + md? = 0s] 088% + 0.050% 
= ~1,453(1074) kg-m? 
Ly = pmr? + md2 + d,?) 
2. 
= 0051s] 208 + (0,16)? + 0.05» 
= —14,86(10-4) kg-m? 
2 
I, = fmr? + md,2 = -os1a| 086) + 00.16%] 
= ~18,41(10-4) kg-m? 
Iy=0  L,=0 
Ig, = [gg + mdyd, = 0 ~0,0518(0,16)(0,05) = —4,14(1074) kg- m2 
Parte 3 
Teg = mad? = § (0,1775)(0,12)? = 8,62(10~4) kg-m? 
Ly = bine = 4(0,1775)(0,102 = 7, 16(1074) kg-m? 
Tug = bc? + d®) = 4(0,1775)[0, 1B? + (0,12)] 
= 15,68(1074) kg-m? 
I, * Ly + md,d, 
=0+m (= =) « 0,1775(0,055)(—0,08) = -5,86(10~4) kg-m? 
L,=0 1,=0 
Totais 


I. = 16,48(10~4) kg-m? I= —5,86(10°4) ke+m? 
Ly = 43,2(1074) kg-m? L,=0 
eg = 43,8(1074) kg-m? I,, = 10,69(1074) kg+m? 
Apés substituicao na Eq. B/11, desenvolvimento do determinante e simplificagao 
temos 
B — 103,5(1074)/? + 3180(10-8)I ~ 24 800(107™) = 0 
A solugdo dessa equacdo cubica leva as seguintes raizes, que sio os momentos de inér- 
cia principais: 
I, = 48,3(107*) kg-m? 
I, = 11,82(1074) kg: m? Resp. 
Ig = 43,401074) kg-m? 


Os cossenos diretores de cada eixo principal sfo obtidos por substituicéo de cada 
raiz, uma de cada vez, na Eq. B/12 eo uso de 1? + m? +n? = 1. Os resultados sao 


1, = 0,357 1, = 0,934 1s = 0,01830 
m, = 0,410 Mz = —0,1742 ms = 0,895 Resp. 
ny = ~0,889 ny = 0,312 ng = 0,445 


A figura de baixo mostra uma vista pictérica da dobradiga e a orientagéo de seus eixos 
de inércia principais. 


@® Para a solugéo da equagao ctibica pode ser 
usado um programa de computador ou pode 
ser usada uma solugdo algébrica, usando as 
formulas citadas no subitem 4 da Secéo C/4, 
Apéndice C. 
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PROBLEMAS 
Problemas introdutérios 


B/51 Determine os produtos de inércia em relagao aos eixos coor- 
denados para o conjunto formado por trés pequenas esferas, cada 
uma de massa m, ligadas por barras esbeltas, mas rigidas. 

Resp. Iyy = 0, Teg = Iyg = —2ml? 


Problema B/51 


 B/52 Determine os produtos de inércia em relagao aos eixos coor- 
denados para o conjunto formado por quatro pequenas esferas, cada 
uma de massa m, ligadas por barras esbeltas, mas rigidas. 


Problema B/52 


& 
B/53 Determine os produtos de inércia da barra esbelta uniforme, 
de massa m, em relac&o aos eixos coordenados mostrados. 
Resp. Ly = —mab 
I, = —hmbh 
i= dmah 


Problema B/53 


B/54 Determine os produtos de inércia em relagéo aos eixos coor- 
denados para a placa fina de massa m, que tem a forma de um setor 
circular de raio a e tem o Angulo 8 mostrado. 


Problema B/54 


B/55 Determine os produtos de inércia em relag&o aos eixos coor- 
denados para a placa quadrada fina, que tem dois furos circulares. A 
massa do material da placa, por unidade de area, é p. 


arp’ 
Resp. Ig = aS TL, =1,=0 

y 

b 

4 

b 

4 

x 

6b 

4 

8 

4 


Problema B/55 


B/56 A barra esbelta de massa m est4 conformada em \% de arco 
circular de raio r. Determine os produtos de inércia da barra em 
relagéo aos eixos dados. 
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Problema B/59 


B/60 Determine os produtos de inércia para a barra do Prob. B/27 
repetida aqui. 


’ 


Problema B/56 


B/57_ O bloco retangular uniforme tem uma massa de 25 kg. Cal- 
cule seus produtos de inércia em relacio aos eixos coordenados mos- 
| trados. 

| Resp. I, = —0,1875 kg-m? 
i 


,09375 kgm? 
= ~0,125 kg-m? 


Problema B/60 


Problemas Representativos 


Problema B/ST B/61 A peca em forma de S é formada por uma barra de diame- 


tro d e esté dobrada em duas formas semicirculares. Determine 0s 
B/58 Determine o produto de inércia I, para a barra esbelta de | Produtos de inércia para a barra, para a qual d é pequeno em com- 
massa m. paragdo com r. 


Resp. I,, = Qmrla, Ly = I,=0 


—--——--% 


Problema B/58 


Problema B/61 


B/59 O disco semicircular de massa m e raio R, inclinado de um 
angulo @ em relagao ao plano X-y, do Prob. B/50 esta repetido aqui. | B/62 Determine os trés produtos de inércia, em relacdo aos eixos 
Usando os métodos desse item, determine 0 momento de inércia em | dados, para a placa retangular uniforme de massa m. 

relacéo ao eixo Z. b 


Resp. Iz = 4mRX1 + cos? 8) 
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Problema B/62 


B/63 Determine os produtos de inércia I,y, I,, ¢ I,, para a barra 
esbelta de massa m, dobrada na configuragao mostrada. 


bh? 
Resp. Igy = mm. 
7 4 

Teg = -4 mb? 


p= 
‘ye 4/2 


Problema B/63 


B/64 Determine o momento de inércia do cubo sélido de massa m, 
em relag&o & diagonal A-A que passa por vértices opostos. 


Problema B/64 


B/65 Aplaca de aco, com duas dobras fazendo angulos retos e com 
um furo central, tem uma espessura de 15 mm. Calcule seu:momen- 
to de inércia em relacio ao eixo diagonal que passa pelos vértices 
AecB. 

Resp. Ing = 2,58 kg-m? 


Dimensies em milimetros 


Problema B/65 


B/66 Prove que o momento de inércia do conjunto rigido formado 
por trés bolas idénticas, cada uma com massa m e raio r, tem 0 mes- 
mo valor para todos os eixos passando por O. Despreze a massa das 
barras de conexéio. 


Problema B/66 


e *Problemas para Resolugdo com Auxilio do 
Computador 


*B/67 Cada esfera de massa m tem um didmetro pequeno em com- 
parac&éo com a dimens&o 6. Despreze a massa das barras de cone- 
x4o e determine os momentos de inércia principais do conjunto em 
relagiio as coordenadas mostradas. Determine também os cossenos 
diretores do eixo do momento de inércia maximo. 
Resp. I, = 7,35mb?, Ip = 6,638mb*, I = 1,844mb? 
1, = 0,521, m, = -0,756, ny = 0,897 


z 
| 
| 
| 


5 


f 
/ 
porccscsccn 


, 
} 
} 
i 
i 
i 
} 
5 
d 
} 
i 
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*B/68 Determine 0 momento de inércia J em relacdo ao eixo OM 
para a barra esbelta uniforme, dobrada na forma mostrada. Faca um 
grafico de I contra 6, de @ = 0 até @ = 90° e determine o valor minimo 
def eo angulo a que seu eixo faz com a direcéo x. (Nota: Como a ana- 
lise nao envolve a coordenada z, as expressdes desenvolvidas para 
os momentos de inércia de drea, Eqs. A/10 e A/11, no Apéndice A do 
Vol.1 Estdtica, podem ser usadas para esse problema, no lugar das 
relagées tridimensionais do Apéndice B.) A barra tem uma massa p 
por unidade de comprimento. 


Problema B/68 


*B/69 O conjunto de trés pequenas esferas ligadas por barras rigi- 
das leves do Prob. B/51 esta repetido aqui. Determine os momentos 
de inércia principais e os cossenos diretores associados com os eixos 
do momento de inércia maximo. s 
Resp. 1, = 9ml*, I, = '7,37ml?, Ig = 1,628ml? 
1, = 0,816, m, = 0,408, ny = 0,408 


nes 


l 
‘ m 
1 oe 


an 


Problema B/69 


*B/70 A barra dobrada dos Prob. B/27 e B/60 esta repetida aqui. 
Sua massa 6 m e seu diametro é pequeno em comparacdo com seu 
comprimento, Determine os momentos de inércia principais da bar- 
ra em relacdo a origem O. Ache, também, os cossenos diretores para 
o eixo do momento de inércia minimo. 


Problema B/70 


*B/71_ A placa fina tem uma massa p por unidade de drea e esta 
conformada na forma mostrada. Determine os momentos de inércia 
principais da placa em relacdo aos eixos que passam por O. 

Resp. I, = 3,78pb*, In = 0,612pb4, Ig = 3,61pb4 


Problema B/71 


*B/72_ A barra esbelta tem uma massa p por unidade de compri- 
mento e esté conformada na forma mostrada. Determine os momen- 
tos de inércia principais em relacdo aos eixos passando por O e cal- 
cule os cossenos diretores do eixo do momento de inércia minimo. 


Problema B/72 


Topicos SELECIONADOS 
EM MATEMATICA 


C/1_ INtropucéo 5. Todo triangulo inscrito em um semi- re 
circulo 6 um triangulo retangulo. 
o, i) 


O Apéndice C contém um resumo e uma recordacao de 
tépicos selecionados em matematica basica, que freqiiente- 01 + Oy = H/2 
mente encontram uso em mecanica. As relacées estado citadas 
sem prova. O estudante de mecanica tera diversas oportuni- 6. Angulos de um tridngulo 
dades para usar muitas dessas relacgdes e poderd ser preju- @, + 0 + 83 = 180° 
dicado se elas nao estiverem 4 mao. Outros tépicos que nao 04 = 0, + 05 
estao listados também serao necessdrios de vez em quando. 

A medida que o leitor recorda e aplica a mateméatica, 
deve ter em mente que a mecdnica 6 uma. ciéncia aplicada 
que descreve corpos e movimentos reais. Desse modo, a in- 
terpretacdo geométrica e fisica dos conceitos matematicos 
aplicdveis deve ser claramente mantida em mente durante 
o desenvolvimento da teoria e da formulagéo e solugéo de 
problemas. , Volume = 4 8 


Area superficial =.407? 


C/3  Geometria SOLIDA 


1, Esfera 


C/2 Geometria PLANA 


1. Quando duas linhas que se 
interceptam sdo, respecti- <A 2. Cunha esférica 
vamente, perpendiculares 
a duas outras linhas, os 
angulos formados pelos 4 
i dois pares sao iguais. 0, = 05 3. Cone circular 


Volume = darth 
Area lateral = arL 


L= fP+ kh? 


Volume = 25 


2. Tridngulos semelhantes 


4. Qualquer pirémide ou cone 


3. Para qualquer triangulo 


Z Volk =l 
‘Meee : bh ‘olume gBh 
onde B = 4rea da base 
: C/4 Atcepra 
4, Circulo 

Circunferéncia = 2ar 1, Equacdo quadratica 
| Phen ax? + bx +e=0 
i Comprimento de arco s = r@ ; 
i al —-b + ff — doe 

Area de um setor = 5776 x= bie AOE Sasa 6? = 4ac para raizes reais 


2a 


i 
| 
i 
{ 
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2. Logaritmos 2. Circulo 


B=y,x= logzy 


Logaritmos naturais } 
b =e = 2,718 282 
| e=y,x= log,y=Iny 


| log (ab) = loga + logb 

! log (a/b) = loga — logb 

log (I/n) = —logn 

{ loga” = n loga Paya? a 

i log1 = 0 @-aP+y—bP =P 
| 

| 


mee pee 


r 
| 

| 

| 
e 
j 

1 

t 
* 


log) 9% = 0,4343 In x 


3. Determinantes 8. Pardbola 
de segunda ordem 


a by 
Ay by 


= aby — aad, 


| de terceira ordem 
| 
| 


a by cy 
Gy bg Cg| = tayboeg + agbgcy + aghycg 
az bg Cg]  —agbgcy ~ dabycg — aybgCe 


4, Equagio cibica 
x= Ax +B 
Seja p = A/3, q = B/2 
Casol: gq? — p® é negativo (trés raizes reais e diferen- 
tes) y 


cos u = gi(p Vp), 0< u < 180° | ; 
x1 = 2s/p cos (u/3) 


4. Elipse 


| ay = 2,/p cos (u/3 + 120°) oon 
| x3 = 2p cos (u/3 + 240°) Roar; 
He 
| Caso II: g? — p® é positivo (uma raiz real,.duas raizes a 6? 
imagindrias) 


a= q+ Vg? ~ p98 + gq — J? — py 
Caso Ill: q?— p® = 0 (trés raizes reais sendo duas iguais) 
x = 2g", ty = x4 = —q'8 
Para uma equacao cuibica geral 
a8 + ax? + bx +o=0 


| Substitua x = x9 — a/3 e obtenha x)? = Ax) + B. Prossiga 
ent&o como acima e determine valores de xp a partir dos 
quais x = %_~—-a/3. 


C/5 Geometria ANatitica 


1, Linha reta 


C/6 TriGoNomeTRIA 


bz y 
| | 
| a 
| a 1. Definigbes 
ast 7 au sen @=a/e esc 6@= c/a 
l = Sy | = cos 4 = bie sec 6=c/b y a 
yratm« a 4 
KyPny tan@=alb cot d=bla 
a b b 
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2. Sinais nos quatro quadrantes 


(+) (+) 


t 0 7 
6 @ J 
L“, oo. © ow 


sen 0 + + - = 


cos @ + = - + 


tan 6 + ~ + - 


esc 8 + + ~- - 


sec 6 + - ~- + 
cot @ + 


8. Relacées diversas 
sen? § + cos? @ = 1 


1+ tan? @ = sec? 9 
1+ cot? 6 = esc? 0 


sen g = va — cos 0) 
cos $ = via + cos 0) 


sen 20 = 2sen @ cos 0 

cos 26 = cos? @ — sen? ¢ 

sen (a + 6) =sen a cos b + cos asen b 
cos (a + 6) = cosa cos b ¥ sena senb 


4, Lei dos senos 


a_senA 
b senB & a 


5. Lei dos cossenos 


oc? = a* + b? — 2ab cos C 
c? = a? + b? + 2ab cos D 


C/7 Operacdes Vetoriats 


1, Notagado. Quantidades vetoriais saéo impressas em 
negrito enquanto quantidades escalares aparecem em 
itdlico. Assim, a quantidade vetorial V tem um médulo 
escalar V. Em trabalhos manuscritos as quantidades ve- 
toriais devem sempre ser con- 
sistentemente indicadas por 
um simbolo tal como V ou eC} Q 
para distingui-las de quantida- & 
des escalares. 


2. Adicao 
Adicao triangular P+ Q=R 
Adigéo por paralelogramo 
P+Q=R 
Lei comutativa P + Q=Q+.P 
Lei associativa P + (Q +R) =. 
(P+Q+R 


3. Subtracaéo 
P-Q=P+-Q 


4. Vetores unitdrios i, j,k 
V=Vii+V,j+ VA 
onde |V| = V = JV,2 + V2 + V2 
5. Cossenos diretores |, m, n sA0 os cossenos dos Angulos 
entre V e os eixos x, y, z. Assim, 
t=Vi/V m=V,/V n=V,/V 
de modo que V = Vili + mj + nk) 


e P+ mtn? =1 


6. Produto escalar 
P-Q= PQ cos 6 


Esse produto pode ser encarado como sendo o médulo de 
P multiplicado pelo componente Q cos 6 de Q na diregao 
de P, ou como o médulo de Q multiplicado pelo compo- 
nente P cos @ de P na diregao de Q. 


Q 
9 


/ 


Q : Q 
Q cos 8 <P cos 6 
\ 
oe P 


Lei comutativa P-Q=Q-P 
Da definigado do produto escalar 
Pisjjokk=1 
ijajisi-k=-ki=-j-k=k-j=0 


P-Q= (i+ P,j+ PW) @i+ Oj + Qk) 
= PQ, + PyQ, + PQ, 
P-P=P2+P2+P? 


A partir da definigéo do produto escalar tem-se que 
dois vetores P e Q s&o perpendiculares quando seu pro- 
duto escalar é zero, P- Q=0. 

O angulo @ entre dois vetores P, e Py pode ser encon- 
trado a partir da expresso de seu produto escalar P, - 
P, = P,P, cos 6, que da 


P,P, Pi,Po, + PiPo, + PiPo, 
PP, P,P, 


= lly + mymg + nyNg 


cos 6 = 


onde J, m e n sao os respectivos cossenos diretores dos 
vetores. Observa-se também que dois vetores sao per- 
pendiculares entre si quando seus cossenos diretores 
obedecem & relacdo 11, + mymo+ nyny = 0. 


Lei distributiva P-(Q+R)=P-Q+P-R 


. Produto vetorial. O produto vetorial P x Q dos dois 


vetores P e Q é definido como 0 vetor com 0 médulo 
|P x Q| = PQ sen 0 


e com a diregdo especificada pela regra da mo direita, 
como mostrado. Revertendo a ordem dos vetores e tisan- 
do a regra da mao direita obtém-se Q x P =-P x Q. 


Lei distributiva P x(Q+R)=PxQ+PxR 


Da definigao do produto vetorial, usando 0 sistema de 
coordenadas da méo direita, obtemos 


ixj=k jxk=i kxi=j 


jxi=—-k kxj=-i ixk=-j 
ixi=jxj=kxk=0 

Com a ajuda dessas identidades e da lei distributiva, o 

produto vetorial pode ser escrito como 


PxQ=(@i+P,j+Pk) x Qi+ @j+ Qk) 


= P,Q, — P,@,)i + PA, — P,Q) + (P,Q, - PQ Jk 


O produto vetorial pode também ser expresso pelo deter- 
minante 


10. 
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. Relagées adicionais 


Produto misto (P x Q)-R=R- (P x Q). Os produtos 
escalar e vetorial podem ser trocados desde que a ordem 
dos vetores seja mantida. O paréntese é desnecessdrio 
pois P x (Q - R) nao tem sentido pois no existe o pro- 
duto vetorial do vetor P com o escalar Q + R. Assim a 
expressdo pode ser escrita como 


PxQ-R=P-QxR 


O produto misto pode ser expresso como o determinante 


Produto vetorial triplo (P x Q) x R=-R x (Px Q)= 
R x (Q x P). Observamos aqui que os parénteses devem 
ser usados, pois uma expressdo P x Q x R seria ambi- 
gua porque ela nao identificaria o produto vetorial a ser 
feito. Pode ser mostrado que o produto vetorial triplo é 
equivalente a 


(P x Q)x R=R-PQ-R-QP 
ou Px (Qx R)=P-RQ-P-QR 


O primeiro termo da primeira expressdo, por exemplo, 
€ 0 produto escalar R - P, um escalar, multiplicado pelo 
vetor Q. 


Derivadas de vetores obedecem as mesmas regras das 
derivadas de escalares. 


P= P=Pi+B,j + Pik 
d(Pu) 
dt 


a(P-Q) 
dt 


d(P x Q) 
dt 


= Pi + Pu 


= P-Q + P-Q 


=PxQ+Px@qQ 


Integragéo de vetores. Se V é uma fungao em x, y ez, 
e um elemento de volume é dt = dx dy dz, a integral de 
V em relagéo ao volume pode ser escrita como a soma 
vetorial das trés integrais das componentes. Assim, 


[var-ifvidr+5[ Yar+e | var 


C/8 Series 
ee 


de 


(A expressdo entre colchetes apés cada série indica a faixa 
convergéncia.) 
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na — 1) 24 nm ~ VODs, 


(aixs)"=1Ltnact oT at + [x2 <1] 
3 x8 
sens =%— 5 eee [x? < 0] 
xt oe. 2 

cos x = of ao et [x2 < ] 
ae sel eee ex? x? 2 

senh x 7 ate ait at (x? < 00] 
_e@+e% x xt | x8 2 

cosh x 3 =ltatatat (x? < «] 
4 5 

fx) =2 + ¥ a, cos + > b, sen 2% 
2. ee I L 

onde a, = a f(x) cos St dx, b,= a f@) sen aa dx 


[Expansdo de Fourier para -1 < x < J] 


C/9 Derivapas 


d x) pat _ dv 800 — cos x, dO08-® = — sen a, d tan — sec? x 
dx® _ yn dtu) _ dv, du, \P/ dx dx 
dx. > dx dx dx dx v2 dsenh x -\cosh x d cosh % _ enh x dtanh x _ soon? 
dx , dx i dx ‘ 
jim, sen Ax = sen dx = tan dx = dx 
jim, cos Ax = cos dx =l 
C/tO IntEGRais 
[ ax- get adx_ _(atbx)'"(a+bx__ a 
need (a + bx)" 2 2-n I-n 
[#=mz dx 3 1 tan-1 Ya ou 1 tanh-1 V2 
x at+bx? Jab a lab @ 
xdx . 1 2 
| Ja¥ be de = 2 fat bay | Ahan geet ee 


J afa + bx dx = a (8bx ~ 2a),/(a + bx)? 


J aa + bx dx = 0 (8a? ~ 12abx + 156%) f(a + bx)? 
[= = 2va + be 

vatox 6 
[ES a= VeFE BF + Dae ans 


i Vx? + a? dx = place +a? + a? In (x + Vx? + a*)] 


[ Wawa = 1x MPa ot sent] 


J xJfa® — x? dx = “We — «48 


| Naa ax = 2 
2 
+ (a — 2? + a? sen“) x) 


i x8 Ja? ~ x? dx = — xe? + 24%) (a? — x?)8 


dx 1 ( 
aa OO Ay Je the tee t+ + 
J Ge 3 a a x Cx xe 


ot sont bt Bex 
6? — dac 


dx. 
a 


x dx 

fine 
fee — 2 
xde_ 4 a2 + x? 
a2 + x2 


| eda =Vortea™ 


2 
i xx? + a dx = ve + @)8 = Give + a? 


4. 
- gin (a + fx? + a?) 


Jen ax dx = cos x 
J cos: de = sen x 


| seca dx = 1), Ltsenx aL 
2° 1~senx 


x _ sen 2x 
2 4 


J sent x de = 
J costa de = % + Sone 
2 


4 


2 
sen 
Jon xcosxdx = Se*# 


Joonn x dx = cosh x 
| cosh x dx = senh x 


J tanh x de = In cosh x 


| inede=2ine~x 


za) 
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fean# 
a 


[rede = Far — 0 


e™ (a sen px — p cos px) 


e“ sen px dx = 
| mB a? + pe 


ct + 
| ee cos pe de = © cae p sen px) 
a? + p? 
|e sen?xdr = 7 («.sentx ~sen 2x +2) 


ax 
|e costardx = e 3 
4+a@ 


(2 cos? x + sen 2x + 2) 


J econ x e083 dx = 3 (3 son 2 ~ 05 2r) 
a 


| sen’ x dx = Ss (2 + sen? x) 


cos? x dx = car (2 + cos? x) 


cos’ x dx = sen a2 sent x + # sen? x 
x sen x dx: = sen x — x cos x 
xcosx dx = cosx+% sen x 
sen x dx = 2x sen x ~ (x? — 2) cosx 


2 cosx dx = 2x cosx + (x? - 2) sen x 


ait 


Raio de dx? 
curvatura 


x 


a, Se Re BE 
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C/11 Méropo pe Newron para REsOLUcAo DE 
Equacées INTRATAVEIS 


Freqiientemente, a aplicag4o dos principios fundamentais 
da mecdnica leva a uma equacdo algébrica ou transcenden- 
tal que nao tem solug&o (ou nao é de fAcil solugao) em for- 
ma fechada. Em tais casos, uma técnica iterativa, tal como o 
método de Newton, pode ser uma ferramenta poderosa para 
obter-se uma boa estimativa da raiz ou raizes da equacao. 

Vamos colocar a equagao a ser resolvida na forma f(x) = 0. 
A parte a da figura anexa mostra uma fungdo arbitraria f(x) 
para valores de x na vizinhanga da raiz desejada, x,. Obser- 
ve que x, é simplesmente o valor de x para o qual a funcdo 
cruza o eixo x. Suponha que tenhamos disponivel (talvez de 
um grafico feito manualmente) uma estimativa grosseira, xj, 
dessa raiz. Desde que x, no seja préximo de um valor maxi- 
mo ou minimo da funcdo f(x), podemos obter uma estimativa 
melhor da raiz x, tragando a tangente a f(x) em x,, de modo 
que ela intercepte o eixo x em x». A partir das relagées geo- 
métricas da figura podemos escrever 


f@) 


x ~ Xy 


tan @ = f’(x4) = 
onde f’(x,) representa a derivada de f(x) em relacio a x, 
avaliada em x = x;, Resolvendo a equagéo anterior para x. 
resulta em 


| fe) 


Xg =X — $e) 


O termo —f(x)/f'(x1) 6 a corregdo & estimativa inicial da raiz, 
x1. Uma vez que x, estiver calculado, podemos repetir o pro- 
cesso para obter xg e assim por diante. 

Desse modo, generalizamos a equacao acima para 


verificar que a equagao é vélida para todas as possiveis com- 
binagdes de sinais de x,, f(«,) e f’(x,). 
Diversos cuidados sao pertinentes: 


1. E claro que f(x,) nao deve ser nula ou ser préxima de 
zero. Isso significaria, como foi restringido anteriormente, 
que x, corresponde exatamente, ou esta muito préximo, 
de um maximo ou de um minimo de f(x). Se a inclina- 
cdo de f(x,) for nula, entéo a tangente A curva nunca 
intercepta o eixo x. Se a inclinacdo de f’(x,) for pequena, 
ent&o a corregao para x, pode ser tao grande que x, ,  é 
uma estimativa pior da raiz do que x,. Por esse motivo, 
engenheiros experientes normalmente limitam o valor do 
termo de corregao; ou seja, se o valor absoluto de f(x,)/ 
f'(x,) for maior do que o valor maximo pré-selecionado, o 
valor maximo é usado. 


2. Se existirem diversas raizes da equacdo f(x) = 0, devemos 
estar nas vizinhangas da raiz desejada, x,, para que o al- 
goritmo realmente convirja para aquela raiz. A parte b da 
figura mostra a condig&o na qual a estimativa inicial x, 
resultara na convergéncia para x, em vez de para x,,. 


3. Oscilagéo de um lado para outro da raiz pode ocorrer se, 
por exemplo, a fungéo for anti-simétrica em relacdo a raiz, 
que esté em um ponto de inflexdo. O emprego de metade 
da corregéo normalmente prevenird esse comportamento, 
que esté mostrado na parte c da figura em anexo. 


Exemplo: Comegando com a estimativa de x, = 5, estime a 
Unica raiz da equagao e* — 10 cos x - 100 = 0. 

A tabela a seguir resume a aplicagaéo do método de 
Newton para a equacao dada. O processo iterativo foi termi- 
nado quando o valor absoluto da corregdo — f(x,V/f (a) ficou 
menor do que 10-6, 


F@,) 
i ar 
me flc,) 
ke 
k x, (xp) (acy) Xa yg Xp = —Ay 
onde ke flay BAC wei Ha “ere 
X41 = 6a (k + Désima estimativa da raiz, x,, desejada ev ri Tastee % 
x, = 6 a késima estimativa da raiz, x,, desejada z 3000 000 45,576 587 188,823 916 =0,826:306 
f(x) = 6 a fungéo f(z) avaliada em x = x, 2 4671695 7,285610 96,887 065 —0,075 197 
J’) = 6a derivada da fungao avaliada em x = x, 3 4,596 498  0,292886 89,203 650 ~0,003 283 
E So 6 aplicad tid ta aes # ) sej 4 4,593215 0,000527 88,882 536 —0,000 006 
ssa equacdo é aplicada repetidamente até que f(x, , 1) seja a =i 
suficientemente préxima de zero e x, , | = x,. O leitor deve Bi SORE UR AO) BESELIES 2200 
F(x) 
F(x) F(a) 
Tangente a 
| Fc) em x = xy 
i} | 
I { 
n x x 
X,  X3 XQ xy Xo x, xy 


(a) 


Tépicos Selecionados em Matematica 509 


C/12 Técnicas SELEctONADAS PARA INTEGRACAO 


Numerica 

1. Determinacdo de drea. Considere 0 problema da de- 
terminagao da drea sombreada sob a curva y = f(x) dex =a 
até x = b, como mostrado na parte a da figura, e suponha que 
aintegracdo analitica nao seja possivel. A fungéio pode ser co- 
nhecida em forma de tabela, a partir de medidas experimen- 
tais ou pode ser conhecida em sua forma analitica. A fungao é 
considerada continua no intervalo a <x <b. Podemos dividir 
a drea em n faixas verticais, cada uma com largura Ax = 
(6 — a)/n, e entéo somar as dreas de todas as faixas para 
obter A = f y dx. Uma faixa representativa de érea A; esta 
mostrada com sombreamento mais escuro na figura. Trés 
aproximacées numéricas tteis estao citadas. Em cada caso, 
quanto maior for o numero de faixas, mais precisa se torna 
a aproximacdo geométrica. Como uma regra geral, pode-se 
comecar com um numero relativamente pequeno de faixas 
e aumentar o numero até que as mudangas resultantes na 
aproximacdo da area ndéo mais aumentem a precisdo obtida. 


Retangular 
Ai= Im Ax 
Ym A=fydx= Ly, Ax 


I. Retangular [Figura (b)] As dreas das faixas sao conside- 
radas como retangulos, como mostrado pela faixa representa- 
tiva cuja altura y,, foi escolhida visualmente de modo que as 
pequenas dreas mais escuras séo os mais iguais possivel. As- 
sim, fazemos o somatério Zy,, das alturas efetivas e multipli- 
camos por Ax. Para uma fung&o conhecida em sua forma ana- 
litica, um valor para y,, igual aquele da fungdo no ponto médio 
x; + Ax/2 pode ser calculado e usado no somatério. 

IL. Trapezoidal [Figura (c)] As dreas das faixas sfo con- 
sideradas como sendo trapézios, como mostrado pela faixa 
representativa. A drea A, é igual a altura média (y; + 9,4 )/2 
vezes Ax. Somando as dreas obtém-se a aproximagao da 4rea 
como tabulado. Para o exemplo com a curvatura mostrada, a 
aproximacao, claramente, gerard um valor menor. Para uma 
curvatura ao contrério, a aproximacdo dard um valor supe- 
rior ao real. 


Trapezoidal 
YitVivd 
Ajawt a: Ax 
Anfyden(B ry tog ty, 4B) ae 
Viet 
{c) Ax 
Parabélica 
1 
AA= (9+ 541 tH WAH 
AA As fy dx E(y9+ 491 + 299+ 45 + 294 
vi Viet [Jive to tL ot Ay FIV _IAX 
“Ax Ax 


Ill. Parabélica {Figura (d)] A area entre a corda e a cur- 
va (desprezada na solucdo trapezoidal) pode ser considera- 
da, aproximando a funcdo por uma parabola passando pelos 
pontos definidos por trés valores sucessivos de y. Essa drea 
pode ser calculada a partir da geometria da parabola e so- 
mada a drea trapezoidal do par de faixas para dar a drea 
AA do par como mostrado. Somando todos os AA’s obtém-se - 
a tabela mostrada, que é conhecida como regra de Simpson. 
Para usar a regra de Simpson, o numero n de faixas deve ser 
impar. 


Exemplo: Determine a area sob a curva y =x V1 + x de x 
= 0 até x = 2. (Uma funcio integravel foi escolhida aqui de 
modo que as trés aproximagées possam ser comparadas com 
© valor exato, que é A= Spx Vi + x2 dx = a + a?)8P|* = 
46/5 — 1) = 8,898 447.) 


NUMERO APROXIMACOES PARA A AREA 
DE SUBIN- 

‘TRRVALOS RETANGULAR TRAPEZOIDAL PARABOLICA 

4 3,861 704 3,456 731 3,892 214 

10 3,388 399 3,403 536 3,893 420 

50 8,893 245 3,398 850 3,893 447 

100 3,893 896 8,398 547 3,893 447 

1000 3,393 446 3,893 448 3,893 447 

2500 8,393 447 3,398 447 3,398 447 


Observe que 0 pior erro de aproximac&o é menor do que 2%, 
mesmo com apenas quatro faixas. 


2. integracao de equacées diferenciais ordinarias de 
primeira ordem. A aplicacao dos principios fundamentais 
da mecanica freqiientemente resulta em relagées diferen- 
ciais. Vamos considerar a forma de primeira ordem dy/dt = 
f(@), onde a funcao f(t) pode nao ser facilmente integravel ou 
pode ser conhecida apenas em forma de tabela. Podemos in- 
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tegrar numericamente, por meio de uma técnica simples de 
projegdo da inclinag&o conhecida come integracao de Euler, 
que esta ilustrada na figura. 


Inclinagéo x = f(t) 


Z 
di eee t 
Inclinagdo = f(t) \ 


| Erro acumulado 
' do algoritmo 


yt) 


Inclinagio = 


Ya 


— > ete, 


| 
| 
| 
| 
| 
} 
| 
| 
| 
i 


by ty bg ty 


Iniciando em ¢,, onde o valor y, é conhecido, projetamos a 
inclinagdo sobre um subintervalo horizontal ou passo (ty ~t,) 
e vemos que yo = v1 +f(ty)(tg~ £,). Em ty, 0 processo pode ser 
repetido comegando em ¥» e assim por diante até que o valor 
desejado de ¢ seja atingido. Portanto, a expressao geral 6 


Ther =I + FE Megs — te) 


Se y versus t fosse linear, ou seja, se f(t) fosse constan- 
te, o método, seria exato e nao haveria necessidade de um 
procedimento numérico nesse caso. Variagées na inclinagao 
no subintervalo introduzem erro. Para 0 caso mostrado na 
figura, a estimativa y, 6 claramente menor do que o valor 
verdadeit'o da fungiio y(t) em to. Técnicas de integragéo mais 
precisas (tais como 0s métodos de Runge-Kutta) levam em 


consideragéo variagoes na inclinagéo no subintervalo e, por- 
tanto, fornecem melhores resultados. 

De modo semelhante as técnicas de determinacao de Area, 
a experiéncia auxilia na selegéo de um subintervalo ou do ta- 
manho do passo quando se lida com funcées analiticas. Como 
uma primeira regra, inicia-se com um passo relativamente 
grande e, entéo, se diminui continuamente o tamanho do 
passo até que as variacgées correspondentes no resultado da 
integracdo sejam muito menores do que a exatidéo desejada. 
Um passo pequeno demais, entretanto, pode resultar em au- 
mento do erro devido a um nimero muito grande de opera- 
gées computacionais. Esse tipo de erro é geralmente conhe- 
cido como “erro de aproximacao”; enquanto o erro resultante 
de um passo grande é conhecido como erro de algoritmo. 


Exemplo: Determine o valor de y para ¢ = 4, para a equacdo 
diferencial dy/dt = 5t, com a condicgéo inicial y = 2 quando 
t=0. 

A aplicag&éo da técnica de integragao de Euler leva aos 
seguintes resultados: 


NUMERO 
DESUBIN- TAMANHO ERRO 
TERVALOS DOPASSO  yemt=4 PERCENTUAL 
10 0,4 38 95 
100 0,04 41,6 0,95 
500 0,008 41,92 0,19 
1000 0,004 41,96 0,10 


Esse exemplo simples pode ser integrado analiticamente. 
O resultado 6 y = 42 (exatamente). 


TABELAS Uteis 


TABELA D/l PROPRIEDADES FISICAS 


Massa especifica (kg/m*) e peso especifico (kgf/m) 


ke/m? kgfim?® kg/m? kgf/m? 
Ago 7 830 7 912,02 Madeira (carvalho) 800 809 
Agua (doce) 1000 109,632 (pinheiro) 480 485,4 
(salgada) 1030 1 035,52 Mercurio 18 570 13 704,46 
| Aluminio 2690 2 718,24 Oleo (média) 900 906,08 
Ar* 1,2062 1,218354 Ouro 19 300 19 496,9 
Chumbo 11370 11 487,8 Terra (seca, média) 1280 1 294,4 
Cobre 8910 8 996,08 (amida, média) 1760 1779,8 
Concreto (média) “2400 2 427 Titanio 3 080 3 106,56 
Ferro (fundido) 7210 7281 Vidro 2 590 2 621,16 
Gelo 900 906,08 


*A 20°C (68°F) e pressio atmosférica 


Coeficientes de atrito ' superficies de contato. Uma variagao de 25 a 100% ou mais 

(Os coeficientes na tabela a seguir representam valores ti- desses valores pode ser esperada em uma aplicacao real, 

picos sob condigdes normais de trabalho. Coeficientes reais dependendo das condigées prevalecentes de limpeza, acaba- 
para uma dada situacdo dependerdo da natureza exatadas mento superficial, pressdo, lubrificagao e velocidade.) 


VALORES TIPICOS 
DO COEFICIENTE DE ATRITO 
SUPERFICIE EM CONTATO ESTATICO, p, DINAMICO, p, 

Aco sobre ago (a seco) 0,6 0,4 
Ago sobre ago (lubrificado) 0,1 0,05 
Teflon sobre ago 0,04 0,04 
Ago sobre metal branco (a seco) 0,4 0,3 
Ago sobre metal branco (lubrificado) 0,1 0,07 
Latao sobre aco (a seco) 0,5 0,4 
Lona de freio sobre ferro fundido 0,4 0,3 
Pneus de borracha sobre pavimento liso (a seco) 0,9 0,8 
Corda de aco sobre polia de ferro (a seco) 0,2 0,15 
Corda de canhamo sobre metal 0,3 0,2 
Metal sobre gelo 0,02 


TABELA D/2_ CONSTANTES DO SISTEMA SOLAR 


Constante gravitacional universal G = 66731107) m/(kg-s?) 
Massa da Terra mp = 5,976(10"4) kg 
Perfodo de rotagao da Terra (1 dia sideral) = 23h56min4s 

= 23,9344 h 
Velocidade angular da Terra w = 0,7292(104) rad/s 
Velocidade angular média da linha Terra-Sol w' = 0,1991(10-) rad/s 


Velocidade média do centro da Terra em relagao ao Sol = 107 200 km/h 
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DISTANCIA ACELERAGAO 

MEDIA |EXCENTRICIDADE; PER{ODO | DIAMETRO MASSA | GRAVITACIONAL | VELOCIDADE 

AO SOL DA ORBITA DA ORBITA MEDIO RELATIVA A | NA SUPERFICIE | DE ESCAPE 
CORPO km e dias solares km DA TERRA m/s” km/s 
Sol = = Es 1392 000 333 000 274 616 
Lua 384 398* 0,055 27,32 3476 0,0123 1,62 2,37 
Merctrio 57,8 x 108 0,206 = 87,97 5.000 0,054 3,47 4,17 
Venus 108 x 108 0,0068 224,70 12 400 0,815 8,44 10,24 
Terra 149,6 x 108 0,0167 365,26 12 7427 1,000 9,821% 14,18 
Marte 227,9 x 106 0,093 686,98 6 788 0,107 3,73 5,03 


*Distancia média 4 Terra (centro a centro) 


‘*Diametro da esfera de volume igual, baseado em uma Terra esferoidal com um diametro polar de 12 714 km e um didmetro equatorial de 
12 756 km. 


*Para a Terra esférica, sem rotagiio, equivalente ao valor absoluto ao nivel do mar e latitude 87,5°. 


TABELA D/3 PROPRIEDADES DE FIGURAS PLANAS 


FIGURA CENTROIDE MOMENTOS DE INERCIA DE AREA 
 ¢ 
Segmento de Arco <azG real send me 
x 
ee ~ 
Um Quarto de Arco e Arco Semicircular 
y a2 
as, = — 
y 
4 
ar 
es 
Area Circular x = L= art 
ae 
A 
ur 
y aaa 
a 7,=(7~8)\4 
Area Semicircular ye a i= @ 8.) 
4 
| 4 
pape Ait 
of 7” 16 
t 
Bist hahe(Z-4) 
Um Quarto de Area Circular r ry ar 16° 69m 
——% 


(continua) 
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TABELA D/3 PROPRIEDADES DE FIGURAS PLANAS (continuagio) 


FIGURA CENTROIDE MOMENTOS DE INERCIA DE AREA 
A 
y I, = 5 —Feen 20) 
| 
, E gz a2 Lsena rt 1 
Area de Setores circulares —-% “3. @ Le ve (a+ 3 sen 2a) 
I= grt 
bro 
i ae ar 
ir at 1 
| iC 7 _ bh 
Area Retangular i t 7 s Feo 2 
H 
. —-% 
Sane emaetal T= bh (2 4 12) 
12 
= bh 
a+b “ie 
Pa. 
= 3 
Area Triangular I= a 
ome & is bre 
x 4 
Area do Quadrante de uma Elipse 7 
1, = 2 7 = (z-4 ab? 
7 xz = 4e "16" *  \I6 9: 
| 3a ge 
1-728 Te (2 = £) 3 
aN etry y= 16> “y* lie on 
ae = aoe e 8a mab 
a i= rac + b?) 
Area Subparabélica 
L ab? 
x 
y ys ket = oe x= 3a 21 
| ene 4 3 
| L= ab 
1 oe 3b e 
7 10 3 Ee 
l= av &+ | 
z 5 21 
2ab3 
EL ee 
z= 8 4 
_ 2a%b 
Area A = 2%8 7 T5 
2 = _ 36 
aie 
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TABELA D/4- PROPRIEDADES DE SOLIDOS HOMOGENEOS 


(m = massa do corpo mostrado) 


CORPO CENTRO DE MASSA MOMENTOS DE INERCIA DE MASSA 
L 
x Tg, = Amr? + dmP 
Casca a) 12 
~ Circular ‘ i 
Zz Cilindrica = Tom = gmr? +5 mit 
Goa. © ee 
x 
1 
Ey = Ly 
= dmr? + am? 
L, =F, 
Casca —_ Or mm NI 
Semicilindrica ae mr? + Link 
I, = mr? 
4 
l= (. - 4) mr? 
Ly, = time + Am? 
Cilindro ‘ 1236 
Circular - Lew = 4 mrt + gil 
L,= dm 


Lage Ly 
= jmr® + pm? 
Tay = Sy, 
Semicilindro x= £ I . 
3n = gmr? + gml 
I, = jmr? 
7 =-(1- 16 
oe ( iS) 7 
=i 24 72 
FT, = jgm(a? + P) 
Ly = ygm@? + P) 
Paralelepipedo 1 2 2 
Retangular _ Tam mor +B) 
= mp? + Lm? 
Lay, ~ qginb “ gmt 
Ia = fn? +P 
Casca 
2 
Esférica ~ Te = ae 


(continua) 
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TABELA D/4- PROPRIEDADES DE SOLIDOS HOMOGENEOS (continuagio) 


(m = massa do corpo mostrado) 


CORPO CENTRO DE MASSA MOMENTOS DE INERCIA DE MASSA 
Tyg = Ty = Teg = 2mr® 
Casca =e we Nyy Nee 8 
Hemisférica e*9 = ates 
Ly = la = jam? 
x 
Esfera aa L, = 2mar? 
2. 
3 Ia = Ly == ginr? 
Hemisfério x= a 
7 -~7F — 83 
Ly = L, = 3ggmr 
Lape L 
= 2 
rs ae Barra Ly = pm? 
Esbelta _ ‘ 
A ss dy]? 
c: Uniforme Jy, = gl 
Rel Mo 
Rey Ty = Ly = bn? 
Um Quarto min’ 
de Barra Circular = er 1, = mr? 


Cilindro 
Eliptico 


= dma? + Limi? 
Toe = Gma® + zoml’ 
= dnb? + kml? 
Ly = qmb? + zgml 
1, = ja? + B) 


= 1 mb? + Lj? 
Jy, = gb + 3ml 


(continua) 
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TABELA D/4, PROPRIEDADES DE SOLIDOS HOMOGENEOS (continuagio) 


(m = massa do corpo mostrado) 


Semi-elipséide 


CORPO CENTRO DE MASSA MOMENTOS DE INERCIA DE MASSA 
Ly = ym + Fh? 
Ty, = pine? + bh? 
Casca ~_ 2h ‘yy 4 gi 
Cénica ae Baty 
L,, = 3mr 
Ly = dmr® + iqmh? 
leg = Iyy 
1 1 
5a 4 = gmr + smh? 
3 
Ta, = Ly, 
Meia = ppp? + Linh? 
Casca _ oh = gir’ + gmk 
Cénica oat 
c I= dmr? 
=fL_ 16 
= \2 SI a 
Iy = fm of 3mh? 
= 3 mr? + jmp? 
Cone z= ah Lyn = BGM” + gm 
Circular Ie = & pe 
fee. 2 
Ly = gm? + ggmh 
Tyg = Lyy 
ops: 3 nh? 
gor? + 5mh 
R= z Taw, = Toy, 
_ 3 1 
Semicone z= va 20 mr? + igh? 
L, = apm? 
7, =(2-4 
a= (3-4) met 
1, = km? + 2) 
Ly = ima? +c?) 
zo 8 
8 1, = pala? + b) 


Ty, = bn? + Be?) 


Fr 1 19 
_dy= pita? + gic”) 


(continua) 
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TABELA D/4- PROPRIEDADES DE SOLIDOS HOMOGENEOS (continuacao) 
(m = massa do corpo mostrado) 


CORPO CENTRO DE MASSA MOMENTOS DE INERCIA DE MASSA 
La = amb? + de? 
Ly= dina? + me? 
Paraboldide gu % 1 
Eliptico a3 Laz = gma? + b) 
T,, = bm? + $e?) 
Ly = dma + Re?) 
ek 24 62 
F,, = gb? + c*) 
oe Ly = pinta? +c?) 

: ceed 

| b I= Fp? + 0?) 

| Tetraedro y= a a 

| Retangular . Se Loe = me? + ¢2) 

z=9 : 

| y= mia? + 0?) 

| fe ma? +b?) 

| 1 5 

: =L. =4mR? + 2m? 

| : a2 + 4R2 I, = Ly = gmR? + gma’ 

i Meio Tordéide ar os 

ork I, = mR? + 8ma? 
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